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Das  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik,  dessen  erster 
Band  jetzt  fertig  vorliegt,  ist  aus  Vorlesungen  hervorge- 
gangen, die  der  Verfasser  seit  einer  Reihe  von  Jahren  am 
flnnländisdien  Polytechnikum  in  Helsingfors  gehalten  hat 
Ursprunglich  ist  das  Buch  in  schwedischer  Sprache  er- 
schienen und  wird  gegenwärtig  ausser  in  Helsingfors  auch 
an  der  technischen  Hochschule  in  Stockholm  benutzt  Wenn 
der  Verfasser  sich  jetzt  mit  einer  deutschen  Ausgabe  des 
Werkes  an  einen  grösseren  Leserkreis  wendet,  so  geschieht 
es  einerseits  auf  den  Rat  seines  verehrten  Lehrers,  Herrn 
Dr  A.  Herzog,  Prof  der  Mechanik  am  eidg.  Polytechnikum 
in  Zürich  und  andererseits  in  der  Hoffnung,  dass  das 
Buch  sich  zeitgemässer  und  praktischer  als  die  älteren 
Lehrbächer,  wie  z.  B.  A.  Ritters  Lehrbuch  der  technischen 
Mechanik  erweisen  werde.  Ausser  der  Elementar-Mathe- 
matik  setzt  das  Studium  des  Lehrbuches  die  Kenntnis  der 
Anfangsgrunde  der  analytischen  Geometrie  und  der  Infi- 
nitesimalrechnung voraus. 

Bei  der  Behandlung  seiner  Aufgabe  hat  der  Verfasser 
der  Darstellung  der  allgemeinen  mechanischen  Principe 
etwas  mehr  Raum  zugewiesen  als  in  den  meisten  Lehr- 
büchern, die  für  angehende  Techniker  bestimmt  sind;  da- 
durch dürfte  die  Einheitlichkeit  und  der  Zusammenhang 
der  Darstellung  gewonnen  haben;  ein  besonderer  Cursus 
der  sog.  analytischen  Mechanik  ist  dank  dieser  Anord- 
nung nicht  unumgänglich  erforderlich.  Andererseits  ist  ein 
bedeutendes  Gewicht  auf  eine  hinreichende  Anzahl  von  An- 
wendungen der  vorgetragenen  Theorien  auf  einzelne  Pro- 
bleme gelegt  worden.    Neben  den  analytischen  Methoden 


IV 


wurde  ein  umfassender  Gebrauch  von  graphischen  Metho- 
den gemacht  Der  Stoff  gewinnt  durch  diese  letzteren  an 
Interesse  und  zugleich  wird  eine  Grundlage  für  die  späte- 
ren Studien  der  graphischen  Statik  gelegt.  Zur  Erleichte- 
rung des  Verständnisses  geht  die  Darstellung  meistens  vom 
einzelnen  zum  allgemeinen  über;  wo  ein  entgegengesetzter 
Entwickelungsgang  jedoch  nutzlicher  und  lehrreicher  er- 
schien, wurde  er  befolgt,  wie  z.  B,  in  der  Dynamik  der 
starren  Korper.  Diejenigen  Teile  der  Mechanik,  welche 
die  meisten  praktischen  Anwendungen  besitzen,  wie  die 
Statik  der  ebenen  Kräftesysteme,  die  Lehre  von  der  Rei- 
bung und  die  Festigkeitslehre,  sind  ein  wenig  ausführ- 
licher als  die  übrigen  Teile  behandelt  worden.  Das  Buch 
enthält  etwas  mehr  als  der  angehende  Techniker  streng 
genommen  nötig  hat  und  als  in  den  Vorlesungen  gewöhn- 
lich vorgetragen  wird;  es  beabsichtigt  in  der  That  auch 
reiferen  Technikern  als  eine  Art  Nachschlagebuch  zu  die- 
nen, wenn  es  gilt,  für  irgend  einen  Zweck  die  Herleitung 
einer  Formel  oder  eines  Satzes  zu  finden.  Bei  einem  er- 
sten Studium  kann  man  manches  weglassen;  die  mit  fei- 
nerem Text  gedruckten  Abschnitte  geben  in  dieser  Hinsicht 
eine  gewisse  Anleitung.  Durch  die  überall  hinzugefügten 
Anwendungen  der  allgemeinen  Sätze,  welche  sich  keines- 
wegs  auf  numerische  Einsetzungen  in  die  g^undenen  For- 
meln beschränken,  soll  der  Leser  Gelegenheit  erhalten  Auf- 
gaben der  Mechanik  selbständig  zu  behandeln.  Eine  wei- 
tere Anleitung  hierzu  bieten  die  am  Ende  der  einzelnen 
Abschnitte  vorkommenden  Beispiele. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Lehrbuches  sind  mehrere 
Werke  benützt  worden,  u.  a.  das  Lehrbuch  der  Mechanik 
von  Dahlander  (schwedisch),  die  Rittef  sehen  Lehrbücher 
der  technischen,  der  analytischen  und  der  Ingenieur-Me- 
chanik, Schells  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  die 
theoretische  Maschinenlehre  sowie  die  Theorie  der  Elastid- 
tät  und  Festigkeit  von  Qrashof,  Mehrtens  Handbuch  der 
technischen  Mechanik,  Hennebergs  Lehrbuch  der  technischen 


Mechaniky  die  Anfangsgrunde  der  Festigkeitslehre  sowie 
die  Lehre  von  der  Reibung  von  Westin  (beide  schwedisch), 
die  Hydromechanik  von  ROhlmann  etc.  Einen  sehr  gros- 
sen Nutzen  hat  der  Verfasser  aus  Prof.  Herzogs  Vor- 
lesungen der  technischen  Mechanik  gezogen;  in  der  That 
sind  umfangreiche  Teile  besonders  der  Statik  und  der  Fes- 
tigkeitslehre nach  dem  Muster  dieser  vortrefßichen  Vor- 
lesungen redigirt  worden.  Prof.  Herzog  hat  ausserdem  die 
Oute  gehabt,  das  Manuscript  durchzulesen  und  den  deut- 
schen Text  zu  berichtigen;  ich  erfülle  hier  eine  liebe  Pflicht 
ihm  dafür  meinen  wärmsten  Dank  auszusprechen. 

Auch  dem  Verlage  bin  ich  für  die  in  jeder  Hinsicht 
befriedigende  Ausstattung  des  Buches '  zum  Danke  ver- 
pflichtet 

Der  zweite  Band,  die  Elasticitätstheorie  und  Festig- 
keitslehre und  die  Hydromechanik  sowie  ein  Register  um- 
fassend, wird  noch  innerhalb  dieses  Jahres  erscheinen. 
Mögen  die  Bücher  den  Studierenden  der  schönen  Wissen- 
schaft der  Mechanik  zum  Nutzen  gereichen. 

Helsingfors,  im  September  1903. 

Der  Verf. 
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§  1. 

Der  gewöhnlichen  Betrachtungsweise  gemäss  giebt  es 
in  der  Natur  Materie,  welche  sich  auf  die  sog.  Kör- 
per verteilt  und  von  sog.  Kräften  beeinflusst  wird. 
Hierbei  entsteht  Bewegung  der  Materie,  falls  sie  sich 
in  Ruhe  befindet,  und  eine  Änderung  der  Bewegung, 
falls  die  Materie  schon  in  Bewegung  begriffen  ist  Ein 
grosser  Teil  der  Erscheinungen,  welche  in  der  Natur  be- 
obachtet werden, sind  B  e  wegu  ngserscheinungen, 
und  je  weiter  die  Naturerkenntnis  sich  entwickelt  hat, 
um  so  mehr  Erscheinungen  hat  man  als  von  Bewegun- 
gen abhängig  zu  erklären  versucht.  Die  Erfahrung  zeigt, 
dass  die  Bewegungserscheinungen  bestimmten  Gesetzen 
gehorchen;  sie  werden  von  einer  besonderen  Wissen- 
schaft, der  Mechanik,  behandelt. 

Die  Mechanik  ist  die  Lehre  von  der  Bewegung. 

Es  giebt  zwei  Arten  der  Mechanik,  die  rationelle 
oder  reine  Mechanik  und  die  angewandte 
Mechanik.  Die  rationelle  Mechanik  hat  als  Grundlage 
einige  auf  Grund  der  Erfahrung  aufgestellte  Principe  sehr 
allgemeinen  Charakters,  nach  welchen  die  Bewegung  in 
gewissem  Masse  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der 
bewegten  Materie  und  von  der  Art  der  wirkenden  Kräfte 
ist.  Es  gelingt  auf  diese  Weise  die  Bewegungsprobleme  in 
mathematische  Proleme  zu  verwandeln,  welche  die  Mecha- 
nik möglichst  vollständig  durchzuführen  hat;  ausserdem  hat 
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sie  die  Aufgabe  die  Gesetze  der  Bewegung  aufzustellen. 
Die  Resultate  folgen  aus  den  Grundprincipen  mit  demselben 
Orade  von  Strenge  wie  innerhalb  der  Mathematik.  Die 
angewandte  Mechanik  ist  dagegen  eine  Anwendung  der 
Lehren  der  rationellen  Mechanik  auf  Aufgaben  innerhalb 
verschiedener  Gebiete,  zu  welchen  man  beim  Studium 
der  Naturerscheinungen  geführt  wird,  insbesondere  in  der 
Astronomie  und  in  der  Physik,  oder  auf  welche  man 
stösst,  wenn  man  bestrebt  ist,  sich  die  Kräfte  der  Natur 
nutzbar  zu  machen,  wie  in  der  in  unserer  Zeit  weitum- 
fassenden Technik  mit  allen  ihren  Zweigen. 

Unter  technischer  Mechanik  pflegt  man 
eine  Zusammenstellung  einiger  Hauptsätze  aus  der  rei- 
nen Mechanik  und  ihrer  Anwendungen  auf  technische 
Probleme  zu  verstehen.  Das  Gebiet  der  technischen 
Mechanik  ist  deshalb  nicht  streng  begrenzt;  auch  haben 
sich  einige  Zweige,  wie  besonders  die  graphische  Statik, 
zu  eigenen  Wissenschaften  entwickelt.  In  der  techni- 
schen Mechanik  spielt  die  Art  der  betrachteten  Körper 
eine  bedeutende  Rolle,  je  nachdem  sie  f  e  s  t,  flüssig 
oder  gasförmig  sind.  Bei  den  festen  Körpern  unter- 
scheidet man  die  absolut  festen  oder  starren 
Körper  und  die  elastischen  Körper.  Die  Me- 
chanik der  gasförmigen  Körper  gehört  mehr  der  Physik, 
hauptsächlich  der  Wärmelehre  an,  und  wird  in  dieses 
Lehrbuch  nicht  aufgenommen. 

Die  rationelle  Mechanik  hat  mehrere  ihrer  Grundbe- 
griffe mit  anderen  Wissenschaften  gemeinsam.  Um  die 
Örter  und  die  Ortsveränderungen  der  bewegten  Körper 
definiren  zu  können  macht  die  Mechanik  von  den  Grös- 
senbegriffen  der  Geometrie  Gebrauch.  Die  Mechanik  ist 
somit  verwandt  mit  der  Geometrie;  viele  ihrer  Lehr- 
sätze haben  sogar  einen  rein  geometrischen  Hauptinhalt. 
Der  Astronomie  und  deren  Lehre  von  der  Zeitbe- 
stimmung entlehnt  die  Mechanik  den  Zeitbegriff, 
einen   Grundbegriff  der  Mechanik,  welcher  es  möglich 
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macht  bestimmte  Örter  der  in  Bewegung  befindlichen 
Körper  als  zu  bestimmten  Zeitpunkten  gehörend  und 
bestimmte  Ortsveränderungen  als  innerhalb  bestimmter 
Zeiträume  vorsichgehend  zu  betrachten.  Aus  diesen 
Grundbegriffen  leitet  die  Mechanik  eine  Anzahl  eige- 
ner Begriffe  ab,  wie  diejenigen  des  Weges,  der 
Geschwindigkeit,  der  Beschleunigung, 
der  Winkelgeschwindigkeit,  der  Winkel- 
beschleunigung  u.  s.  w.  Auf  der  durch  diese 
Begriffe  geschaffenen  Basis  lassen  sich  eine  Anzahl  von 
Bewegungsuntersuchungen  ausführen,  welche  zusammen 
die  sog.  geometrische  Bewegungslehre 
oder  Kinematik  (auch  Phoronomie)  bilden.  In- 
nerhalb der  geometrischen  Bewegungslehre,  welche  der 
jüngste  Teil  der  Mechanik  ist,  werden  nur  die  geometri- 
schen Charaktere  der  Bewegung  in  Betracht  gezogen, 
ohne  dass  man  nach  den  Ursachen  der  Bewegung  fragt. 
Endlich  übernimmt  die  Mechanik  aus  der  Physik  die 
Begriffe  der  Kraft  und  der  Masse;  hierdurch  wird  es 
möglich  die  Bewegung  in  Beziehung  zu  ihren  Ursachen, 
den  Kräften,  zu  bringen.  Die  entsprechende  Abteilung 
der  Mechanik  heisst  Bewegungslehre  in  be- 
schränkterem   Sinne   oder   Kinetik. 

Ein  System  von  Kräften  ist  entweder  im  Gleich- 
gewichte oder  nicht  im  Gleichgewichte.  In  dem 
ersteren  Falle  hat  man  ein  statisches,  in  dem  letzte- 
ren ein  dynamisches  Problem.  Die  Bewegungslehre 
in  beschränkterem  Sinne  umfasst  somit  die  Statik  und 
die   Dynamik. 

Wie  aus  dem  obigen  hervorgeht,  sind  die  Grund- 
lagen der  Mechanik  teils  geometrischer,  teils  physika- 
lischer  Natur.  Bei  der  Behandlung  der  Mechanik  wird 
in  ausgedehntem  Masse  von  den  Lehrsätzen  der  Mathe- 
matik Gebrauch  gemacht.  Jedoch  haben  auch  das  Experi- 
ment  und  die  Erfahrung  eine  grosse  Bedeutung  für  die 
angewandte  Mechanik.    Unsere  Kenntnis  der  Eigenschaf- 


4  Einleitung. 

ten  der  Körper  in  der  Natur  ist  bei  weitem  nicht  so  voll- 
kommen, dass  man  alle  hierhergehörenden  Fragen  auf 
rein  deduktivem  Wege  behandeln  könnte. 

Für  die  technische  Mechanik  wird  hier  folgende 
Haupteinteilung  angenommen: 

Erster  Teil:  Geometrische  Bewegungslehre. 

Zweiter  Teil:  Mechanik  des  materiellen  Punktes. 

Dritter  Teil:  Statik  der  starren  Körper. 

Vierter  Teil:  Dynamik  der  starren  Körper. 

Fünfter  Teil:  Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit. 

Sechster  Teil:  Hydromechanik. 
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Geometrische  Bewegungslehre. 


Erster  Abschnitt. 

Bewegung  des  geometrischen  Punktes. 

§2. 

Gegenstand  der  geometrischen  Bewegungslehre. 

In  der  Einleitung  ist  hervorgehoben  worden,  dass  die  Beschreibung 
geometrische  Bewegungslehre  die  Untersuchung  der  Be-  ^^^  ^^^ 
wegung  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Ursachen  zur  Aufgabe  ^^^'  ^f] 
hat.  Es  wird  darin  die  Bewegung  hinsichtlich  ihrer  geo- 
metrischen Eigenschaften  beschrieben.  Die  angewandten 
Grundbegriffe  sind  die  rein  geometrischen  Begriffe  und 
der  Zeitbegriff.  Die  in  Bewegung  befindlichen  Objekte 
werden,  als  geometrische  Grössen  aufgefasst;  sie  sind  der 
geometrische  Punkt,  das  geometrische 
Punktsystem  und  der  geometrische  Körper.  Das 
einfachste  Bewegungsobjekt  ist  der  geometrische  Punkt; 
eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl  geometrischer 
Punkte  bildet  ein  geometrisches  Punktsystem.  Ein  geo- 
metrischer Körper  kann  als  ein  System  von  unendlich 
vielen  geometrischen  Punkten  aufgefasst  werden.  Ein 
Punktsystem    ist    entweder    unveränderlich    oder 


Erster  TeiL 


veränderlich.  Man  nennt  es  unveränderlich,  wenn 
alle  seine  Punkte  während  der  Bewegung  ihre  gegen- 
seitigen Abstände  unverändert  beibehalten;  ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  heisst  das  Punktsystem  veränderlich.  Im  fol- 
genden wird  hauptsächlich  die  Bewegung  unveränder- 
licher Punktsysteme  untersucht 
Der  Zeithe-  Die  Einführung  des  Zeitbegriffes  wurzelt  darin,  dass 
sriff'  die  Bewegung,  welche  zur  Untersuchung  vorliegt,  mit 
einer  anderen  genau  bekannten  Bewegung  verglichen 
wird,  welche  dann  Normalbewegung  heisst  In- 
dem nämlich  eine  Bewegung  eine  Erscheinung  eigener 
Art  ist,  kann  sie  nur  dadurch  untersucht  werden,  dass 
sie  mit  einer  Erscheinung  von  derselben  Art,  d.  h.  mit 
einer  gewissen  Bewegung  verglichen  wird.  Die  Normal- 
bewegung ist  die  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe.  Durch 
die  Bewegung  der  Zeiger  einer  Uhr  wird  fiie  Drehung 
der  Erde  mehr  oder  weniger  gut  nachgeahmt  Die  Uhren 
werden  zeitweilig  direkt  oder  indirekt  justirt  Die  Zeit 
rechnet  man  von  einem  gewissen  Anfangszeitpunkte  aus, 
welcher  in  verschiedenen  Problemen  verschieden  gewählt 
werden  kann.  Zur  Bezeichnung  der  Zeit  benutzt  man 
gewöhnlich  den  Buchstaben  t,  so  dass  also  t  eine  stetig 
wachsende  Veränderliche  darstellt 

Bei  vielen  Problemen,  wo  es  sich  um  die  Bewegung 
eines  geometrischen  Körpers  handelt,  genügt  es  die  For- 
meln für  die  Bewegung  des  geometrischen  Punktes  zu 
gebrauchen.  So  z.  B.  wenn  die  Bewegung  eines  Körpers 
eine  translatorische  ist  (§  IQ  unten),  wobei  alle  Punkte 
dieselbe  Bewegung  haben,  oder  wenn  die  Verschieden- 
heit der  Bewegungen  der  einzelnen  Punkte  im  Verhält- 
nis zu  der  Bewegung  des  Körpers  im  ganzen  nicht  in 
Betracht  kommt,  was  z.  B.  oft  der  Fall  ist,  wenn  die  Di- 
mensionen des  Körpers  klein  gegen  die  Ausdehnung  der 
Bewegung  sind.  Ähnliches  gilt  von  einem  materiellen 
Systeme  oder  einem  materiellen  Körper,  dessen  Bewe- 
gung oft  durch  die  Bewegung  eines  seiner  Punkte  ersetzt 
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wird.  Als  Beispiele  mögen  die  Bewegungen  einer  Kano- 
nenkugel, eines  Eisenbahnzuges,  eines  Schiffes,  eines  Him- 
melskörpers u.  s.  w.  dienen. 

§3. 
Die  Bewegung  in  der  Bahn. 

Ein  in  Bewegung  befindlicher  Punkt  beschreibt  eine 
Linie,  welche  die  Bahn  des  Punktes  heisst.  Die  ein- 
fachste Bahn  ist  die  geradlinige;  die  Bahn  kann  aber  auch 
eine  ebene  Curve  oder  eine  Raumcurve  sein.  In  dersel- 
ben Bahn  sind  unendlich  viele  Bewegungen  möglich.  Am 
zweckmässigsten  untersucht  man  deshalb  zuerst  die  Be- 
wegung in  der  Bahn,  ohne  Rücksicht  auf  die 
Form  und  die  Lage  der  Bahn;  nachher  folgt  eine  Un- 
tersuchung der  Bewegung  des  geometrischen  Punktes 
sowohl  hinsichtlich  der  Form  und  Lage  der  Bahn  wie 
hinsichtlich  der  Bewegung  in  dieser  Bahn. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  M  in  seiner  Bahn  ist  Die  Lage  in 
bekannt,  sobald  für  jeden  Zeitpunkt  /die   Lage   des 
Punktes   in   der   Bahn   angegeben    werden   kann. 
Die  Lage  wird  durch  den  von  einem  bestimmten  Anfangs- 
punkte O  aus  gerechneten  Bogen  OM  der  Bahnlinie  be- 
stimmt (Fig.  1).    Der  Bogen  OM 
soll  positiv  in  dem  einen  und  ne- 
gativ   in    dem    entgegengesetzten 
Sinne  gerechnet  werden;  er  wird 
nebst  seinem  Vorzeichen  mit  s  be- 
zeichnet und  soll  Wegabstand' 
heissen.    Der  Wegabstand  5  wird 
in  Längeneinheiten,  z.  B.  m.  (Meter)  gemessen;  t  hat  als 
Einheit  die  Zeiteinheit,  z.  B.  die  Secunde.    Die  Grösse  5 
hängt  in  irgend  einer  Weise  von  t  ab;  als  analytischer 
Ausdruck  dieser  Abhängigkeit  dient  eine  Gleichung 
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Fig.  1. 


Der  Wegab- 
stand. 


Gesetz  der 
Bewegung. 


(1) 
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welche  den  Wegabstand  als  Function  der  Zeit  angiebt 
Die  Gleichung  (1)  stellt  das  Gesetz  der  Bewegung 
in   der  Bahn   dar. 
Umkehr-  In  jedem  Augenblicke  geschieht  die  Bew^[ung  in  dem 

punkL  einen  oder  anderen  Sinne,  so  dass  5  entweder  wächst  oder 
abnimmt,  algebraisch  verstanden.  Wenn  die  Bewegung 
in  einem  gewissen  Zeitmomente  ihren  Sinn  ändert,  so  dass 
s  vom  Zunehmen  zum  Abnehmen  übergeht  oder  umge- 
kehrt, so  hat  man  einen  sog.-  Umkehrpunkt  der 
Bewegung. 
Berechnung  Wenn  das  Gesetz  der  Bewegung  in  der  Bahn  bekannt 
der  Weglänge.  \^^  so  kann  die  Weglänge  berechnet  werden,  welche  in 
einem  gegebenen  Zeitintervalle,  von  t^  bis  t,  zurückgelegt 
wird.  Hierbei  muss  in  Betracht  genommen  werden,  ob 
Umkehrpunkte  innerhalb  des  gegebenen  Zeitintervalles 
vorhanden  sind  oder  nicht.  Wenn  es  keinen  solchen 
Punkt  giebt,  so  ist  die  während  des  betrachteten  Zeitinter- 
valles zurückgelegte  Weglänge  gleich  dem  numerischen 
Werte  der  Grösse 

worin  s  und  Sq  die  zu  den  Zeiten  bez.  t  und  4  gehören- 
den Wegabstände  bezeichnen.  Der  numerische  Wert  oder 
der  absolute  Betrag  werde  wie  gewöhnlich  durch  das 
Zeichen  1 1  angegeben,  so  dass  also  die  Weglänge  \s — Sq\ 
ist.  Man  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  immer  den 
positiven  Bewegungssinn  so  festlegen,  dass  s  mit  der 
Zeit  wächst,  und  hat  dann  einfach- die  Weglänge  gleich 

Giebt  es  dagegen  Umkehrpunkte  während  der  Zeit 
/  —  /ot  so  muss  dieser  Zeitraum  bei  der  Berechnung  der 
Weglänge  in  kleinere  Zeitintervalle  zerlegt  werden,  welche 
durch  diejenigen  Zeitpunkte  von  einander  gefrennt  wer- 
den, denen  Umkehrpunkte  entsprechen.  Man  berechnet 
dann  die  Weglänge  innerhalb  jedes  Zeitintervalles  für 
sich   und  addirt  die  Resultate.    Beispielsweise  sei  N  in 
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der  Figur  2  ein  zu  der  Zeit 
ti  gehörender  Umkehrpunkt 
in  dem  Abstände  5^  von  O. 
Der  Punkt  bewegt  sich  zu- 
erst von  Mq  nach  N  und 
dann  von  N  nach  M  zurück. 
Weglänge  folgt  dann 


Mo 


s « 

s, 

Fig.  2. 


M 

— o— 


— o— 


Für  die  zurückgelegte 


l^l-'^ol  +  |5-Si|  =  (Si-Sq)  +  (5i-S)  =  25i-So-S  = 

2/(/i)-/(/i)) -/(/). 

In  ähnlicher  Weise  könnte  man  die  Weglänge  berechnen, 
wenn  mehrere  Umkehrpunkte  vorkommen  würden. 

§4. 
Diagramm  der  Bewegung. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  in  seiner  Bahn  wird   Diagramm. 
graphisch  mit  Hülfe  eines  sog.    Diagrammes  veran- 
schaulicht.   Zu   diesem   Zwecke   nimmt   man   in   einem 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme  (Fig.  3)  die  Zeit  t  als 
Abscisse    und    den 
zugehörigen    Weg-       I  *^ 
abstand  5  als  Ordi- 
nate. Dabei  ergiebt 
sich     eine    Curve, 
die  Diagrammlinie, 
welche  die  Abhän- 
gigkeit zwischen  / 
und   5,    d.    h.   die 
Function 


-^ 


Fig.  3. 


S=At) 

graphisch  darstellt 

Den  Umkehrpunkten  der  Bewegung  entsprechen  Punkte 
der  Diagrammlinie,  in  welchen  die  Ordinate  s  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist,  wie  bez.  Si  und  Sq  in  der  Figur. 
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Zum  Unterschiede  von  anderen,  im  folgenden  zu  er- 
klärenden Diagrammdarstellungen  soll  das  jetzt  betrachtete 
Diagramm  das  Diagramm  der  Bewegung  heis- 
sen.  Die  analytische  und  die  graphische  Darstellung 
der  Bewegung  eines  Punktes  in  seiner  Bahn  vervollstän- 
digen einander  gegenseitig  und  tragen  dazu  bei,  eine 
exacte  Vorstellung  von  der  Bewegung  aufkommen  zu 
lassen. 

§5. 
Gleichförmige  Bewegung. 

Einteilung         ^^  Bewegung  eines  Punktes  in  seiner  Bahn  heisst 
der  Bewegun-  gleichförmig,   wenn  in  gleich  grossen  Zeitabschnitten  stets 
gen,       gleich  grosse  Weglängen  zurückgelegt  werden. 

Ungleichförmig  heisst  dagegen  die  Bewegung,  wenn  sie 
zu  keiner  Zeit  gleichförmig  ist 

Man  wendet  auch  die  Benennungen  unveränder- 
liche  und   veränderliche   Bewegung  an. 

Weil  das  Verhältnis  zwischen  dem  Wege  und  der 
Zeit  in  der  gleichförmigen  Bewegung  unveränderlich  ist, 
wird  das  Gesetz  der  gleichförmigen  Bewegung  durch 
die  Gleichung 


(2) 

oder 

(3) 

s  =  5o  +  <:(/-/o) 

ausgedrückt,  wobei  t^  und  5o,  /  und  s  zusammengehö- 
rende Werte  der  Zeit  und  des  Wegabstandes  bezeichnen; 
t^  und  So  werden  als  unveränderlich,  /  und  5  als  verän- 
derlich betrachtet.    Wenn  tQ  =  o  ist,  so  folgt 

und  falls  ausserdem  So  =  o  ist,  so  wird 
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(3)  7 "^  ^  ^"^  S  =  ct 

Der  Punkt  beginnt  dann  zur  Zeit  /  =  o  seine  Bewegung 
von  dem  Punkte  O  aus. 

In  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  nach  dem  Obi- 
gen der  Wegabstand  s  eine  ganze  Function  ersten  Gra- 
des von  /  und  umgekehrt  stellt  eine  lineare  Gleichung 
zwischen  s  und  t  eine  gleichförmige  Bewegung  dar. 

Das  constante  Verhältnis  c  zwischen  dem  Wege  und  Geschwindtg- 
der  Zeit  in  der  gleichförmigen  Bewegung  heisst  Ge-  ^''^• 
schwindigkeit  in  der  Bahn.  Die  Grösse  c  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Bogen  5  wächst  oder 
abnimmt,  und  giebt  somit  durch  ihr  Vorzeichen  denjeni- 
gen Sinn  an,  in  welchem  die  Bewegung  geschieht  Weil 
keine  Umkehrpunkte  in  der  gleichförmigen  Bewegung 
vorhanden  sind,  kann  der  positive  Bewegungssinn  immer 
so  gewählt  werden,  dass  c  positiv  ist,  vorausgesetzt  je- 
doch, dass  es  sich  um  eine  einzelne  Bewegung,  nicht  um 
mehrere  Bewegungen  in  derselben  Bahn  handelt. 

Die  Geschwindigkeit  wird  als  eine  Grösse  besonderer   Einheit  der 
Art  durch  ihre  eigene  Einheit  gemessen.    Weil  die  Ge-  Geschwindig- 
schwindigkeit  der  Quotient  einer  Länge  durch  eine  Zeit  ist,        ^^• 
so  ist  auch  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  gleich  dem 
Quotienten  aus  der  Längeneinheit  durch  die  Zeiteinheit. 

Geschwindigkeitseinheit  =  "7  y  nT"^  ' 

z.  B. 

m       ,         km        • 
See  Stunde 

Wenn  eine  abgeleitete   Einheit  (hier  die  Ein-  Dimensionen 
heit  der  Geschwindigkeit)  in  der  obigen  Weise  vermit-  der  Einheiten, 
telst  gewisser  Grundeinheiten  (hier  der  Einheiten 
für  die  Länge  und  für  die  Zeit)  angegeben  wird,  so  er- 
geben   sich    unmittelbar    ihre    sog.    Dimensionen; 
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Diagramm 
der  gleichför- 
migen Bewe- 
gung. 


darunter  sind  die  Potenzen  verstanden,  in  welchen  die 
abgeleitete  Einheit  die  Grundeinheiten  enthält.  So  ist 
z.  B.  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  von  der  Dimension 
1  in  Bezug  auf  die  Einheit  der  Länge  und  von  der  Di- 
mension —  1  in  Bezug  auf  die  Einheit  der  Zeit.  Es  soll 
immer  die  Einheit  einer  Grösse  angegeben  werden,  auch 
wenn  es  sich  um  eine  abgeleitete  Einheit  handelt,  weil 
ein  anderes  Verfahren  ebenso  unvollständig  wäre  wie  z. 
B.  die  Angabe  des  Zahlwertes  einer  Länge  ohne  Nen- 
nung der  Längeneinheit  oder  des  Zahl  wertes  einer  Fläche 
ohne  Angabe  der  Flächeneinheit.  Wenn  die  Dimensionen 
bekannt  sind,  unterliegt  es  keiner  Schwierigkeit  von  ge- 
wissen Grundeinheiten  zu  anderen  überzugehen. 

Mit  Hülfe  der  Formeln  (2)  und  der  specielleren,  oft 
gebrauchten  Formeln  (3)  können  alle  die  gleichförmige 
Bewegung  betreffenden  Aufgaben  behandelt  werden. 

Das  Diagramm  der  gleich- 
förmigen Bewegung  besteht 
aus  einer  geraden  Linie,  wel- 
che einen  gewissen  Winkel 
y  mit  der  ^Axe  einschliesst 
?  (Fig.  4).  Wenn  die  Glei- 
chung der  Bewegung 

Fig.  4.  s  =  ct 


ist,  so  geht  die  Gerade  durch  den  Anfangspunkt.  Zwi- 
schen dem  Winkel  y  und  der  Geschwindigkeit  c  hat  man 
die  Relation 

c  =  igy. 

Je  kleiner  die  Neigung  der  Diagrammlinie  gegen  die 
/-Axe  ist,  um  so  kleiner  ist  die  Geschwindigkeit,  und  je 
grösser  die  Neigung  ist,  um  so  grösser  ist  die  Ge- 
schwindigkeit. Mit  y  =  o  bleibt  5  unverändert,  d.  h.  der 
Punkt  verharrt  in  Ruhe.  Bei  negativer  Geschwindigkeit 
ist  y  negativ. 
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Eine  Anzahl  nach  einander  folgender  gleichförmiger 
Bewegungen  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  wird 
durch  eine  gebrochene  Linie  dargestellt  Wenn  die  ge- 
brochene Gerade  zu  der  ^Axe  parallele  Stücke  enthält, 
so  ist  der  Punkt 
in  Ruhe  während 
der  entsprechenden 
Zeitabschnitte  (Fig. 
5).  Es  wird  z.  B. 
eine  graphische 
Darstellung  dieser 
Art  angewandt  um 
den  Verkehr  auf  __ 
einer  Eisenbahn- 
strecke deutlich  zu 
veranschaulichen. 
Die  Figur  5  giebt 

den  Fahrplan  dreier  Züge  an,  unter  welchen  2  und  3 
sich  in  einer  Richtung  entgegengesetzt  der  Bewegungs- 
richtung von  1  bewegen  und  die  sich  an  den  Haltestel- 
len begegnen. 

Anwendungen. 
Ein    Eisenbahnzug    legt    mit  gleichförmiger  Bewegung  150  km 
in  3  St.  15  Min.  zurück.   Wie  gross  ist  dessen  Geschwindigkeit  in  g^ 
als  Einheit? 


Fig.  5. 


Die  Formel  (3) 

5 

liefert  für 

5  = 

=  150 km;  t  = 

3.25  St. 

C  = 

=;':=«- 

km 
St. 

1 

km 

st.- 

1000  m 
3600  See  ■" 

:  0.2778 

m 
See 

12.82 


m 
See' 
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2)  In  welcher  Zeit  durchfährt  ein  Dampfschiff  eine  5  Meilen 
lange  Strecke  (1  Meile  =  10  km),  wenn  es  die  Geschwindigkeit  von 

12  Knoten  besitzt  (1  Knoten  Fahrt  =  1.8B22-g^  )? 

3)  Ein  Radfahrer  bewegt  sich  mit  der  Geschwindigkeit  4.5öiz 
und  ruht  nach  drei  Stunden  Fahrt  während  einer  halben  Stunde.  Man 
berechne  den  in  10  Stunden  zurückgelegten  Weg  und  construire  das 
Diagramm  der  Bewegung. 

§6. 
Ungleichförmige  Bewegung. 

Die  Gleichung    . 

s=f(t) 

möge  eine  ungleichförmige  oder  veränderliche  Bewegung 
in  der  Bahn  darstellen.  Es  seien  t  und  5,  sowie  t'  und 
s'  zusammangehörende  Werte  der  Zeit  und  des  Weg- 
abstandes, wobei  t'  eine  spätere  Zeit  als  t  darstelle.  Ferner 
sollen  keine  Umkehrpunkte  innerhalb  des  Zeitabschnittes 
t'-~t  vorkommen.    Man  nennt  das  Verhältnis 

...  -      s—s      As 

zwischen  dem  Zuwachse  des  Wegabstandes  und  der  Zeit 
Mittlere  Ge-  die  mittlere  Bahngeschwindigkeit  während  des  Zeit- 
schwindig-  jntervalles  /— /.  Die  mittlere  Geschwindigkeit  ist  gleich 
der  Geschwindigkeit  in  einer  gleichförmigen  Bewegung, 
in  welcher  der  Weg  s—s  in  der  Zeit  f—t  zurückgelegt 
wird. 

Lässt  man  den  Zeitpunkt  /'  sich  mehr  und  mehr  dem 
Zeitpunkte  t  nähern,  so  werden  die  Grössen  As  und  A^ 
kleiner  und  kleiner.    Wenn  sich  At  der  Null  nähert,  so 

A5 

nähert  sich  aber  das  Verhältnis  ^-r    einem    bestimmten 

Grenzwerte,  welcher  die  Geschwindigkeit  der 
ungleichförmigen  Bewegung  zur  Zeit  t 
heisst. 


keit. 
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Unter  der  Qeschwindigkeit  einer  Bewegung  zu  einer  Geschwindig- 
Zeit  t  wird  also  der  Grenzwert  der  mittleren  Qeschwin-        hat 
digkeit  in  dem  nachfolgenden  Zeitintervalle  t'—t  verstan- 
den,  wenn  t'  sich  t  nähert  und  schliesslich  mit  t  zusam- 
menfällt 

Die   Geschwindigkeit  zu   einer  Zeit  t  werde  mit  u 
bezeichnet,  so  dass  also 


(5) 


ö=     lim 


(A/=o) 


As       ds       ^.vv 


=  n^A^  dt 


ist,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  die  erste  Ableitung  des 
Wegabstandes  in  Bezug  auf  die  Zeit 

Das  Diagramm  der  ungleichförmigen  Bewegung  ist   Diagramm. 
eine  krumme  Linie  (Fig.  6).    Die  Sehne,  welche  die  zu 
den   Zeiten  /  und  f  ge- 
hörenden Punkte  A  und  A' 
der  Diagrammlinie  verbin- 
det, schliesst  mit^der  /-Axe 
einen  Winkel   a  ein,  des- 
sen  Tangente  gleich   der 
mittleren  Geschwindigkeit    - 
während  des  Zeitintervalles 
f-t  ist. 

-       s'-s      ,    - 
ll  =  ^^=tga 

Lasst  man  den  Punkt  A'  sich  dem  Punkte  A  nähern,  so 
nähert  sich  die  Sehne  AA  der  Tangente  der  Diagramm- 
linie im  Punkte  A.  Wenn  der  Winkel  zwischen  dieser 
Tangente  und  der  positiven  Abscissenaxe  mit  a  bezeich- 
net wird,  so  ergiebt  sich 

ds      . 

Zu  einer  bestimmten  Zeit  t  ist  also  die  Geschwindigkeit 
der  ungleichförmigen  Bewegung  gleich  der  trigonometri- 
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sehen  Tangente  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Tan- 
gente der  Diagrammlinie  in  dem  entsprechenden  Punkte 
mit  der  ^-Axe  einschliesst 

In  einem  Umkehrpunkte  ist  die  Tangente  der  Dia- 
grammlinie parallel  der  /-Axe,  weil  die  Ordinate  ein 
Maximum  oder  Minimum  ist,  somit  der  Winkel  a  gleich 
Null  und  die  Geschwindigkeit  Null  (siehe  p.  9). 

Wenn  die  Bewegung  in  einem  gewissen  Augenblicke 
in  eine  gleichförmige  Bewegung  übergehen  würde,  so 
wäre  die  Fortsetzung  der  Diagrammcurve  eine  Gerade, 
welche  die  Curve  in  demjenigen  Punkte  berührt,  wo  der 
Uebergang  geschieht  Die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  ist  identisch  mit  der  Bahngeschwin- 
digkeit in  dem  betreffenden  Punkte. 

Es  wird  stets  vorausgesetzt,  dass  keine  plötzlichen  Ge- 
schwindigkeitsänderungen in  der  Bewegung  vorkommen. 

§7. 
Diagramm  der  Geschwindigkeit. 

In  derselben  Weise,  wie  der  Wegabstand  5  durch  eine 
Curve  dargestellt  worden  ist,  kann  auch  die  Geschwin- 
digkeit u  in  der  Bahn  durch  eine  Curve  veranschaulicht 
werden.    Man  betrachtet  t  als  Abscisse  und  u  als  Ordi- 
,  ^  nate  und  erhält  das  sog.  D  i  a- 

^  gramm    der   Geschwin- 

digkeit (Fig.  7).    Daraus  ist 
die  Änderung  der  Geschwin- 
digkeit von  einer  Zeit  zu  einer 
^      anderen  ersichtlich.  DieBewe- 
y-.-.v  gung  geschieht  in  positivem 

Sinne  während  derjenigen  In- 
Fig.  7.  tervalle,  innerhalb  welcher  die 

Diagrammlinie  oberhalb  der 
^Axe  liegt  und  in  negativem  Sinne  während  derjenigen 
Intervalle,  innerhalb  welcher  die  Diagrammlinie  unterhalb 
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der  t-Axe  liegt.  Die  Schnittpunkte  der  Diagrammlinie 
mit  der  /-Axe  geben  diejenigen  Zeitpunkte  an,  in  welchen 
u  gleich  Null  ist,  wozu  besonders  alle  Umkehrpunkte  der 
Bewegung  gehören. 

Das  Oeschwindigkeitsdiagramm  der  gleichförmigen 
Bewegung  ist  eine  zur  /-Axe  parallele  gerade  Linie  mit 
der  Gleichung  u  =  c  (Fig. 
8).  Für  den  Flächeninhalt 
eines  Rechteckes,  welches 
zwischen  der  Diagrammli- 
nie, der  ^Axe  und  den 
Ordinaten  bei  t^  und  /  liegt, 
erhält  man  den  Wert  A  = 
c  (t—to),  und  somit  nach  (2) 


Berechnung 
von  s  aus 
dem  Dia- 
gramme der 
Geschwindig- 
keit 
l:o  bei 
gleichförmi- 
ger Bewe- 
gung, 


Fig.  8. 


A  =s— 5o. 

Der  Inhalt  dieser  Fläche,  dem  das  positive  oder  negative 
Vorzeichen  beigelegt  wird,  je  nachdem  die  Fläche  ober- 
halb oder  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegt,  ist  also  gleich 
dem  Zuwachse  des  Wegabstandes. 

Für  eine  beliebige  Bewegung  in  der  Bahn  gilt  der 
Satz:  Die  Veränderung  des  Wegabstandes  in  einem  Zeit- 
abschnitte ist  gleich  dem  Inhalte  derjenigen  Fläche,  welche 
zwischen  der  Diagrammlinie  der  Geschwindigkeit,  der  Axe 
der  Abscissen  und  den  Ordinaten  am  Anfang  und  ani  Ende 
des  Zeitabschnittes  gelegen  ist.  Zum  Beweise  des  Satzes 
wird  der  betreffende  Zeitabschnitt  t—t^  in  kleinere  Inter- 
valle eingeteilt,  man  denkt  sich  ferner  die  wirkliche  Be- 
wegung durch  eine  andere  ersetzt,  welche  innerhalb  jedes 
Teilintervalles  gleichförmig  ist,  die  wirkliche  Geschwin- 
digkeit der  Bewegung  im  Anfangspunkte  des  Intervalles 
besitzt  und  am  Ende  des  Intervalles  ihre  Geschwindig- 
keit plötzlich  um  einen  kleinen  Betrag  verändert.  Inner- 
halb jedes  Teilintervalles  wird  die  Veränderung  des  Weg- 
abstandes 5  durch  die  Fläche  eines  Rechteckes  gemessen. 
Die   Rechtecke  bilden   die  untere  treppenförmige  Figur 

2 


2:o  bei  un- 
gleichförmi- 
ger Bewe- 
gung. 
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Fig.  9. 


in  der  Figur  9  und  geben  zusammen  einen  Flächenin- 
halt, welcher  etwas  kleiner  als  der  Inhalt  A  der  von  der 
Diagrammlinie  begrenzten  Figur  ist.  Würde  man  dage- 
gen während  der  einzelnen  Teilintervalle  gleichförmige 

Bewegungen  mit  der 
Endgeschwindigkeit 
des  Intervalles  anneh- 
men, so  erhielte  man 
die  Veränderung  des 
Wegabstandes  gleich 
^-  dem  Flächeninhalte  der 
oberen  treppenförmi- 
gen  Figur  und  etwas 
grösser  als  A,  Nimmt 
man  dann  die  Teilintervalle  kleiner  und  kleiner,  so  geht 
schliesslich  an  der  Grenze  die  aus  gleichfömiigen  Bewe- 
gungen zusammengesetzte  Bewegung  in  die  wirkliche 
ungleichförmige  Bewegung  über;  die  beiden  treppenför- 
migen  Linien  fallen  mit  der  Curve  zusammen  und  die 
von  ihnen  nach  oben  begrenzten  Flächen  bekommen  den 
Inhalt  >4,  welchen  sie  die  ganze  Zeit  von  beiden  Seiten 
zwischen  sich  eingeschlossen  haben.  Hiermit  ist  gezeigt, 
dass  die  Relation 

A  =s—Sq 

allgemein  besteht.  Wie  schon  oben  bei  der  gleichför- 
migen Bewegung  hervorgehoben  wurde,  muss  A  nach 
den  Umständen  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden. 
Nimmt  man  alle  Flächeninhalte  sowohl  oberhalb  wie  un- 
terhalb der  ^Axe  positiv,  so  bekommt  man  die  in  dem 
Zeitintervalle  zurückgelegte  Weglänge. 
Analytische  Diese  Resultate  werden  auch  analytisch  erhalten.  Wenn 
Ableitungvon  jj^  Geschwindigkeit  u  als  Function  der  Zeit  bekannt  ist 


s  aus  u. 


U  =  (p  (/), 


SO  giebt  die  Formel  (5) 
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ds 
"-dt' 

woraus 

ds  = 

--udt=<F(f)dt 

und  durch 

Integration 

s  =f<p  (/)  dt  +  Constante 

folgt.  Die  Integrationsconstante  wird  dadurch  bestimmt, 
dass  die  Werte  t^  und  Sq  einander  entsprechen  müssen, 
und  das  Gesetz  der  Bewegung  erhält  die  Form 

(6)        5  -  5o  =y  u  dt  =y  V  (t)  dt 

Nach  den  Regeln  der  Integralrechnung  bezeichnet  dieses 
bestimmte  Integral  den  Inhalt  einer  Fläche,  welche  zwi- 
schen der  /-Axe,  den  Ordinaten  für  t^  und  t  und  der  Curve 

U  =  q:{t), 

d.  h.  der  Diagrammlinie  der  Geschwindigkeit  gelegen  ist. 

§8. 
Gleichförmig  veränderliche  Bewegung. 

Die  einfachste  veränderliche  Bewegung  in  der  Bahn 
ist  die  gleichförmig  veränderliche  Bewe- 
gung. Eine  Bewegung  heisst  gleichförmig  veränderlich, 
wenn  die  Geschwindigkeit  In  gleich  langen  Zeltabschnitten 
sich  Immer  um  gleich  grosse  Beträge  ändert.  Wird  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  mit  a 
bezeichnet,  so  hat  man  zur  Bestimmung  derselben  die 
Gleichung 

(7)  u-Uo  =  a(t-to), 


r 
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worin  /q  und  Uq,  t  und  u  zusammengehörende  Werte 
sind;  die  ersteren  sind  unveränderiich,  die  letzteren  verän- 
derlich.   Hieraus  folgt 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmig  veränderlichen 
Bewegung  ist  eine  ganze  Function  ersten  Grades  in  Be- 
zug auf  die  Zeit. 
Beschleuni'         Die  Grösse  ö,  welche  den  Geschwindigkeitszuwachs 
gung  in  der  in   der  Zeiteinheit  angiebt,   heisst  die   Beschleuni- 

^«Ä^-       gung   in   der   Bahn. 
Beschleunigte       Wenn  der  numerische  Wert  der  Geschwindigkeit  mit 
und  verzö-    der  z^jt  wächst,  so   heisst  die  Bewegung  gleichförmig 

gerte  Bewe-  zunehmend   oder   beschleunigt;    nimmt  dage- 
gung 

gen  der  numerische  Wert  der  Geschwindigkeit  mit  wach- 
sender Zeit  ab,  so  nennt  man  die  Bewegung  gleichför- 
mig abnehmend   oder  verzögert.    Wie  eine  nä- 
here Untersuchung  zeigt,  sind  u  und  a  in  dem  ersteren 
Falle  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ,  in  dem 
letzteren  Falle  dagegen  von  verschiedenem  Vorzeichen. 
Einheit  der        Nach   der  Formel   (7)   ist  die  Beschleunigung  gleich 
Beschleuni-   dem   Quotienten   aus   einer  Geschwindigkeit  und  einer 
^'^^'       Zeit,    somit   auch   gleich   dem    Quotienten    einer  Länge 
durch  das  Quadrat  einer  Zeit  (Siehe  die  Formel  (12)  un- 
ten).   Es  ist  somit  die  entsprechende  Einheit 


Einheit  der  Beschleunigung  =  ^^;;^J^, 


z.  B. 


m        ,        km 
oder 


Sec2 Min^ 


Die  Beschleunigung  hat  folglich  die  Dimension  1  in  Be- 
zug auf  die  Längeneinheit  und  die  Dimension  —2  in 
Bezug  auf  die  Zeiteinheit. 
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Nimmt  man  in  der  Gleichung  (7)  der  Einfachheit  we-  Gleichungen 
gen   /^  =  o  und   bezeichnet  die  zugehörige  Anfangsge-    ^'^  äw^- 
schwindigkeit  Uq  mit  r,  so  erhält  man  ^^^' 

(8)  u  =  c+at 

Aus  diesem  Gesetze  der  Geschwindigkeit  kann  die  Be- 
wegungsgleichung s=f(t)  auf  verschiedene  Arten  erhal- 
ten werden.  Am  einfachsten  findet  man  s  durch  eine  In- 
tegration; nach  (5)  ist 

ds  ,      . 

und  somit  ergiebt  sich 

s  =  s^  +  ct+\afi, 

worin  Sq  der  der  Zeit  /=o  entsprechende  Wegabstand 
ist.  In  der  gleichförmig  veränderlichen  Bewegung  ist  5 
nach  dem  obigen  eine  ganze  Function  zweiten  Grades 
von  /.  Nimmt  man  den  Anfangspunkt  O  der  Wegab- 
stände so  an,  dass  So  =  o  wird,  d.  h.  lässt  die  Bewegung 
zur  Zeit  /=:o  in  diesem  Punkte  beginnen,  so  hat  man 
einfacher 

(9)  s  =  ct+\afi. 

Dieselbe   Formel  würde   man   durch   Benützung  des    Diagramm 
Geschwindigkeitsdiagrammes    erhalten.     Die    Gleichung  derGeschwin- 
(8)   zeigt,  dass  die   Diagrammlinie  eine  Gerade  ist  (Fig.        '^  ^' " 
10).    Ihr  Neigungswinkel  ß 
mit  der  /-Axe  bestimmt  man 
aus  der  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  die  Be- 
schleunigung in  der  Bahn  Fig.  lü. 
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gleich  der  trigonometrischen  Tangente  dieses  Neigungs- 
winkels ist  Der  Wert  von  s  muss  nach  p.  17  gleich  dem 
Inhalte  der  schraffirten  Trapezfläche  sein,  somit 

(10)  s-^'^Yt, 

woraus  nach  Einsetzung  des  Ausdruckes  (8)  für  u  die  For- 
mel (9)  hervorgeht. 

Wenn  man  t  zwischen  den  Gleichungen  (8)  und  (10) 
eliminirt,  so  findet  man  die  Formel 

(11)        s=«-^'^. 

Die  Formeln  (8)  und  (9)  sind  als  Orundformeln  für  die 
gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  zu  betrachten.  Eine 
von  ihnen  kann  durch  die  Formel  (10)  oder  (11)  ersetzt 
werden.  Die  vier  Formeln  enthalten  fünf  Grössen  /,  5,  c,  u 
und  fl,  aus  welchen  zwei  berechnet  werden  können,  wenn 
die  drei  anderen  bekannt  sind.  Vermittelst  dieser  For- 
meln lassen  sich  auch  alle  Probleme  der  gleichförmig 
veränderlichen  Bewegung  behandeln. 

Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  gleich  Null  ist, 
so  ergeben  die  Formeln  (8)  und  (9)  die  specielleren  Formeln 

(12)  5  =  ia/2 

während  aus  (10)  und  (11) 

u  .      u'^        ,  ,     ., 

s  =  ^/  =  ;r-  und  tt=±l2fls 
l         la 

folgen. 

Einige  in  diesen  Formeln  enthaltene  Bewegungsge- 
setze sollen  bei  der  verticalen  Fall-  und  Wurfbewegung 
näher  entwickelt  werden. 


Geometrische  Bewegungslehre. 


23 


§9. 

Verticale  Fall-  und  Warfbewegung. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  die  Bewegung  eines  im  luft- 
leeren Räume  längs  einer  Verticalen  frei  fallenden  Kör- 
pers gleichförmig  beschleunigt  ist.  Die  Beschleunigung 
dieser  Fallbewegung  ist  die  sog.  Beschleunigung 
der  Schwere,  hat  die  Richtung  des  Lotes  und  ver- 
ändert ihre  Grösse  nur  wenig  von  einem  Punkte  der 
Erdoberfläche  zu  einem  anderen.  Sie  wird  mit  g  bezeich- 
net" und  hat  im  Mittel  den  Wert  (Siehe  auch  §  46  unten) 


Beschleuni- 
gung der 
Schwere, 


g  =  (iM 


m 
Sec^" 


Für  einen  Körper,  welcher  zur  Zeit  Z^zo  zu  fallen  be- 
ginnt, hat  man  die  Gleichungen 

u=gt, 
s  =  \gt^ 

wobei  5  vom  höchsten  Punkte  positiv  nach  unten  gerech- 
net wird.    Hieraus  folgen  die  Gesetze: 

Die  Fallgeschwindigkeiten  sind  proportional  den  Zei- 
ten. Am  Ende  der  ersten  Zeiteinheit  sind  die  Zahl- 
werte der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  gleich 
gross. 

Die  zurückgelegten  Weglängen  sind  proportional  den 
Quadraten  der  dazu  gebrauchten  Zeiten.    Der  ersten  Se- 

cunde  entspricht  ein  Weg  y 

Die  in  den  successiven  Zeiteinheiten  zurückgelegten 
Wege  verhalten  sich  wie  die  ungeraden  ganzen  Zahlen. 
Der  /i:ten  Secunde  entspricht  in  der  That  die  Weglänge 


Fallbewe- 
gung. 


g 


St 


2/^^-|(/l- 


ir 


_g 


(2/^-1). 
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Der  verticale        Wenn   ein  Körper  zur  Zeit  ^  =  o  mit  der  Anfangs- 
^^rf'       geschwindigkeit  c  lotrecht  nach  oben  geworfen  wird,  so 
ergeben  sich  die  Bewegungsgleichungen 

s  =  ä-iigt^ 

worin  der  Wegabstand  s  vom  Anfangspunkte  positiv  nach 
oben  gerechnet  wird.    Die   Bewegung  des  Körpers  ist 

verzögert  bis  zur  Zeit  r=  -i  zu  welcher  die  Geschwin- 
digkeit gleich  Null  wird  und  die  Bewegung  ihren  Sinn 
umkehrt,  so  dass  der  Körper  jetzt  mit  beschleunigter  Bewe- 
gung zu  fallen  beginnt.  Der  Abstand  des  Umkehrpunk- 
tes vom  Anfangspunkte  der  Bewegung,  die  sog.  Wurf- 
höhe  hat  den  Wert 

^  s 

Die  Formeln  gelten  auch  für  die  Bewegung  nach  abwärts, 
vorausgesetzt,  dass  s  noch  wie  früher  gerechnet  wird. 

Durch  Elimination  von  t  aus  den  Ausdrücken  für  u 
und  5  ergiebt  sich 

woraus  ferner 

//  =  ±  ]c^-2gs 

folgt.  Das  Zeichen  +  gilt  für  die  Bewegung  nach  auf- 
wärts, das  Zeichen  —  für  die  Bewegung  nach  unten.  Nu- 
merisch sind  aber  die  beiden  Geschwindigkeiten  in  dem- 
selben Bahn  punkte  gleich  gross.  Die  Geschwindigkeit  u 
nach  unten  würde  man  auch  aus  der  Fallhöhe  H—s  be- 
rechnen, und  zwar  ergäbe  sich 
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u=  -  i2g(H--s)=-  \/2g{£-s^=  ^  ii^-2gs, 

wie  soeben  gefunden. 

Es  wird  dieselbe  Zeit  für  die  Bewegung  von  einem 
Punkte  der  Verticalen  zu  dem  höchsten  Punkte  wie  zu- 
rück zu  demselben  Punkte  gebraucht,  was  daraus  folgt, 
dass  die  Zeiten 

g 

und 

g 

entgegengesetzte  Werte  von  u  liefern.    Besonders  ist  die 
ganze    Wurfzeit    gleich    der   doppelten   Steigzeit,    d.    h. 

2  T=2  ^ 


g 


«2 


Diejenige  Höhe  A  =  ^  — ,  bis  zu  welcher  ein  mit  der  Geschwindig- 

^  kiitshöhe. 

Geschwindigkeit  u  nach  oben  geworfener  Körper  steigt, 

oder  von  welcher  ein  Körper  fallen  muss,  um  die  Ge- 
schwindigkeit u  zu  erlangen,  heisst  die  zu  der  Geschwin- 
digkeit u  gehörende  Geschwindigkeitshöhe. 

Anwendungen. 

1)  Man  berechne  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  gleichförmig 
veränderlichen  Bew^[ung. 
Aus  den  Formeln 

s'  =  cf  +  iaf^ 
wird 

erhalten,  was  auch  so  geschrieben  werden  kann 
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d.  h.  die  mittlere  Geschwindigkeit  während  eines  beliebigen  Zeitab- 
schnittes ist  gleich  dem  aritmetischen  Mittel  aus  der  Anfangs-  und  der 
Endgeschwindigkeit. 

2)  In  einer  während  der  Zeit  /  vorsichgehenden  gleichförmig  ver- 
änderlichen Bewegung  sind  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  und  der 
W^  s  bekannt.  Es  werden  die  Beschleunigung  und  die  Endgeschwin- 
digkeit gesucht.  Man  nehme  speciell  5=1  km,  /  =  20  See., 
m 
See  ' 

Aus  den  Formeln 


r=100: 


u  =  c-\-at, 

wird  durch  Auflösung  in  Bezug  auf  a  und  a 

2{s-d) 


u  = 


2s-r/ 


abgeleitet.    Mit  den  numerischen  Werten  folgt 


a=  -5 


m 


See«' 


:0 


See 


Die  Bew^ung  ist  verzögert,   und  der   Umkehrpunkt  wird  am  Ende 
des  Zeitintervalles  erreicht. 

3)  Man  construire  das  Diagramm  der  Bevt'egung  eines  vertical  nach 
oben  geworfenen  Körpers. 
Die  Gleichung 

s  =  cf-igfi 

stellt  mit  /  als  Abscisse, 
s  als  Ordinate  eine  Para- 
bel dar  (Fig.  11),  welche 
durch  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  geht.  Er- 
setzt man  t  durch  x  und 
s  durch  y,  so  wird  die 
Fig  11.  Gleichung  einfach  in 
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h3*=-§(^-S) 


transformirt.  Die  Axe  der  Parabel  ist  parallel  derjr-Axe;  der  Scheitel- 
punkt hat  die  Coordinaten 

0C=  ^  ==  r  =  der  halben  Wurfzeit, 
g 

CB  =  ^  =  M  =der  Wurfhöhe, 

und  die  Parabel  schneidet  die  Jc-Axe  wieder  in  dem  Abstände 

OA  =2  T=  der  Wurfzeit 
von  O  aus. 

§  10. 
Ungleichförmig  veränderliche  Bewegung. 

Die  betrachtete  gleichförmig  veränderliche  Bewegung 
in  der  Bahn  stellt  eine  specielle  Art  der  veränderlichen 
Bewegung  dar.  Im  allgemeinen  ist  die  veränderliche  Be- 
wegung ungleichförmig  veränderlich.  Un- 
ter einer  ungleichförmig  veränderlichen  Bewegung  wird  eine 
Bewegung  verstanden,  welche  zu  keiner  Zeit  gleichförmig 
veränderlich  ist  Bei  einer  derartigen  Bewegung  gilt  für 
die  Geschwindigkeit  ein  Gesetz 

<13)  u  =  <p(t\ 

worin  u  keine  ganze  Function  ersten  Grades  von  t  ist. 
Ebenso  wie  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  von  der 
gleichförmigen  auf  die  ungleichförmige  Bewegung  über- 
nommen worden  ist,  wird  der  Begriff  der  Beschleunigung 
von  der  gleichförmig  veränderlichen  auf  die  ungleichför- 
mig veränderliche  Bewegung  verallgemeinert. 

Es  seien  u  und  u'  die  zu  den  Zeitpunkten  /  und  f  ge-  Mittlere  Be- 
hörenden  Geschwindigkeiten.  Man  nennt  alsdann  den  schleunigung. 
Quotienten 


28  Enter  Teil. 


(14)  fl  =  -p-_=  — 

aus  dem  Zuwachse  der  Geschwindigkeit  und  der  dazu 
verbrauchten  Zeit  die  mittlere  Beschleuni- 
gung während  des  Zeitabschnittes  f  —  t.  Diese  mittlere 
Beschleunigung  ist  gleich  der  Beschleunigung  einer  gleich- 
förmig veränderlichen  Bewegung,  in  welcher  die  Ge- 
schwindigkeit während  der  Zeit  /'  — ^  um  den  Betrag  u'  —  u 
zunehmen  würde. 

Lässt  man  den  Zeitpunkt  /'  sich  mehr  und  mehr  dem 
Zeitpunkte  t  nähern,  so  werden  die  Änderungen  Au  und 
At  kleiner  und  kleiner;  ihr  Verhältnis  nähert  sich  einem 
bestimmten  Grenzwerte,  welcher  die  Beschleuni- 
gung in  der  Bahn  bei  der  ungleichför- 
mig veränderlichen  Bewegung  ist. 
Beschleuni'  Unter  der  Beschleunigung  einer  Bewegung  zu  einer 
gung.  Zeit  t  versteht  man  den  Grenzwert  der  mittleren  Be- 
schleunigung in  einem  nachfolgenden  Zeitintervalle  f  —  t, 
wenn  f  sich  t  nähert  und  schliesslich  damit  zusammen- 
fäUt 

Die  Beschleunigung  zu  einer  Zeit  t  werde  mit  a  be- 
zeichnet.   Dann  ist 

(15)  fl=     hm    --=--  =  <p'(t\ 

(/\/  =  0)^^  «^ 

d.  h.  die  Beschleunigung  in  der  Bahn  ist  gleich  der  Ab- 
leitung der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Zeit 
Auf  Grund  der  Formel  (5)  folgt  ferner 

(16)  a  =  Jt=/"W. 

d.  h.  die  Beschleunigung  in  der  Bahn  ist  gleich  der  zwei- 
ten Ableitung  des  Wegabstandes  in  Bezug  auf  die  Zeit. 
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Die  mittlere  Beschleunigung  während  eines  Zeitab-    Anwendung 
Schnittes  f—t  sowie  die  Beschleunigung  zu  einer  Zeit  t  desDiagmm- 
folgen    auch    aus    dem    Diagramme    der  Oeschwindig-    "^^  •^"''  "' 
keit  (Fig.  12).    Eine  Sehne        \U 


BB',  welche  die  zu  den 
Zeiten  t  und  f  gehörenden 
Punkte  der  Diagrammlinie 
verbindet,  schliesst  mit  der 
/-Axe  einen  Winkel  ß  ein, 
dessen  Tangente,  gleich  der 
mittleren  Beschleunigung 
während  des  betreffenden 
Zeitintervalles  ist. 


i?' 


/ 

»-"-"— V-i-'"* 

f. 

W 

..-.i._ 

..l 

f:-.-/.-.^' 


Fig.  12. 


-        U—U        .    -z 


Lässt  man  nun  den  Punkt  B'  sich  dem  Punkte  B  nähern, 
so  nähert  sich  die  Sehne  BB'  der  Tangente  der  Dia- 
grammcurve  im  Punkte  Ä  Wird  der  Winkel  zwischen 
dieser  Tangente  und  der  /-Axe  mit  ß  bezeichnet,  so  hat 
man  also 


Die  Beschleunigung  der  Bewegung  in  der  Bahn  zu  einer 
Zeit  /  ist  somit  gleich  der  trigonometrischen  Tangente 
desjenigen  Winkels,  welchen  die  Tangente  des  Oeschwin- 
digkeitsdiagrammes  in  dem  entsprechenden  Punkte  mit 
der  ^Axe  einschliesst. 

Wenn  eine  ungleichförmig  veränderliche  Bewegung  in 
einem  bestimmten  Zeitmomente  in  eine  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung  übergeht,  so  sind  die  Beschleu- 
nigung a  und  der  Winkel  ß  nachher  constant,  folglich 
die  Fortsetzung  des  Oeschwindigkeitsdiagrammes  eine 
gerade  Linie. 
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Beschleunigte       Die   ungleichförmig   veränderliche   Bewegung   ist   in 
und  verzö'    einem  bestimmten  Augenblicke  beschleunigt  oder 
^ ^  ^r^^  zunehmend,  falls  u  und  a  beide  positiv  oder  beide 
negativ   sind,    dagegen    verzögert    oder    abneh- 
mend,  wenn  u  und  a  verschiedene  Vorzeichen  besit- 
zen (Vergl.  p.  20). 
Analytische        Wenn   die   Beschleunigung  einer  Bewegung  in   der 
Bestimmung  Form 
von  u  aus  a. 

gegeben  ist,  so  folgt  aus  der  Formel 

du 
^  =  dt 

du=yAt)dt 

und  durch  Integration 

u=fx{t)  dt +Cox\%l 

Sollen  ferner  die  Werte  t^  und  Uq  einander  entsprechen^ 
so  erhält  man  durch  die  Bestimmung  der  Integrations- 
Constanten  für  die  Geschwindigkeit  den  Ausdruck 

(17)  u^u^=J\{t)dt 

Nachdem  die  Geschwindigkeit  gefunden  ist,  erhält  man 
durch  eine  zweite  Integration  (p.  19)  die  Gleichung  der 
Bewegung. 
Graphische        Auch  die  Beschleunigung  in  der  Bahn  kann  vermittelst 
Bestimmung  einer    Diagrammcurve   dargestellt   werden,   wobei    t  als 
von  u.      Abscisse,  a  als  Ordinate  aufgetragen  wird.    Aus  dieser 
Diagrammdarstellung  erhält   man  die  Geschwindigkeits- 
änderung gleich   dem   Inhalte  einer  Fläche,  welche  zwi- 
schen der  Diagrammcurve,  der  t-Axe  und  zwei  Ordinaten 
liegt,   in  ganz  derselben  Weise  wie  der  Wegabstand  aus 
dem  Geschwindigkeitsdiagramme  hervorging. 
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Die  drei  Gleichungen 

für  den  Wegabstand,  die  Geschwindigkeit  und  die  Be- 
schleunigung oder  die  drei  entsprechenden  graphischen 
Darstellungen  gestatten  eine  vollständige  Untersuchung 
der  Bewegung  eines  Punktes  in  seiner  Bahn. 

Anwendungen. 

1)  Man  bestimme  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 
der  Bewegung 

s  =  c^. 

Durch  einmalige  Differentiation  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit 

.  =  *  =  3<^ 

und  durch  eine  zweite  Differentiation  für  die  Beschleunigung 

Die  Geschwindigkeit  ist  somit  proportional  dem  Quadrate  der  Zeit, 
die  Beschleunigung  der  Zeit  selbst.  Beide  sind  Null  für  /  =  o  und 
haben  sonst  dasselbe  Vorzeichen,  so  dass  die  Bewegung  also  beschleu- 
nigt ist. 

2)  Eliminirt  man  /  zwischen  den  Gleichungen 

so  folgt  eine  Gleichung  zwischen  //  und  5, 

U  =^  t/;  (s). 

Wenn  diese  Gleichung  gegeben  ist,  so  ergiebt  sich  durch  Division 
der  Gleichungen 

du 
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und 


u  = 


dt 


zur  Berechnung  der  Beschleunigung  die  Formel 


Die  Gleichung 


U 


a  =  V  (s) 

stellt  mit  5  als  Abscisse,  u  als  Ordi- 
nate eine  Curve  dar.  (Fig.  13).  Be- 
zeichnet man  mit  y  den  Winkel  zwi- 
schen der  Tangente  in  Cund  ders-Axe, 
so  ist 

du 


^gy  = 


ds 


_«?_  Es  sei  CF  die  Normale  der  Curve  im 

^v— .Ä— >jr        Punkte  C.    Dann  folgt  aus  dem  Drei- 
ecke DCF 


Fig.  13. 


DF=Utgy=:U^^ 


d.   h.  die  Subnormale  DF  der  Curve  ist  dem  Zahlwerte  nach  gleich 
der  Beschleunigung  der  Bewegung  in  der  Bahn. 
Wenn  zwischen  u  und  s  speciell  die  Relation 

u  z=  )'2ps 


\u 

besteht,   so  ist  die  betref- 

^^^^.^^          fende  Curve  eine   Parabel 

C  --'***^ 

(Fig.  14)  mit  der  5-Axe  als 

-^ 

V 

Axe  und  dem  Scheitel  im 

c 

x^ 

\ 

Coordinatenanfangspunkte. 
Es  folgt  dann 

du      1   ~i 
.^                ds~\  2s 

J. 

r?  F 

und 

Fig 

.  14. 

du 

d.  h.  die  Bewegung  ist  gleichförmig  veränderlich.  Die  letzte  Glei- 
chung enthält  das  bekannte  Resultat,  dass  die  Subnormale  der  Parabel 
constant  ist. 
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Zunder  Gleichung  der  Bewegung  selbst  kommt  man  auf  folgende 
Weise.    Aus 

tf  =  V  (5) 

und 

ds 
^  =  dt 

folgt 

und  durch  Integration  ergiebt  sich 

So 

wobei  /q  und  Sq  einander  entsprechen.    In  dem  obigen  speciellen  Bei- 
spiele erhält  man  mit  /q  =  o  und  Sq=o 


Jflps      )  p 


und 


s  =  \pfi. 

§  11. 
Einfache  oscillirende  Bewegung. 

Eine  Bewegung  in  der  Bahn  sei  durch  die  Gleichung 

szzzrsxnnt 

dargestellt,  wo  r  und  n  positive  Constanten  bezeichnen. 
Aus   dieser  Gleichung  folgen   durch   Differentiation   die 

Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 

»' 

u  =  rn  cos  nt, 
a=  —  rn^  sin  nt 

Man  berechnet  hieraus  folgende  einander  entsprechende 
Werte  von  t,  s,  u  und  a, 

3 
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/ 

0 

7t                 71 

2n        2n 

3- 
^2n 

4- 

5 

0 

r         o 

—  r 

0 

U 

rn 

o      —m 

0 

rn 

• 

a 

0 

-rr?       0 

rn' 

0 

Zur  Zeit  /=o  beginnt  der  Punkt  seine  Bewegung 

mit  der  Geschwindigkeit  rn  im  Punkte  O  (Fig.  15)  und 

Q^  bewegt  sich  in  positivem  Sinne 

J. — r J r ♦'  mit  abnehmender  Oeschwin- 

Pl     J5  digkeit  bis  zu  dem  Umkehr- 

punkte A/x,  welcher  zur  Zeit 

^  erreicht  wird,  kehrt  dann  mit  zunehmender  Oeschwin- 
2n  ' 

digkeit  nach  O  zurück,  wobei  die  Geschwindigkeit  in 
einem  Bahnpunkte  beim  Hin-  und  Hergang  dieselbe  abso- 
lute Grösse  hat.  Die  Bewegung  setzt  sich  dann  nach 
der  negativen  Seite  fort,  wobei  der  Umkehrpunkt  N^  zur 

Zeit  3  ^  erreicht  wird.    Nach  der  Zeit  —  ist  der  Punkt 
in  n 

nach  O  zurückgelangt  und  beginnt  dieselbe  Bewegung 
von  neuem.  Die  Bewegung  ist  somit  eine  periodische 
Schwingung  zwischen  zwei  Punkten  und  wird  zum  Un- 
terschiede von  anderen  complicirteren  Schwingungsbe- 
wegungen eine  einfache  oscillirende  Bewe- 
gung genannt.    Wenn   die  Zeit  einer  Oscillation  hin 

und  zurück  —  mit  T  (Oscillationsdauer,  Schwin- 
n  ^  ' 

gungszeit)  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  für  die  Ge- 
setze der  Bewegung  die  Ausdrücke 

(18)  s  = /•  sin  2jr  =i; 

(19)  U  =  -y-  cos  271  -jj 
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(20)  fl  =_•!_/ sin  2^  f 

Der  grösste  Wert  r  des  Abstandes  5  vom  Schwingungs- 
mittelpunkte O  heisst  Amplitude  oder  Schwin- 
gungsweite. 

Aus  den  Gleichungen  (18)  und  (20)  folgt 

Die  Beschleunigung  der  oscillirenden  Bewegung  ist  so- 
mit proportional  dem  Abstände  s  vom  Schwingungsmit- 
telpunkte  O  und  stets  gegen  O  gerichtet 

Die  periodischen  Bewegungen,  unter  wel-  Periodische 
chen  die  einfache  oscillirende  Bewegung  einen  speciellen  Fall  Bewegung. 
darstellt,  sind  von  besonderer  Bedeutung,  weil  mehrere 
der  Bewegungserscheinungen  in  der  Natur  sowie  die 
meisten  Bewegungen  der  Maschinen  zu  ihnen  gehören. 
Die  Bewegung  eines  Körpers  heisst  periodisch,  falls  er 
nach  einer  bestimmten  Zeit  immer  in  denselben  Bewe- 
gungszustand zurückkehrt,  d.  h.  wenn  alle  seine  Punkte 
dieselben  Lagen,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigun- 
gen erlangen. 

§  12. 

Die  Projedionen  der  Bewegung. 

Zosammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen. 

Alle  bisherigen  Betrachtungen  haben  der  Bewegung 
eines  Punktes  in  seiner  Bahn,  unabhängig  von  der  Form 
der  Bahn,  gegolten.  Für  eine  grosse  Anzahl  von  Aufga- 
ben ist  aber  eine  solche  Untersuchung  der  Bewegung 
ungenügend;  es  muss  die  Bewegung  des  Punktes  so  ange- 
geben werden,  dass  auch  seine  Bahn  bestimmt  wird. 

Wenn  die  Bahn  geradlinig  ist,  so  wird  die  Bewegung  Geradlinige 
vollständig  bestimmt  durch  die  Angabe  der  Lage  der    Bewegung. 
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Bahn  und  der  Gleichung  der  Bewegung  in  der  Bahn. 
Wenn  nichts  besonderes  über  die  Form  der  Bahn  angege- 
ben ist,  so  stellt  man  sich  die  Bahn  am  besten  als  gerad- 
linig vor.  So  bezeichnet  beispielsweise  die  Benennung 
gleichförmige  Bewegung  fast  immer  eine  geradlinige 
gleichförmige  Bewegung,  falls  nichts  hinzugefügt  ist,  wie 
z.  B.  gleichförmige  Bewegung  in  einem  Kreise. 
Krummlinige  Wenn  die  Bahn  eine  krumme  Linie  ist,  so  lässt  sich 
Bewegung,  zwar  die  Bewegung  vollständig  definiren  durch  die  An- 
gabe der  Lage  und  Form  der  Bahnlinie  sowie  der  Glei- 
chung der  Bewegung  in  der  Bahn.  Meistens  ist  es  aber 
einfacher  die  Bewegung  durch  ihre  sog.  P  r  o  j  e  c  - 
tionsbewegungen  zu  bestimmen. 
Ebene  Bahn.  Es  werde  zuerst  die  Bewegung  eines  Punktes  in 
einer  ebenen  Bahncurve  betrachtet.  In  der  Ebene  der 
Curve  werden  zwei   Coordinatenaxen  gewählt  (Fig.  16), 

welche  mit  einander  einen 
^j  Winkel  v  einschliessen.   Die 

ßi £^^^C^     Lage  eines  Punktes  M  der 

B^  ju^^^M         Bahncurve  wird  durch  die 

:!  y]  I  beiden  Punkte  A  und  B  be- 

Jj      y^  /  /  stimmt,  welche  seine  beiden 

//  /  /  parallel    den    Coordinaten- 

ii^r / / ,j(  axen    gezeichneten    Projec- 

Y'-'-k—~>A       A'  tionen  darstellen.  Wenn  der 

Fig.  16.  Punkt  M  sich  bewegt,  so  be- 

wegen sich  die  beiden  Pro- 
jectionspunkte  A  und  B  längs  der  Coordinatenaxen.  Diese 
Bewegungen  heissen  die  Projectionsbewegun- 
gen  von  M  und  finden  mit  der  Bewegung  von  M 
gleichzeitig  statt.  Die  beiden  Projectionsbewegun- 
gen  bestimmen  vollständig  die  Bewegung  von  Af,  indem 
zwei  gleichzeitige  Lagen  von  A  und  B  die  Lage  von  M 
eindeutig  bestimmen. 

Es  kann  die  krummlinige  Bewegung  noch  in  einer 
anderen  Weise  als  von  zwei  geradlinigen  Bewegungen 
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abhängend  aufgefasst  werden.  Der  Punkt  M  bewegt  sich 
längs  der  Geraden  5C'.  welche  sich  parallel  zu  sich  selbst 
verschiebt,  so  dass  ihre  Punkte  mit  der  j-Axe  parallele 
Geraden  beschreiben.  Wenn  M  sich  um  das  Stück  MO 
=  AA'  bewegt  hat,  so  ist  die  Bahnlinie  um  das  Stück 
MD'  =  BB'  fortgeschritten,  so  dass  M'  die  neue  Lage 
des  Punktes  ist 

Zu  demselben  Resultate  kommt  man,  wenn  man  sich 
AM  als  eine  Bahnlinie  vorstellt,  auf  der  der  Punkt  M 
sich  bewegt,  während  sich  diese  Bahnlinie  so  verschiebt, 
dass  ihre  Punkte  zu  der  jc-Axe  parallele  Geraden  be- 
schreiben. Die  erstere  Bewegung  ist  dieselbe  wie  die 
Projectionsbewegung  auf  der  j^-Axe,  die  zweite  Bewegung 
stimmt  mit  der  Projectionsbewegung  auf  der  x-Axe 
überein. 

Die   Bewegung  des   Punktes  Af.  heisst  die  resul-  Resultirende 
tirende  Bewegung  oder  die  aus  den  beiden  Pro-    Bewegung, 
jectionsbewegungen   von   A   und   B  zusammenge-  Bewegungs- 
setzte   Bewegung.    Umgekehrt  sagt  man,  dass  die  ^^'»Z'^'^'»^^«- 
beiden  letzteren  durch  eine  Zerlegung  der  Bewegung 
des  Punktes  M  entstehen  und  deren  Componenten 
sind. 

Zur    Zusammensetzung    oder    Zerlegung    dient    das     Parallelo- 
Parallelogramm  MCM'D\  welches  das   P  a  r  a  1 1  e  1  o  -   gramm  der 
gramm   der   Bewegungen   heisst.     In  ihm  sind  Bewegungen. 
die   beiden   der  Zeit  f  —  t  entsprechenden  Wege  MO 
und  MD'  zwei  in  M  zusammenstossende  Seiten;  femer 
sind  die  Anfangs-   und  Endlage  des  beweglichen  Punk- 
tes zwei  Gegenecken  M  und  M'  des  Parallelogrammes. 

Analytisch  werden  die  beiden  Projectionsbewegungen   Gleichungen 
durch  die  Gleichungen  der  Bewe- 

(21)  y=M() 

dargestellt,  worin  x  und  y  Wegabstände  sind,  welche  vom 
Coordinatenanfangspunkte  positiv  in  dem  Sinne  je  einer 
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positiven  Coordinatenaxe  gerechnet  werden.  Es  folgt 
die  Gleichung  der  krummlinigen  Bahn  durch  Elimination 
von  t  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (21),  in  irgend 
einer  Form 

F(x,y)  =  o. 


Anwendungen. 

1)  Die  beiden  Projectionsbeweg:ungen  seien  gleichförmig  und  mö- 
gen die  Gleichungen 

X  =  f  1  /, 
y  =  c^t 
besitzen. 

Als  Gleichung  der  Bahn  folgt  dann 


X 


.^2 


Ciy-C2X=:0, 


d.  h.  die  Bahn  ist  eine  Gerade 
durch  den  Anfangspunkt  (Fig. 
17).  Bezeichnet  man  mit  s 
den  Abstand  OM,  so  folgt 
aus  dem  Dreiecke  OAM 

s  =  }'  Jfl+ji^ +  2  xy  cos  v  = 


rT-l 


—  ^  =}'Ci^  +  C2^  +  2ciC2Cosv.t, 
d.  h.  die  Bewegung  ist  selbst 
gleichförmig  und  hat  die  Ge- 
schwindigkeit 


c=  \  c^  +  ^^  +  2  q  Tg  cos  V, 
Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  OAM  und  OA'M'  ergiebt  sich 


OM 
OA 


OM' 
OÄ" 


und 


5  5' 

-■  =  —,  =  const.  =  c. 


Die  Gleichung  der  Bew^ung  in  der  Bahn  ist 
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2)  Eine  gleichförmige  Bewegung  in  einem  Kreise  wird  auf  eine 
Gerade  in  der  Ebene  des  Kreises  projiciirt;  man  untersuche  die  Pro- 
jectionsbewegung. 

Auf  der  Geraden  erhält  man 
zwei  äusserste  Punkte  A  und  B', 
welche  den  Punkten  A  und  B  des 
Kreises  entsprechen  und  Umkehr- 
punkte der  Projectionsbewegung 
sind  (Fig.  18).  Bei  der  Bewegung 
des  Punktes  M  im  Kreise  wächst 
der  Winkel  v  =  COM,  welchen 
der  Radius  OM  mit  einem  festen 
Radius  OC  bildet,  welcher  senkrecht 
zu  der  Projectionsaxe  B'A'  genom- 
men wird,  proportional  der  Zeit. 
Nimmt  man  /  =  o  an,  wenn  M  mit 
C  zusammenfällt,  so  folgt 


Fig.  18. 


v  =  nt, 
und  wenn  die  Zeit  eines  Umlaufs  mit  T  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich 

2.T  =  /ir, 


2.T 


und 


n  = 


v  =  Z^Y 


Femer  hat  man   für  den   Wegabstand  x  der   Projectionsbewegung, 
welcher  von  dem  Projectionspunkte  O'  von  O  aus  gerechnet  wird, 

jc  =  rcos(90'-i')  =  rsin  v, 


:rsin  2.T^ 


woraus  hervorgeht,  dass  die  Bewegung  eine  einfache  oscillirende  Be- 
wegung ist  (p.  34  ).  Es  ist  somit  die  Projedion  einer  ^lekhßrmigen 
Bewegung  in  einem  Kreise  auf  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  des 
Kreises  eine  einfache  oscillirende  Bewegung. 

Wenn  man  zwei  beliebig  gewählte,  zu  einander  senkrechte  Durch- 
messer des  Kreises  als  Coordinatenaxen  wählt,  (Fig.  19),  so  wird  die 
gleichförmige  Bewegung  im  Kreise  durch  die  Gleichungen 
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y  =  rcos2jrj, 

dai^estellt. 

Die  Figur  20  veranschaulicht 
■"•^  eine  einfache  osciUirende  Bewe- 
gung der  Punkte  einer  Stange, 
welche  entsteht,  wenn  die  Kurbel 
mit  constanter  Geschwindigkeit 
gedreht  wird. 
Räumliche  i  Zur  Darstellung  der  Be- 

Bahn,  Fig.  19.  wegung  eines  Punktes  auf 

einer  Curve  im  Räume  benützt  man  die  Projectionen  der 
Bewegung  auf  drei  Coordinatenaxen   (Fig.  21).    Durch 

den  Punkt  M 
werden  drei  zu 
je  einer  Coor- 
dinatenebene 
?—  parallele  Ebe- 
nen    geführt, 
welche  auf  den 
Coordinaten- 
axen bez.  die 
Punkte  A,  B 
und  C  abschneiden.  Man 
hat  dann  vier  gleichzei- 
tige  Bewegungen,  unter 
welchen    die    Bewegun- 
gen   von   i4,  B  und   C 
die    Bewegung   von   M 
vollständig  bestimmen. 

Die  Bewegung  von 
M  heisst  zusammenge- 
setzt aus  den  drei  Bewe- 
gungen längs  der  Coor- 
dinatenaxen, welche  wie- 
Fig.  21.  der    die    Componenten 


ParaUelepiped 
der  Bewegun- 
gen. 
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der  Bewegung  von  M  genannt  werden.  Die  Beziehun- 
gen zwischen  den  vier  Bewegungen  können  auf  folgende 
Weise  aufgefasst  werden.  Der  Punkt  M  kommt  aus  der 
Lage  M  in  die  Lage  M%  indem  er  sich  in  der  Ebene  A^MB^ 
bewegt,  während  sich  diese  Ebene  parallel  zu  sich  selbst 
verschiebt,  so  dass  alle  ihre  Punkte  sich  parallel  der  ^r-Axe 
bewegen.  Wenn  M  in  der  Ebene  von  M  nach  M^  gekom- 
men ist,  wobei  die  Projectionen  auf  die  jc-  und  die  j^-Axe 
bez.  MAi  =  AA'  und  MB^  =  BB'  sind,  so  hat  die  Ebene 
sich  parallel  der  z-Axe  um  M^M'  =  CC  verschoben.  Zu 
demselben  Resultate  würde  man  kommen,  wenn  man  die 
bewegliche  Ebene  parallel  zu  einer  der  anderen  Coor- 
dinatenebenen  wählen  würde.  Die  Punkte  M  und  M' 
sind  Qegenecken  in  einem  Parallelepiped,  in  welchem 
die  in  M  zusammenstossenden  drei  Kanten  die  gleich- 
zeitigen Wege  in  den  drei  Projectionsbewegungen  dar- 
stellen. Dieses  Parallelepiped,  durch  welches  eine  belie- 
bige Lage  des  Punktes  in  seiner  Bewegung  gefunden 
wird,  wenn  die  Projectionsbewegungen  bekannt  sind,  heisst 
Parallelepiped   der   Bewegungen. 

Analytisch  stellt  man  die  drei  Projectionsbewegungen  Gleichungen 
durch  die  Gleichungen  der  Bewe- 


(22)  y=/2{t). 

z=fAt) 
dar.    Zwei  von  diesen  Gleichungen,  z.  B. 

definiren  nach  (21)  eine  Bewegung  in  einer  Coordinaten- 
ebene,  hier  in  der  Jcy-Ebene,  welche  die  Projectionsbe- 
wegung  des  Punktes  auf  die  Ebene  heisst.  Durch  die 
Projectionsbewegung  auf  eine  Ebene  (die  jcy-Ebene)  sowie 
auf  eine  Axe  (die  z-Axe),  welche  nicht  in  der  Ebene  liegt, 
wird  die  Bewegung  des  Punktes  M  ebenfalls  völlig  be- 
stimmt. 


gung. 
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Durch  Elimination  von  /  zwischen  den  Gleichungen 
(22)  folgen  zwei  Gleichungen 

welche  zwei  krumme  Flächen  und  zusammen  die  Bahn- 
curve  des  Punktes  darstellen.  Enthalten  die  Gleichungen 
nur  zwei  Coordinaten,  so  stellen  sie  zwei  Cylinderflächen 
dar,  deren  Erzeugende  zu  je  einer  Coordinatenaxe  parallel 
sind. 

§  13. 
Zasainmensctzang  und  Zeriegang  der  Geschwindigkeiten. 

Geschwindig'       Unter  der  Geschwindigkeit  einer  belie- 
keit        bigen    krummlinigen    Bewegung   wird    der 
absolute  Wert  der  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  verstan- 
den.   Wenn  also  5  der  zur  Zeit  t  gehörende  Wegabstand 
ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  / 


(23)  u  =z  lim 


As 


/\i 


wo   die   Bedeutung  des  Zeichens  ||  schon  auf  p.  8  her- 
vorgehoben wurde. 
Geschwindig-       Die  Geschwindigkeit  hat  in  jedem  Augenblicke  die 
keit  der  Pro-  Richtung  der  Tangente  der  Bahn   nach  der  Seite,  nach 
Jeäionsbewe-  u     welcher  die   Bewegung  erfolgt.     Sie  wird 

^'^'  >^^^   durch   eine  Strecke  u  dargestellt,  die  man 

in  einem  bestimmten  Massstabe  misst  und 
vom  Bahnpunkte  M  auf  der  Tangente  auf- 
p.    22       ^'■^ß^  (P^S-  22).    Es  seien  M  und  M'  zwei 
zu  den  Zeiten   t  und  t'  gehörende  Lagen 
des  beweglichen  Punktes,  A  und  A  dessen  Projectionen 
auf  eine  Gerade  (Fig.  23).    Die  Projectionslinien  AM  und 
A'M'  sind  parallel  zu  einer  Ebene  gezogen,  welche  spe- 
ciell  senkrecht  zu  der  Geraden  AA'  stehen  kann.    Weil 
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die  Sehne  k  sich  der  Grösse  nach 
dem  Bogen  \As\  und  der  Richtung 
nach  der  Tangente  in  M  unbe- 
grenzt nähert,  wenn  der  Punkt  M' 
sich  dem  Punkte  M  nähert,  so  erhält 
man  auch  die  Geschwindigkeit  gleich 
dem  Grenzwerte  des  Quotienten  aus  k 
und  f-t=/M  für  A^i=o.  Somit  ist 


Fig.  23. 


tf  =:lim 


As 


=  iim 


A/ 


Die    Sehne    k    hat    die    Projection    AA'=zAx  auf  die 
Gerade  AA\    Trägt  man  auf  der  Sehne  von  M  aus  das 


Stück 


ist  auch 


Ajc 


und  auf  AA'  von  A  aus  die  Grösse 


A^l 


ab,  so 


A/ 


die   Projection  von 


A/* 


Dies  gilt  noch  an 

k 
der  Grenze,  wenn  M'  mit  M  zusammenfällt;  -.  ^  geht  dann 

Ajc 
in  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  selbst,  ^^  in  die 

Geschwindigkeit  Ux  der  Projectionsbewegung  über,  und 
man  erhält  den  Satz:  Die  Geschwindigkeit  der  Projections- 
bewegung einer  beliebigen  Bewegung  auf  eine  Gerade  ist 
in  jedem  Augenblicke  die  Projection  der  Geschwindigkeit 
der  Bewegung.  Dabei  beachtet  man,  dass  die  Projection 
Ux  sowohl  positiv  als  negativ  sein  kann,  während  die 
Geschwindigkeit  u  selbst  immer  positiv  gerechnet  wird. 
Wenn  man  die  Bewegung  in  einer  ebenen  Bahncurve 
wie  in  §  12  durch  ihre  beiden  Projectionsbewegungen 
bestimmt,  so  erhält  man  in  jeder  derselben  eine  Ge- 
schwindigkeit, welche  die  Projection  der  Geschwindig- 
keit u  der  resultirenden  Bewegung  ist.  Diese  beiden  Ge- 
schwindigkeiten mögen  mit  Ux  und  Uy  bez.  bezeichnet 
werden  (Fig.  24).  Sie  bilden,  nach  M  verschoben,  die 
beiden  Seiten  eines  Parallelogrammes,  in  welchem  u  die 


ParallelO' 
gramm  der 
Geschwindig- 
keiten, 
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Analytische 
Zerlegung 
und  Zusam- 
mensetzung. 


Diagonale  ist    Das  Parallelogramm  heisst  das  Paral- 
lelogramm  der   Geschwindigkeiten.    Man 
nennt  femer  u  die  Resultirende  aus  Ux  und  Uy  oder  zusam- 
mengesetzt aus  Ux  und 
!^  Oy,      Umgekehrt    wird 

eine  Geschwindigkeit  w 
vermittelst  eines  Paral- 
lelogrammes      in      die 
beiden      Componenten 
*1  Ux  und  Uy  zerlegt    Es 
folgt   hieraus  das  sog. 
Parallelogramm- 
gesetz    der     Ge- 
sch  wi  ndigkeiten: 
Die  Resultirende  von  zwei  gegebenen  Geschwindigkeiten 
ist  die  Diagonale  eines  Parallelogrammes,  in  welchem  die 
beiden   Geschwindigkeiten  ein   Paar  zusammenstossender 
Seiten  bilden. 

Wenn  der  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  mit 
V,  die  Winkel,  welche  die  Geschwindigkeit  u  mit  den 
Axen  bildet,  bez.  mit  a  und  ß  bezeichnet  werden,  so  er- 
giebt  sich  zur  rechnerischen  Ermittelung  von  Ux  und 
Uy  das  System  von  Gleichungen 


Fig.  24. 


(24) 


a  +  ß=v, 

Ux  =  ^-^  Uf 
sm  V   ' 


sma 

sin  i' ' 


u. 


Ist  das  Coordinatensystem  rechtwinklig,  so  sind  die  Pro- 
jectionen  ortogonal,  und  das  Parallelogramm  für  die  Zu- 
sammensetzung oder  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten 
geht  in  ein  Rechteck  über.  Die  Formeln  (24)  verein- 
fachen sich  dann  und  geben  zur  Berechnung  der  Ge- 
schwindigkeitscomponenten 
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(25)  Ux  =  u  cos  a, 
Uy  =  u  sin  a. 

Aus  den  beiden  letzteren  folgen  umgekehrt 

^  Ux 

(26)  

'  ^  COSa        Sina 

zur  Berechnung  der  Richtung  und  Grösse  der  resultiren- 
den  Geschwindigkeit. 

Wenn  die  beiden  Projectionsbewegungen  gemäss  (21) 
durch 

gegeben  sind,  so  folgen  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
Satze  auf  p.  43  die  Geschwindigkeitscomponenten 

(27)  a,  =  ^=//(/);«,  =  ^=//(^. 

Unter  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinatenaxen 
ist  die  Grösse  der  resultirenden  Geschwindigkeit 

ds\ 

(28)  u=  °*' 


ds\  _  y(dxY   ,    (dyV> 


Anwendungen. 

1)  Die  Geschwindigkeit  da-  in  §  12.  Anw.  1)  betrachteten  Gleich- 
förmigen Bewegung  mit  den  Gleichungen 

folgt  unmittelbar  durch  Zusammensetzung  der  f '^^^ 

beiden  Geschwindigkeiten  c^  und  ^  der  Com-  ^     /       u^c^^""^^  t 

ponentenbew^;ungen  mit  Hülfe  des  Parallelo-  '''  aj^""^^^^  / 

grammgesetzes  (Fig.   25)  und  hat  folglich  die      '^^ — IT^ ^ 

Grösse  f\£  25. 


r=  ^c^  +  ^2*  +  2  ^1  £:^cos  V, 
was  in  Uebereinstimmung  mit  dem  früheren  Resultate  ist. 
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\     \ 


Fig.  26. 


2)  In  der  Anw.  2),  §  12 
findet  man  für  die  Geschwin- 
digkeit der  gleichförmigen 
Bew^[ung  im  Kreise,  indem 
die  Umlaufszeit  T  einem 
Wege  2.Tr  entspricht, 

2.ir 

^ .  _JC  Die  Componentcn  dieser  Ge- 
schwindigkeit parallel  den 
beiden   Axen  (Fig.  26)  sind 


\ 


\ 


Ux—UCOSV- 


Inr        ^      t 
-  -jT  cos Z7i  j^ 


uy=  -  u  sin  V  = 
= =-  sm  2  .T    . 


Dieselben  Werte  folgen  auch  direct  durch  Differentiation  der  auf  p.  40 
gefundenen  Bewegungsgleichungen 

x  —  rs\nZ^Y 
y  =  rQ.os2n-=, 


schwindig' 
keiten. 


Parallelepi'         Bei  einer  Bewegung,  welche  auf  ein  räumliches  Coor- 
pedder  Ge-  dinatensystem  bezogen  wird,  hat  man  drei  Componenten 
der  Geschwindigkeit.    Für  sie  gilt  das  Gesetz   des 
Z\  Parallelepipeds 

der  Geschwin- 
digkeiten: Die  Re- 
sultirende  von  drei  Oe- 
schwindigkeiten  ist  die 
Diagonale  eines  Paral- 
lelepipeds, in  welchem 
die  drei  Geschwindig- 
keiten zusammenstos- 
sende  Kanten  bilden 
Fig.  27.  (Fig.  27). 


— / 


/ 


/    / 


— ^ 
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Raunte, 


Wählt  man  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im  Zusammen- 
Räume  und  nennt  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  setzung  und 
Geschwindigkeit  u  mit  den  positiven  Richtungen  der  '^'^^  ''^ 
Coordinatenaxen  einschliesst,  a,  ß 
und  y,  so  erhält  man  zur  analyti- 
schen Berechnung  dieser  Compo- 
nenten  (Fig.  28)  die  Formeln 


(29) 


Ux^U  cos  a, 
Uy=zU  cos  ß, 

Uz  =  u  cos  y. 


Fig.  28. 


Umgekehrt  folgt  die  resultirende  Geschwindigkeit  der 
Grösse  und  Richtung  nach  aus  ihren  gegebenen  Compo- 
nenten  Ux,  Uy  und  Uz  vermittelst  des  Gleichungssystemes 


u  =  iux 


cos  a  ^ 


Ux 


yUx^+Uy^  +  Uz 


(30) 


cos  ß=^-r 


cos  y  =  — ^=r 


iUx^  -^   Uy^  +   Uz^ 

Uz 


iUx'^-^Uy'^^Uz^ 

Die  erste  Gleichung,  welche  aus  (29)  und  der  bekannten 
Relation  der  Richtungscosinusse  einer  Geraden 

cos^  a  4"  cos^  ß  +  cos^  y  =  1 

abgeleitet  wird,  giebt  die  Grösse,  die  drei  anderen  geben 
die  Richtung  der  resultirenden  Geschwindigkeit. 

Es  seien   die   Projectionsgleichungen   der  Bewegung 
eines  Punktes 
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Man  hat  dann  für  die  Geschwindigkeitscomponenten  und 
die  Geschwindigkeit  selbst 


(31) 


u  = 


ds 
dt 


=yw+(ir+(ir 


Polygon  der  Eine  Geschwindigkeit  kann  die  Resultirende  von  mehr 
Oeschwindig'  als  drei  Geschwindigkeiten  sein.  Es  mögen  Ui^u^u^..,. 
ketten,  ^^  gegebene  Geschwindigkeitscomponenten  bezeichnen,  u 
ihre  Resultirende.  Die  Zusammensetzung  kann  graphisch 
so  ausgeführt  werden,  dass  man  zuerst  zwei  Geschwindig- 
keiten, z.  B.  Ui  und  ^  nach  dem  Parallelogrammgesetze 
zusammensetzt  (Fig  29),  die  erhaltene  Resultirende  mit  einer 

dritten  Geschwindigkeit,  z.  B.  %, 
die  dabei  folgende  Resultirende 
mit   einer  vierten    Geschwin- 
digkeit u.  s.  w.  vereinigt.    Die 
zuletzt   erhaltene   Resultirende 
ist  dann  die  Resultirende  aller 
n  Geschwindigkeiten  u^  «2  •  •  • 
Un,  d.    h.    die    gesuchte    Ge- 
Diese  etwas  umständliche  Construdion 
lässt  sich  aber  vereinfachen.    Die  Figur  zeigt,  dass  man 
dieselbe  resultirende  Geschwindigkeit  u  erhält,  indem  man 
den  Anfangspunkt   O  mit  dem  Endpunkte  einer  gebro- 
chenen Linie  O  u^r^r^,.u  verbindet,  welche  so  entsteht, 
dass  die  gegebenen  Geschwindigkeiten  mit  unveränder- 
ter Grösse  und  Richtung  nach  einander  abgetragen  wer- 
den (Fig.  30).    Es  bilden  hierbei  u^  u^.,.Un  und  u  ein 
geschlossenes  Polygon,  welches  Polygon   der   Ge- 


Fig.  29. 
schwindigkeit  u. 
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Fig.  30. 


schwindigkeiten  heisst.  Zur  graphischen  Zusam- 
mensetzung einer  beliebigen  Anzahl  von  Geschwindig- 
keiten bekommt  man  das  sog.  Polygongesetz: 
Die  gegebenen  Geschwindigkeiten 
werden  mit  unveränderter  Grösse  und 
Richtung  nach  einander  abgetragen. 
Dann  ist  diejenige  Strecke,  welche 
den  Anfangspunkt  der  ersten  Ge- 
schwindigkeit mit  dem  Endpunkte 
der  letzten  Geschwindigkeit  vereinigt, 
ihre  Resultirende.  Das  Polygon  kann 
ein  ebenes  oder  ein  räumliches  Po- 
lygon sein. 

Analytisch  setzt  man  die  n  Geschwindigkeiten  am  ein- 
fachsten nach  folgendem  Verfahren  zusammen.  Jede  Ge- 
schwindigkeit wird  in  ihre  Componenten  nach  drei  auf 
einander  senkrechten  Axen  zerlegt.  Dann  werden  die 
auf  dieselbe  Axe  fallenden  Componenten  addirt,  so  dass 
drei  Geschwindigkeiten  längs  der  Axen  entstehen.  Ihre 
Resultirende  ist  die  gesuchte  Geschwindigkeit. 

Die  Richtungswinkel  der  Geschwindigkeiten  seien: 
u^        u^  .  ,  , 
mit  der  jc-Axe    a^        o^  .  .  . 
"      w    y-    ff      ßi        ß2  '  '  ' 

ff        w       Z'     ft         Yi  ^2    •    •    ■ 

Dann  werden  die  Componenten 
in  der  x-Axe    u^  cos  a^    u^  cos  o^ 

»     ff    y-  ff       tficos/?!    Ägcos/Ja 

f\     ff    Z'  ff       Ui  cos  yi    «2  cos  72 
sowie  die  Summen  für  dieselbe  Axe  bez. 

Äj  cos  Ol  +  «2  cos  Oa  +  .  .  .  +  Un  COS  Gn  =  2  {u  COS  a), 
Ui  cos  /?i  +  «2  cos  /J2  +  •  •  •  +  ^/i  cos  ßn^2{U  COS  ß\ 
Ui  cos  /i  +  ^  cos  ^2  +  •   •   •  +  ^/i  cos  yn  =  2:{U  COS  y). 

Die  Componenten  der  gesuchten  resultirenden  Geschwin- 
digkeit sind  nun 

4 


"«■ 

a«, 

ßn. 

r». 

.. 

Un 

COS  a„, 

.  . 

Un 

cos^„, 

.   . 

Un 

COS  y„, 
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Ux  =  U  COS  a=^S{u  COS  a), 

(32)  Uj  =  Ucosß  =  2(u  cos  /?), 

Ux  =  Ucos  y  =  2{u  cos  y). 

Nachdem  sie  gefunden,  erhält  man  aus  (30)  U  der  Grösse 
und  Richtung  nach,  und  zwar 

U=i{i:{u  cos  a))2  +  {2 (u  cos ß)f  +  (2: {u  cos  y)y, 

2:{U  COSa) 


COSa: 


u 


(33)  cos/?  =  ^^(^, 

2*  (tf  cos  y) 
cos  y  =  —fj—^' 

Diese  Methode  ist  natürlich  auch  für  eine  kleinere  An- 
zahl von  Geschwindigkeiten  anwendbar,  z.  B.  für  drei 
Geschwindigkeiten,  deren  Richtungen  schiefe  Winkel  mit 
einander  einschliessen. 

Anwendungen. 

1)  Es  wird  die  Resultirende  gesucht  von  den  drei  Geschwindig- 
keiten 

mit  den  Richtungscosinussen 

COSai  =  |,  cos  02  =  1,  C0Sa3  =  i, 

cos/?i  =  f,        cos/?2  =  f        cos/98  =  f 
cosyi  =  f         cosya  =  i,         C0S73  =  f 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkhges  Coordinatensystem. 
Es  folgen  nach  (32)  die  Projectionssummen 

Ux=2:(uco&a)=  6+16  +  2  =  24. 
Uy=2(ucosß)=^  4+  8  +  4  =  16, 
6/,  =2'(tfcosy)  =  12+   2  +  4  =  18; 

femer  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Resultirende 

6^=V242+162  +  18?  =  34  ^. 
cosa  =  J|;      cos/?  =  ,V;       cos-/  =  tV- 
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2)  In  dnem  schiefwinkligen  räumlichen  Coordinatensystem  sind 
die  Winkel  zwischen  der  y-  und  z-,  der  z-  und  x-,  der  jc-  und  jf-Axe 
bez.  Kl,  Vg  und  K3  (Fig.  31).  Es  wird  die  absolute  Grösse  einer  Ge- 
schwindigkeit u  gesucht,  welche  die  Componenten  ux,  Uy  und  ui  nach 
diesen  Axen  hat. 

Man   wählt  ein  j,   %/^«^J 

beliebiges  rechtwink-  j       /  ^^,^- yl 

ligcs  Coordinatensy-  .'?/""'  .'^''/ 

stein  0^^,  in  Bezug  i''/         .^"-z^flt! 

auf  welches  die  Axen  f^'^lM       "'y^^^^^^ !       ''<*  ß  t 

des  schiefen  Systemes  /    JJ>^,/^^ää^i1----^*''^  * 

die  Richtungswinkel  /  ^,!%^^^^^"Z^^^^^^'^^ 

ax    ßx    Yx    für    die  iyß^^s  \^7J^  ^ 

Jc-Axe,   ay  ßfyy  für  U^r"'"""" 

die  jf-Axe  und  a«  ^*  ^J^     / 

yx  für  die  z-Axe  be-      V'^^  7/ 

sitzen.    Indem   man  Fig.  31. 

dann  die  Bedingung 

ausdrückt,  dass  die  ortogonale  Projection  von  u  auf  eine  Axe  0^,  Ort 

oder  öf  gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  Ux,  Uy  und 

Ux  ist,   findet   man,  wenn   die  Winkel  von  u  mit  den  rechtwinkligen 

Axen  mit  a  ß  und  y  bezeichnet  werden, 

ö  cos  a  =  Ux  cos  ax  +  Uy  COS  ay  +  Ux  COS  ax, 
UCOSß  =  Ux  COS/?jK  +  Uy  COS  ßy  +  ««  COS/?i, 

IT  COS  y  =  ««  COS  yjc  +  Uy  COS  yjf  +  Ux  cos  yx. 

Erhebt  man  jetzt  diese  Gleichungen  in's  Quadrat,  addirt  sie  und 
beachtet  die  Formeln  der  analytischen  Geometrie  für  die  Richtungs- 
cosinusse einer  Geraden  sowie  für  den  Winkel  zwischen  zwei  gege- 
benen  Richtungen,  so  ergiebt  sich  die  Grösse  von  u  aus  der  Formel 

U^  =z  Ux^  +  Uy^+  tt«*+(2Äy  Ux  cos  Vi  +  2Ux  Ux  cos  V2  +  2Ux  Uy  COS  V^. 

§  14. 
Zflsammenseizang  und  Zerlegung  von  Beschlennigiingen. 

Die  Beschleunigung  einer  beliebigen  Bewegung  erhält    Totale  Be- 
man   folgenderweise.    Von  einem   Punkte  M  aus,  wel-  schleunigung 
eher  die  Lage  zur  Zeit  t  angiebt,  werden  die  Oeschwin-  ^f^^f^^^- 
digkeiten  u  zu  dieser  Zeit  und  u'  zu  einer  folgenden  Zeit  '^^^-^    ^ 
f  =  t-{-  At  der  Grösse  und  Richtung  nach  abgetragen 
(Fig.  32).    u  kann  als  eine  Seite,  u^  als  die  Diagonale 
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eines  Parallelogrammes  aufge- 
fasst  werden,  welches  ver- 
vollständigt wird.  Dann  ist 
MC  die  zweite  Seite.  Nach 
dem  Parallelogrammgesetze  ist 
u'  die  Resultirende  von  der  zur 
Zeit  t  vorhandenen  Oeschwin- 

!: ^ — 1-; digkeit    u    und   der  während 

Pig  32.  der  Zeit  At  entstandenen  Ge- 

schwindigkeit MC.  Der  Grenz- 
wert des  Quotienten  zwischen  der  Geschwindigkeitsän- 
derung MC  und  der  dazu  verbrauchten  Zeit  A^,  wenn 
At  sich  der  Null  nähert,  wird  die  Beschleunigung 
der  Bewegung  zur  Zeit  /,  genauer  die  totale  Be- 
schleunigung der  Bewegung  genannt  Bezeichnet 
man  sie  mit  a,  so  ist  also 

,.     MC 

ö  =  lim-^. 

Die  totale  Beschleunigung  hat  auch  eine  bestimmte  Rich- 
tung. Wenn  sich  M'  dem  Punkte  M  nähert,  so  nähert 
sich  MC  einer  gewissen  Orenzrichtung,  welche  gerade 
diejenige  der  totalen  Beschleunigung  ist.  Als  eine  der 
Grösse  und  Richtung  nach  bestimmte  Grösse  kann  die 
Beschleunigung  a  durch  eine  Strecke  graphisch  angege- 
ben werden. 

Ebene  Bahn.  Wenn  die  Bahn  eines  Punktes  eben  ist,  so  liegen  u 
und  u'  in  der  Ebene  der  Bahn,  somit  auch  MC  und  die 
Beschleunigung  a. 

Qeradlinige  Geschieht  die  Bewegung  des  Punktes  längs  einer  ge- 
Bahn.  raden  Linie,  so  fallen  u  und  u'  in  die  Richtung  dieser 
Geraden.  Dieselben  Richtungen  bekommen  dann  auch 
MC  und  die  Beschleunigung  a,  welche  jetzt  vom  Zeichen 
abgesehen  identisch  mit  der  Beschleunigung  in  der  Bahn 
ist  (§  8).  In  einer  krummlinigen  Bewegung  sind  aber 
diese  beiden  Beschleunigungen  nicht  identisch. 
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Die  Bewegung  des  Punktes  M  werde  auf  eine  Axe    Beschieunl- 
AD'  projiciirt.    Die  Geschwindigkeit  u  giebt  dabei  die  gungderPro- 
Projedion   AB\  die  Geschwindigkeit  u'  die   Projection  J^^^onsbewe- 
AD\  und   B'D'   ist  gleich  der  Projection  von  BD  und       ^^' 
von  MC,    Die  Projection  derjenigen  Strecke,  welch'e  die 

totale  Beschleunigung  a  darstellt,  ist  lim  -^rr-  Nach  dem 

auf  p.  43  gefundenen  Satze  stellen  AB'  und  AD'  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Projectionsbewegung  zu  den  Zeiten 
/  und  /  +  A/  bez.  dar.  Es  ist  B'D'  der  Geschwindig- 
keitszuwachs der  Projectionsbewegung  in   der  Zeit  A/, 

—T-p  ihre  mittlere  Beschleunigung  in  diesem  Zeitabschnitte 

R'  D' 

und  lim  -~^-  ihre  Beschleunigung  zur  Zeit  /.  Man  er- 
hält somit  den  Satz: 

Bei  einer  beliebigen  Bewegung  und  ihrer  Projection 
auf  eine  gerade  Linie  ist  die  Beschleunigung  der  Projec- 
tionsbewegung in  jedem  Augenblicke  gleich  der  Projec- 
tion der  totalen  Beschleunigung  der  Bewegung  selbst 

Auf  Grund  dieses  Satzes  ergeben  sich  zur  Zusammen-     ParaMa- 
Setzung  und  Zerlegung  der  Beschleunigungen  ganz  ahn-  gramm,  Pa- 
liehe   Regeln  wie  für  Geschwindigkeiten.    So  lautet  das    '^^dldepiped 
r»  1 1     1  i.        j  r»  u  t  •      i^ftä  Polygon 

Parallelogrammgesetz    der    Beschleuni-  ^^  BesckUu- 

gU"gen:  nigungen. 

Die  Resultirende  zweier  gegebenen  Beschleunigungen 
ist  eine  Diagonale  eines  Parallelogramms y  in  welchem 
diese  Beschleunigungen  die 'Seiten  sind. 

Das  Parallelepipedgesetz  liefert  folgenden 
Satz: 

Die  Resultirende  von  drei  gegebenen  Beschleunigungen 
ist  eine  Diagonale  eines  ParalleUpipeds,  in  welchem  diese 
drei  Beschleunigungen  zusammenstossende  Kanten  bilden. 

Sind  mehr  als  drei  Beschleunigungen  gegeben,  so 
kann  man  sie  vermittelst  eines  Polygons  zusammen- 
setzen. 
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Die  analytischen  Aus- 
drücke zur  Berechnung  der 
resultirenden  Beschleuni- 
gung sind  ganz  so  gebaut 
wie  diejenigen  für  die  Ge- 
schwindigkeiten. So  wird 
z.  B.  das  Formelsystem  (29) 
hier  durch 

ax  =  a  cos  Xf 

(34)       ay  =  a  cos  ^a, 

az  =  a  cos  V 

ersetzt  und  giebt  die  Componenten  der  Beschleunigung 
nach  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
im  Räume  (Fig.  33).  Zur  Berechnung  der  resultirenden 
Beschleunigung  aus  ihren  drei  Componenten  hat  man 
ferner  ähnlich  wie  das  System  (30) 


Fig.  33. 


cosA  = 


(35) 


COS;a=: 


COS  V  = 


Da   die  Geschwindigkeiten  der  Projectionsbewegun- 
gen  (22)  nach  drei  Axen  gemäss  (31)  durch 
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gegeben  sind,  folgt  nach  (15)  für  die  Componenten  der 
totalen  Beschleunigung  nach  denselben  Axen 


(36) 


_dih_dPx_ 
''"-  dt-  d^-^^  ^^'' 

dui      d'^z      ^  „ ,  _ 


Anwendungen. 

1)  Man  berechne  die  Beschleunigung  in  einer  Bewegung  mit  den 
Componenten 

nach  zwei  Axen  in  der  Ebene  (Fig.  34). 
Die  beiden  Componentenbew^^un- 
gen  sind  gleichförmig  veränderliche 
Bewegungen  (§  8),  welche  zur  Zeit 
/  =  o  im  Coordinatenanfangspunkte 
ohne  Geschwindigkeit  beginnen.  Weil 
ihre  Beschleunigungen  constant  sind, 
so  bleibt  auch  die  vermittelst  eines  _ 
Parallelogramms  construirte  resulti- 
rende  Beschleunigung  der  Grösse  und 
Richtung  nach  constant.  Sie  hat  die 
Grösse 


Fig.  34. 


a  =  Vai«  +  Oj*  +  2  fli  fl2  cos  v, 

wo  V  der  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  ist. 

Man  kann  auch  die  resultirende  Bewegung  selbst  aufsuchen.    Aus 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  folgt 

-  ^Z, 

so  dass  also  die  Bahn  eine  durch  O  gehende  Gerade  ist.    Für  den 
Wegabstand  s  =  OM  in  der  Bahn  ergiebt  sich  femer 

s  =  yjfl+j^  +  2xycosv  =  i y«!*  +  fla*  +  2 fli aa cos  v.  fl, 
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woraus  hervorgeht,  dass  die  resultirende  Bewegung  eine  gleichförmig 
veränderliche  Bewegung  mit  der  oben  gefundenen  Beschleunigung  ist 

2)  Ein  ähnliches  Resultat  wie  unter  (1)  folgt  für  drei  gleichför- 
mig veränderliche  Bew^ungen  längs  der  Axen  eines  räumlichen  Coor- 
dinatensystems,  falls  die  Bewegungen  ohne  Geschwindigkeit  im  Coor- 
dinatenanfangspunkte  beginnen,  und  sogar  noch  allgemeiner  für  eine 
beliebige  Anzahl  solcher  Bewegungen.  Die  resultirende  Bew^ung  er- 
folgt längs  einer  Geraden  durch  den  Coordinatenanfang,  wo  die  Ge- 
schwindigkeit gleich  Null  ist,  und  besitzt  eine  Beschleunigung,  welche 
vermittelst  der  Parallelepiped-  oder  Polygonregel  aus  den  Beschleuni- 
gungen der  Componentenbewegungen  erhalten  wird. 

3)  Man  berechne  die  totale  Beschleunigung  der  gleichförmigen 
Bew^^ng  im  Kreise  aus  ihren  Componenten. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  nach  §  12,  Anw.  2) 

X  =  r  sin  2jr  y^ 

j;  =  /'cos2jr  »i, 

und   die  Componenten   der  constanten  Geschwindigkeit  nach  §   13 
Anw.  2) 

Ux=~jr  cos  2Ty, 

2nr  .   ^    t 
Uy  =  — =-  sm  2jr  Y 

Nach  den  Formeln  (36)  findet  man  hieraus  für  die  Componenten 
der  Beschleunigung  parallel  den  Axen  bez. 

dux  /^T^2     .   ^     t 

Qx  =■  — ii  =  -  Hf     ''sm  2jr 


= -  (^1 


lii--\j] '»— y 


dUy  l2:iY  o     ' 

Der  Vergleich  dieser  Werte  mit  den  Werten  von  x  und  y  ergiebt 

ax  =  -[y)x, 

-y  =  -[T)y- 


Die  Beschleunigungen  der  Componentenbewegungen  sind  also  pro- 
portional den  Abständen  vom  Kreismittelpunkte  O,  wie  auch  unmittel- 
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bar  aus  §  11  hervorgeht,  indem 
sie  einfache  oscillirende  Bev^;un- 
gen  mit  dem  Schwingungsmittel- 
punkte  O  darstellen. 
Die  Gleichung 

ax      X 

zeigt,  dass  die  totale  Beschleuni- 
gung durch  den  Kreismittelpunkt 
geht  Sie  ist  ebenso  wie  ihre  Com- 
ponenten  nach  diesem  Mittel- 
punkte hin  gerichtet,  und  hat  die 
constante  Grösse 


Fig.  35. 


Da  die  Geschwindigkeit 


ist,  folgt  daraus 


2jir 


«2 

a  =  — 

r 


Die  Resultate  können  folgendermassen  zusammengefasst  werden :  Bd 

einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  u  in  einem  Kreise 

vom  Radius  r  hat  die  totale  Beschleunigung  der  Bewegung  die  constante 

u^ 
Grösse  —  und  ist  gegen  den  Mittelpunkt  des  Kreises  gerichtet. 

Dasselbe  Resultat  wird  in  §  16  auf  anderem  Wege  erzielt 


§  15. 
Parabolische  Warfbewegnng. 

Die  sog.  parabolische  Wurfbewegung  ist 
ein  interessantes  Beispiel  der  Bewegung  eines  Punktes  in 
einer  Ebene;  sie  möge  deshalb  etwas  ausführlicher  be- 
handelt werden. 

Sieht  man  von   dem  Luftwiderstande  ab,  so  nimmt 

ein  materieller  Punkt,  welcher  von  der  Erdoberfläche  aus 

mit  einer  Geschwindigkeit  c  geworfen  wird,  die  mit  der  ^'^^'^  ^ 

Horizontalebene  den  Winkel  a  (den  Elevationswin-       „,^^ 

^  gung. 


Bestimmung 
und  Glei' 
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kel)  einschliesst,  sehr  nahe  eine  Bewegung  an,  wel- 
che aus  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  in  der  ursprünglichen  Wurfrichtung  und 
der  gewöhnlichen  Fallbewegung  längs  der  Verticalen  (§  9) 
zusammengesetzt  ist.  Die  Bewegung  erfolgt  in  derjeni- 
gen Verticalebene,  welche  die  Richtung  der  Anfangsge- 
schwindigkeit c 
enthält.  Es  möge 
in  dieser  Ebene 
eine  horizontale 
x-Axe  und  eine 
.:?  nach  oben  ge- 
richtete verticale 
j^-Axe  festgelegt 
werden  (Fig.  36). 
Nach  einer  gewissen  Zeit  /  vom  Anfang  der  Bewegung 
an  gerechnet,  ist  in  der  gleichförmigen  Bewegung  das 
Stück  OC=zäy  in  der  Fallbewegung,  welche  gleichför- 
mig beschleunigt  ist,  das  Stück  OB^=^gfi  zurückgelegt 
worden,  worin  ^die  Beschleunigung  der  Schwere  bezeichnet 
(vergl.  p.  23).  Der  Ort  Af  des  Punktes  zur  Zeit /ist  die 
Oegenecke  zu  O  in  dem  Parallelogramme  OBMC.  Für 
die  Coordinaten  des  Punktes  M  in  dem  gewählten  Coor- 
dinatensysteme  ergeben  sich  jetzt  die  Ausdrücke 


Fig.  36. 


(37) 


Die  Wurf- 
bahn. 


x  =  ctcosa, 
y=zcts\na  —  igt^, 

welche  die  Projectionsbewegungen  des  Punktes  M  bez. 
auf  die  x-  und  die  y-Axe  darstellen.  Die  erstere  ist  eine 
gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c  cos  a, 
die  letztere  eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung 
mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  sin  a  sowie  der  Be- 
schleunigung g  in  der  Richtung  der  negativen  j-Axe. 
Am  Anfang  ist  deshalb  die  verticale  Bewegungscompo- 
nente  eine- verzögerte  Bewegung. 

Auf  Grund  der  Formeln  (37)  lässt  sich  die  Wurfbe- 
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wegung  discutiren.  Eliminirt  man  t  zwischen  beiden 
Oleichungen,  z.  B.  so,  dass  man  der  ersten  Gleichung 
den  Wert 


^cosa 

entnimmt  und  ihn  in  die  zweite  Gleichung  einsetzt,  so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Bahncurve  in  der  Form 

^38)  J'  =  J^tgtt-f^--L-- 

^    ^  ^  &         2^C0S^a 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Parabel  dar,  welche  die 
Wurfparabel  heisst  und  der  Bewegung  ihren  Na- 
men gegeben  hat.  Der  Gleichung  der  Parabel  kann 
man  auch  die  Form  geben: 

^sin^a  g        ,        ^   •    r»  vo 

2g  2<^  cos^  a^       2g  ' 

Durch  Anwendung  der  Bezeichnungen 

(?^ 

f  =  2^  sin  2a, 

<39)  J 

geht  sie  in 

.        ..o  2^COs2a.  . 

Über.  Es  bezeichnen  dabei  f  und  t]  die  Coordinaten  des 
Scheitels  T  der  Parabel.  Die  Axe  der  Parabel  ist  verti- 
cal  und  die  concave  Seite  nach  unten  gekehrt.  Für  den 
Halbparameter  p  hat  man 

r^cos^a 


<40)  ;;  =  ' 


g 


Der  grösste  Wert  von  y  ist  i;,  entspricht  dem  Scheitel    Wurfhöhe. 
der  Parabel  und  heisst  Wurfhöhe.    Man  findet  also 
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Wurfweite, 


Wurfzeit 


(41) 


2^ 


sin^  a. 


Der  Abstand  des  Ausgangspunktes  O  von  dem  Punkte 
Z>,  wo  die  Parabel  das  zweite  Mal  die  Horizontale  trifft^ 
ist  die  Wurfweite;  sie  hat  den  Wert 


(42) 


2f  =  -  ~  sin  2a, 
S 


wie  unmittelbar  daraus  hervorgeht,  dass  die  Parabel  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  ihre  Axe  ist.  Denselben  Wert 
findet  man  auch  folgendermassen :  Aus  der  zweiten 
Gleichung  (37)  folgt  y=iO  für  /=o,  dem  Punkte  O  ent- 
sprechend, sowie  für 

^^2rsina^ 
g 

dem  Punkte  D  entsprechend.  Mit  diesem  Werte  von  T 
giebt  die  erste  Gleichung  (37) 

^  sin  2a 

X  =  — =  2|i 

g 

d.  h.  die  Wurfweite.  Zugleich  erkennt  man,  dass  die 
ganze  Wurf  zeit   die  Grösse 

2c  sin  a 


(43) 


T= 


g 


hat.    Während  der  halben  Wurfzeit 


T 

2' 


csma 
~~g~ 


steigt  der  Punkt  aufwärts,  erreicht  am  Ende  dieser  Zeit 
den  Scheitel  der  Parabel   und  fällt  dann  während  der 
zweiten  Hälfte  der  Wurfzeit  abwärts. 
Zu  zwei  Zeiten 


/zzr/i  und/=  T—tif 
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hat  der  Punkt  in  Bezug  auf  die  Axe  der  Parabel  sym- 
metrische Lagen.  Aus  den  Coordinatenwerten  für  diese 
Zeiten 


Xi  =  cti  cos  a, 


und 


^  sin  2a 
Xg  = cti  cos  a, 

j/a  =  r/isina-|/i2 

ergeben  sich  nämlich  die  Relationen 

yi  =y2f 

Zur  Zeit  t  sind  die  Qeschwindigkeitscomponenten  der  Qeschwindig- 
Wurfbewegung  parallel  den  Coordinatenaxen  (Fig  37) 


keit 


<44) 


dx 
"^^  =  5?  =  ^'^'^' 

Uy=z-^  =  cs\na-gt, 


Fig.  37. 

und  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  u  ist 
oder  auch 


u  =  ic^-2gy. 

Die  Geschwindigkeit  ist  am  grössten  in  den  Punkten  O 
und  Dj  wo  sie  den  Wert  c  hat,  und  am  kleinsten  in  dem 
Scheitelpunkte,  wo  ihr  Wert 

Uz=zUx=^C  cos  a 

ist.  In  dem  Punkte  M  schliesst  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit mit  der  ;:-Axe  einen  Winkel  y  ein,  für 
welchen  man 
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Beschleuni- 
gung. 


Uy      c  Sin  a—gt 

^  ^         Ux  CCOSa 

erhält.  Der  Richtung  nach  fällt  die  Geschwindigkeit  mit 
der  Tangente  der  Parabel  zusammen,  so  dass  also  diese 
letztere  hierdurch  bestimmt  wird.  Es  mag  erwähnt  wer- 
den, dass  das  Verfahren,  nach  welchem  die  Tangente  einer 
ebenen  Curve  vermittelst  des  Parallelogramms  der  Ge- 
schwindigkeiten, die  Tangente  einer  Raumcurve  vermit- 
telst des  Parallelepipeds  der  Geschwindigkeiten  bestimmt 
wird,  nach  seinem  Entdecker  die  Tangentenmethode 
von    Roberval    heisst. 

Die  Componenten  der  totalen  Beschleunigung  der 
Wurfbewegung  ergeben  sich  durch  Differentiation  von 
Ux  und  Uv  und  sind 


(45) 


dUy 


Die  Beschleunigung  ist  somit  die  nach  Grösse  und 
Richtung  constante,  vertical  nach  unten  gerichtete  Be- 
schleunigung g  der  Schwere,  ein  Resultat,  das  in  der  ur- 
sprünglichen Definition  der  Bewegung  unmittelbar  ent- 
halten ist. 

Bei  der  bisherigen  Untersuchung  der  Wurfbewegung 
sind  der  Elevationswinkel  a  und  die  Anfangsgeschwindigkeit 
c  als  gegeben  und  constant  angenommen  worden.   Es  giebt 

aber   auch  Pro- 
bleme,   in    wel- 
chen diese  Grös- 
sen gesucht  wer- 
den oder  sich  ver- 
jjr  ändern,  wie  z.  B. 
""      bei     folgender 
Fig.  38.  Aufgabe: 
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Unter   welchem    Wurfwinkel    a   soll    ein   materieller    Woffpara- 
Punkt  von  O  aus  (Fig.  38)  mit  einer  gegebenen  Anfangs-    f^  ^^^'^ 
geschwindigkeit  c  geworfen  werden,  damit  er  einen  Punkt  ^^^^  p 
P  mit  den  Coordinaten  x^^  y^  erreiche? 

Aus  der  Gleichung  (38)  der  Wurfparabel 

•^  ^        2r^cos^a 

oder 

;'  =  ^tga-g'(l  +  tg2a) 

ergiebt  sich,    indem  x^  und  y^  eingesetzt  werden,  die 
Gleichung  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  tga 

tg2a-2^tga+l+?^  =  0, 

also 


(46)  tga.=  ^+T/-^,-?^-l. 

Die  beiden  Wurzeln  sind  reell;  es  giebt  somit  zwei  gesuchte 
Wurfwinkel,  falls 

fx^^     gx^      '>" 

ist;  dagegen  sind  beide  Wurzeln  imaginär  und  eine  Lö- 
sung des  Problemes  ist  nicht  möglich,  falls 

g'x^^     gx^^      '<^ 

ist.  Schliesslich  fallen  die  beiden  in  dem  ersten  Falle 
existirenden  Wurfparabeln  (Fig.  38),  welche  zu  dem  Punkte 
P  führen,  in  eine  einzige  zusammen,  falls 

(47)  _i:L_2^^i_i  =  o 

ist.    Die  Bedingung  (47)  giebt  in  etwas  veränderter  Form 
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Orenzpcun- 
bei. 


1'/ 


und  stellt  mit  jCi,  y^  als  laufenden  Coordinaten  eines 
Punktes  eine  Parabel  dar,  deren  Axe  mit  der  j^-Axe 
zusammenfällt,  deren  Scheitel  in  dem  Abstände 

oberhalb  O  liegt  und  welche  die  j:-Axe  in  zwei  Punkten 
im  Abstände 

g 

'i/\  von  O  nach  bei- 

\p      ^  den  Seiten  schnei- 

det    (Fig.     39). 
Diese       Parabel 
, .   ,  ^  teilt    die    ganze 

\\/  \        \       >v       ^  Wurfebene       in 

«^.-.--.--j--.-.._v_._.^^        ^^^.  Teile,  einen 

'  inneren  Teil,  wel- 

lig- 39.  eher  alle  diejeni- 

gen Punkte  ent- 
hält, welche  auf  zwei  verschiedenen  Bahnen  mit  der  An- 
fangsgeschwindigkeit c  erreichbar  sind,  und  einen  äusse- 
ren Teil,  welcher  sämmtliche  mit  dieser  Anfangsge- 
schwindigkeit unerreichbare  Punkte  enthält.  Die  äusser- 
sten,  noch  erreichbaren  Punkte  liegen  auf  der  Orenz- 
parabel  selbst,  welche  deshalb  von  den  einzelnen,  der 
Anfangsgeschwindigkeit  c  entsprechenden  Wurfparabeln 
berührt  wird,  somit  ihre  Umhüllende  darstellt  Zu  den 
Wurfparabeln  gehört  auch  die  verticale  Gerade  OP^^ 
welche  doppelt  zu  denken  ist  Wie  in  §  9  gezeigt,  ist 
in  der  That 


h  = 


2g 


die  Höhe  des  verticalen  Wurfes  mit  der  Geschwindigkeit  c. 


P=^  —  COS^  a, 
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Die  betrachteten  Wurfparabeln  für  dieselbe  Geschwin- 
digkeit c  im  Punkte  O,  aber  verschiedene  Wurfwinkel, 
haben  noch  mehrere  bemerkenswerte  Eigenschaften. 

Der  Scheitel  einer  Parabel  mit  dem  Wurfwinkel  a  liegt     Diredrix. 
nach  (41)  in  der  Höhe 

X-  sin^  a 

oberhalb   der  Horizontalen  durch  O.    Ihr  halber  Para- 
meter ist 

g 

femer  der  Abstand  zwischen  dem  Scheitel  und  der  hori- 
zontalen Directrix 

somit  ist  der  Abstand  zwischen  der  Directrix  und  der 
jc-Axe 

i?  c^  (? 

2g  ^  2g  2g 

Dieser  Abstand  ist  also  vom  Winkel  a  unabhängig, 
d.  h.  sämtliche  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  c  ent- 
sprechende Wurfparabeln  haben  eine  gemeinsame  Directrix. 
Diese  Directrix  berührt  die  Qrenzparabel  in  ihrem  Schei- 
tel Po  (Rg.  40). 

Nach    (39)   sind  die  Coordinaten  des  Scheitels  einer  Der  Ort  der 
Wurfparabel  Scheitel, 

f=.2^sm2a, 

(48)  ; 

^  =  2^sin«a. 

Wenn  man  a  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

5 
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(49) 


|2+V_2.^-^^0, 


welche  eine  Ellipse  darstellt,  auf  der  alle  Sdieitdpunkte 
liegen.    Die  kleinere  Axe  der  Ellipse  fällt  mit  der  Strecke 

^1 


Dire^trljt', 


Fig.  40. 

OPo  zusammen;  die  grössere  Axe  ist  horizontal  und  dop- 
pelt so  lang  wie  die  kleinere.  Die  Halbaxen  haben  so- 
mit die  Werte 

^    und  -r- 

Man  kann  also  der  Gleichung  der  Ellipse  auch  die  Form 
geben 

•2 


i+ 


(0  (i) 


Ort  der  Die  Coordinaten  |',  »/'  des  Brennpunktes  B  der  dem 

Brennpunkte.  Wurfwinkel  a  entsprechenden  Parabel  sind 


(50) 


r  =  l  =  ^sin2a, 

£8 


Durch  Elimination  von  a  erhält  man 


—  -^  cos  2a. 
2g' 
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(51)  r2+^'2_^0. 


lieh. 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Brennpunkte  der 
Parabeln  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  O  und 

dem   Radius  ^    liegen.     Der    Kreis    geht    durch    den 

Punkt  Po.^ 

Eine  der  eben  durchgeführten  ähnliche  Untersuchung   a  constant, 
lässt    sich   in    Bezug   auf  Wurfparabeln   mit   demselben    ^  veränder- 
Elevationswinkel  a,  aber  verschiedenen  Anfangsgeschwin- 
digkeiten c  ausführen. 

Wenn  man  c  zwischen  den  Ausdrücken  (48)  der  Schei- 
telcoordinaten  eliminirt,  so  findet  man 

(52)  ]  =  itga, 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Scheitel  aller  dieser  Parabeln 
auf  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden 
liegen. 

Ebenso  giebt  die  Elimination  von  c  zwischen  den 
Brennpunktscoordinaten  (50) 

(53)  |J=r-cot2a. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  auch  die  Brennpunkte 
auf  einer  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehenden 
Geraden  gelegen  sind. 

Die  Untersuchungen  über  die  parabolische  Wurfbe- 
wegung werden  sehr  einfach  zu  einer  Bewegung  eines 
Punktes  in  einer  Ebene  erweitert,  in  welcher  die  Beschleu- 
nigung der  Grösse  und  Richtung  nach  constant  ist.  Man 
braucht  nur  ^  mit  dieser  constanten  Beschleunigung  a  zu 
vertauschen. 

1  Sehr  einfach  erhält  man  die  Ellipse  der  Scheitel  durch  affine 
Verwandlung  des  Kreises  der  Brennpunkte  in  Bezug  auf  die  Directrix 
als  Affinitätsaxe. 


68 


Erster  Teil. 


§  16. 
Tangential-  nnd  Normalbeschlennigung. 

Die  in  §  14  definirte  totale  Beschleunigung  einer 
krummlinigen  Bewegung  wird  oft  in  zwei  Componenten 
zerlegt,  von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente 
der  Curve,  die  andere  die  Richtung  einer  Normalen  der 
Curve  hat.  Jene  Componente  heisst  die  Tangential- 
beschleunigung, diese  die  Normalbeschleu- 
nigung. 


Ebene  Bahn- 
curve. 


y 


Es  werde  zuerst  der  Fall 
betrachtet,  dass  die  Bahn- 
curve  eben  ist  (Fig.  41). 
Die  totale  Beschleunigung 
sowie  ihre  Componenten 
j^  nach  den  Richtungen  der 
Tangente  und  der  Normalen 
der  Curve  liegen  dann  in  der 
Ebene  der  Curve  und  wer- 
den durch  Zerlegung  vermittelst  eines  Rechteckes  erhal- 
ten. Bezeichnen  at  die  Tangential-,  ö«  die  Normalbe- 
schleunigung und  d  den  Winkel  zwischen  der  Geschwin- 
digkeit und  der  totalen  Beschleunigung,  so  ist 


Fig.  41. 


(54) 


at^=a  cos  i>, 
an=^a  sin  ^. 


Es  ist  Ot  positiv  oder  negativ,  d.  h.  die  Tangentialbe- 
schleunigung hat  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 
Richtung  wie  die  Geschwindigkeit,  je  nachdem  der  Win- 
kel &  kleiner  oder  grösser  als  ein  rechter  Winkel  ist 
Die  Normalbeschleunigung  a«  ist  immer  gegen  die  con- 
cave  Seite  der  Curve  gerichtet 

Wenn  at    und  On  gegeben  sind,  so  hat  man  umge- 
kehrt zur  Berechnung  von  a  die  Formeln 
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(55) 


Durch  einen  Grenzübergang  ergeben  sich  die  Aus- 
drücke für  die  Tangential-  und  die  Normalbeschleuni- 
gung der  Bewegung  in  einer  ebenen  krummlinigen  Bahn, 
wenn  die  Geschwindigkeit  und  die  Form  der  Bahn 
bekannt  sind.  c 

Es  seien  u  und  u-{'Au  die  »\ 
Geschwindigkeiten  in  den  zu  den  \  '. 
Zeiten  /  und  t-{-/\t  gehören- 
den Bahnpunkten  M  und  M' 
(Fig.  42).  Diese  beiden  Ge- 
schwindigkeiten werden  von 
demselben  Punkte  O  aus  abge- 
tragen (bez.  als  ON  und  ON% 
Nach  §  14  ist 


lim 


At 


Fig.  42. 


die  Grösse  der  totalen  Beschleunigung  im  Punkte  M  und 
die  Grenzrichtung  von  NN'  ihre  Richtung,  wenn  im  Grenz- 
falle Af'  mit  M  zusammenfällt.  Man  zerlegt  jetzt  NN' 
in  zwei  Componenten  NL  und  LN'  nach  den  Richtun- 
gen der  Tangente  und  der  Normalen  der  Curve  im 
Punkte  M.    Die  Quotienten 

NL       ,  LN' 

nähern  sich  dann  bestimmten  Grenzwerten,  welche  die 
Componenten  des  Grenzwertes  von 

NN' 


d.  h.  der  Beschleunigung  a  im  Punkte  M  sind.   Somit  ist 
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,.      NL 

at  =  um  -.-7» 
Ar 


an  =  lim 


wobei  NL  positiv  oder  negativ  zu  rechnen  ist,  je  nach- 
dem es  die  Richtung  von  O  nach  A^  oder  die  Richtung 
von  N  nach  O  hat.  Man  berechne  jetzt  die  beiden  Grenz- 
werte. Bezeichnet  man  mit  t  den  Winkel  zwischen  ON 
und  0N\  so  ist 

NL  =  ON'  cos T-ON={u  +  Au) cos r-u. 

Mit  Hülfe  der  Formel 

cost=  1— 2sin^^ 

und  nach  Division  durch  At  folgt  hieraus 

NLAu     2(u  +  Au)s\n^T 

At~At  At 

Wenn  At  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  das  erste 
Glied  auf  der  rechten  Seite  einem  endlichen  Grenzwerte, 
während  das  zweite  Glied,  dem  man  auch  die  Form 

^ ,     ...    sin  .Vt     .    t 
2(«  +  A«).~J-s.n- 

geben  kann,  sich  der  Grenze  Null  nähert.  Für  die  Tan- 
gentialbeschleunigung der  krummlinigen  Bewegung  wird 
somit  der  Ausdruck 

/cA\  ..Au      du 

(56)  at=\xm—^  =  -^^ 

erhalten. 

Zur  Berechnung  der  Normalbeschleunigung  zieht  man 
die  Normalen  der  Curve  in  den  Punkten  M  und  M'  und 
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fällt  von  M'  eine  Senkrechte  auf  die  Normale  im  Punkte 
M.  Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  CDM'  und  ON'L 
folgt  dann 


femer 


ON' 
~  CM'         ' 


LN'      ON'  DM' 


/\t  ~  CM'   At 


Wenn  A^  sich  der  Grenze  Null  nähert,  so  nähert  sich 
ON'  der  Geschwindigkeit  u,  CM'  dem  Krümmungs- 
radius Q  der  Curve  im  Punkte  M,  welcher  vom  Punkte 
M  aus  bis  zu  der  Grenzlage  des  Schnittpunktes  zweier  be- 
nachbarter Normalen  gerechnet  wird.  Es  nähert  sich  fer- 
DM' 


ner- 


A/ 


demselben  Grenzwerte  wie 


MM' 


As 


At 


wo  As  den  Bogen  MM'  bezeichnet    Nach  (23)  ist 

As 


lim 


At 


=  u. 


Somit  folgt  schliesslich  an  der  Grenze 

,.     LN'      u 
Un  =  hm --r  =-'  u. 

At  Q 


(57) 


ö«  =  — 


Die  Formeln  (54)  und  (55)  gelten  unverändert  für  eine  Raumcurve, 
Raumcurve.  Zusammen  mit  der  Tangente  der  Curve  im 
Punkte  M  bestimmt  die  totale  Beschleunigung  eine  Ebene, 
die  sog.  osculirende  Ebene,  in  welcher  die  bei- 
den Componenten  der  Beschleunigung  liegen.  Ein  klei- 
nes Stück  MM'  der  Curve  kann  als  in  dieser  Ebene 
liegend  betrachtet  werden;  indem   man   nun  die  Ebene 
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der  früher  betrachteten  ebenen  Curve  durch  diese  osculi- 
rende  Ebene  ersetzt,  gilt  die  obige  Berechnung  unver- 
ändert Die  Normalbeschleunigung  a«  liegt  auf  der  in 
der  osculirenden  Ebene  enthaltenen  Normalen  der  Curve, 
der  sog.  Hauptnormalen.  Auf  dieser  Normalen 
liegt  auch  das  Centrum  C  der  sog.  ersten  Krüm- 
mung, und  der  Abstand  AfC=ö  ist  der  Haupt- 
krümmungsradius. 
Aus  den  Formeln 


du 
'''=di' 

«2 

kann  man 

folgende  Schlüsse  ziehen.    Zunächst  hat  man 

nach  (55) 

^/(du\^  ,   u* 

«2 
tg  *  =  -",— 

^           du 

^di 

Ein  Vergleich  des  Ausdruckes  für  ö/  mit  der  Formel 
(15)  zeigt,  dass  fl?/^  Tangentialbeschleunigung  einer  krumm- 
linigen Bewegung  in  jedem  Augenblicke  mit  der  Beschleu- 
nigung der  Bewegung  in  der  Bahn  identisch  ist  Durch 
die  Tangentialbeschleunigung  kommt  eine  Veränderung 
der  Grösse  der  Geschwindigkeit  zu  stände.  Wenn  in 
einem  specieüen  Falle  die  Tangentialbeschleunigung  einer 
krummlinigen  Bewegung  beständig  gleich  Null  ist,  so  ist 
die  Bewegung  in  der  Bahn  gleichförmig.  Dies  ist  z.  B. 
bei  der  in  §  14,  Anw.  3  betrachteten  gleichförmigen  Be- 
wegung in  einem  Kreise  der  Fall. 

Die  Normalbeschleunigung  ist  sowohl  von  der  Ge- 
schwindigkeit wie  von  der  Krümmung  der  Bahn  abhän- 
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gig.  Vermöge  derselben  weicht  der  Punkt  von  einer 
geradlinigen  Bewegung  in  der  Richtung  der  Tangente 
nach  dem  Krümmungscentrum  hin  ab.  Die  Normalbe- 
schleunigung heisst  deshalb  auch  Centripetalbe- 
schleunigung.  In  einer  geradlinigen  Bahn  ist  der 
Krümmungsradius  q  unendlich  gross  und  die  centripe- 
tale  Beschleunigung  gleich  Null.  In  einer  gleichförmi- 
gen Bewegung  ist  diese  Beschleunigung  umgekehrt  pro- 
portional dem  Krümmungsradius.  Sie  bleibt  constant  bei 
der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  und  hat  den 
auf  p.  57  gefundenen  Wert,  welcher  auch  unmittelbar 
aus  der  allgemeinen  Formel  hervorgeht. 


Anwendungen. 

1)  Man  berechne  die  Tangential-  und  die  Normalbeschlcunigung 
der  parabolischen  Wurfbewegung 

Nach  den  Gleichungen  (45)  ist  die  totale  Beschleunigung  der 
Wurfbewegung  gleich  der  Beschleunigung  g  der  Schwere.  Es  folgen 
daraus  die  tangentiale  und  normale  Componente  durch  Projection  bez. 
auf  die  Tangente 

w 

T 


und  die  Normale 
der  Parabel  (Fig. 
43).  Bezeichnet 
man  mit  v  und 
^  bez.  die  Win- 
kel der  Geschwin- 
digkeit a  mit  der 
positiven  Jc-Axe 
und  mit  der  ne- 
gativen jf-Axe,  so 
folgt 


Fig.  43. 


a^  =gcos^=  -  ^sin  v, 
a„=gsm^  =  gcosv. 


Nach  (44)  hat  man 
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so  dass  also 


- 

sin  V  — 

-ffe 

_  rsina— ^, 

u 

^fi-2gy 

cos  V  — 

.''* 

CCOSa 

u 

csma-gt 

a,  = 

\  fi-2gy  ^' 

CCOSa 

«« 

1J 

,  V      o,..    ^ 

erhalten  wird.  Während  der  Bewegung  nach  oben  verzögert  a^  die 
Bewegung,  im  Scheitel  der  Wurfparabel  ist  sie  gleich  Null,  sodass 
die  totale  Beschleunigung  mit  ihrer  normalen  Componente  zusammen- 
fällt, und  während  der  Bew^ung  nach  unten  ist  a^  positiv  und  be- 
schleunigt die  Bewegung. 

2)  Man  berechne  den  Krümmungsradius  einer  Parabel  im  Scheitel. 

Vermittelst  der  Formel  (57) 

kann  oft  der  Krümmungsradius  einer  Curve  berechnet  werden.  Um 
den  Wert  von  q  im  Scheitelpunkte  einer  Parabel  abzuleiten,  beachte 
man,  dass  im  Scheitel  der  Wurfparabel 

ist,  während  die  Geschwindigkeit  den  Wert 

tt  irr  r  cos  a 
hat.    Somit  folgt 

1/2       f«  cos*  a 
und  durch  Hinzuziehung  der  Gleichung  (40)  ferner 

d.  h.  der  Krümmungsradius  der  Parabel  im  Scheitel  ist  gleich  dem 
halben  Parameter. 
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§  17. 

Uebnngsaafgaben  zur  Lebre  der  Bewegung  des  geome- 
trischen Punktes. 

1)  Man  untersuche  eine  Bewegung  in  der  Bahn,  mit  der  Glei- 
chung 

s  =  k(t-t^(t-t^.  (0</o<^i). 

2)  Ein  Schwungrad  mit  dem  Durchmesser  gleich  2  m  macht  100 
Umdrehungen  in  der  Minute;  man  berechne  die  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  am  Umfange. 

3)  Der  Abstand  zwischen  zwei  Eisenbahnhaltestellen  ist  15.7  km 
und  wird  von  einem  Zuge  in  22.6  Minuten  zurückgelegt,  von  welchen 
1  Minute  auf  die  gleichförmig  beschleunigte  Bew^ung  bei  der 
Abfahrt  des  Zuges  und  1.5  Minuten  auf  die  gleichförmig  verzögerte 
Bewegung  bei  der  Ankunft  des  Zuges  kommt.  Man  berechne  die 
■Geschwindigkeit  der  zwischenliegenden  gleichförmigen  Bewegung,  die 
mittlere  Geschwindigkeit  für  die  ganze  Strecke,  die  Beschleunigung 
in  der  ersten  und  die  Verzögerung  in  der  letzten  Zeitperiode  sowie 
die  Weglängen  und  zeichne  das  Diagramm  der  Geschwindigkeit  auf. 

4)  Die  Wurfhöhe  und  die  Wurfzeit  sollen  für  einen  Körper  be- 
rechnet werden,  welcher  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  ^  =  25  ^ 

senkrecht  nach  oben  geworfen  wurde,  indem  ^=9.80  ^^-^   genommen 

wird. 

5)  Man  construire  die  Diagramme  des  Weges,  der  Geschwindig- 
keit und  der  Beschleunigung  in  der  Bewegung 

s  =  cfi. 

6)  Zu  beweisen,  dass  die  Bewegung  in  der  Bahn,  welche  nach 
der  Gleichung 

s  =  rQo^kt 

erfolgt,  eine  einfache  oscillirende  Bewegung  ist.  Man  discutire  ferner 
die  Bewegung  und  bestimme  diejenige  gleichförmige  Bewegung  in 
einem  Kreise,  deren  Projection  die  obige,  in  einer  Geraden  verlaufende 
Bewegung  ist. 

7)  Man  zeichne  die  Diagramme  für  5  und  für  u  in  der  einfachen 
oscillirenden  Bewegung. 
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8)  Man  untersuche  die  Bewegung,  deren  Componenten  auf  zwei 
Axen,  welche  den  Winkel  60'  mit  einander  einschliessen, 

sind,  besonders  auch  mit 

^    m  -    m 

9)  Von  welcher  Art  ist  die  Bew^^ung,  die  durch  Zusammenset- 
zung der  beiden  Bewegungen 

auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Axen  entsteht? 

10)  Man  berechne  die  Wurfhöhe,  die  Wurfweite  und  die  Flugzeit 
bei  einer  parabolischen  Wurfbewegung,  in  der  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit f==100  ^—  und  der  Elevationswinkel  0  =  60**  ist. 

11)  Von  einem  Punkte  O  aus,  der  in  derselben  Horizontalebene 
mit  dem  Fusse  eines  Turmes  liegt,  werden  zwei  Kanonenschüsse  auf 
den  Turm  abgefeuert,  und  zwar  mit  verschieden  starken  Ladungen. 
Das  erste  Mal  ist  die  Kanone  gegen  die  Spitze  des  Turmes  gerichtet ; 
die  Kugel  trifft  den  Fuss  des  Turmes.  Bei  dem  zweiten  Schusse  ist 
der  Elevationswinkel  verdoppelt  worden  und  die  Kugel  trifft  die 
Spitze]  des]  Turmes.  Man  berechne  den  Abstand  des  Turmes  von 
O,  unter  der  Voraussetzung  parabolischer  Flugbahnen;  die  beiden 
Schusszeiten  T  und  T  werden  als  bekannt  angenommen. 

12)  Unter  welchem  Wurfwinkel  muss  ein  Körper  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit f  =  50  ^.  -  geworfen  werden  um  nach  einem  Punkte 
mit  den  Coordinaten 

jci=  100  m;  J'i  =  20  m 

zu  gelangen? 

13)  Die  Projectionsbewegungen  eines  Punktes  auf  drei  zu  einan- 
der senkrechten  Axen  sind:  auf  der  je-Axe  eine  gleichförmige  Bewe- 
gung, auf  der  j'-Axe  ebenfalls  eine  gleichförmige  Bewegung  und  auf 
der  2-Axe  eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung.  Man  suche  die 
Bahn  des  Punktes  und  discutire  die  Bewegung. 
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14)  Die  räumliche  Bewegung  eines  Punktes  wird  auf  eine  Ebene 
projiciirt.  Man  zeige,  dass  die  totale  Beschleunigung  der  Projections- 
bewegung  die  Projection  der  totalen  Beschleunigung  der  Bewegung 
selbst  ist. 

15)  Es  soll  die  Bewegung  untersucht  werden,  die  durch  Projec- 
tion einer  gleichförmigen  Bewegung  in  einem  Kreise  auf  eine  belie- 
bige Ebene  entsteht. 

16)  Von  einem  Punkte  O  aus  werden  in  demselben  Augenblicke 
Punkte  nach  verschiedenen  Richtungen  des  Raumes  mit  derselben  An- 
fangsgeschwindigkeit geworfen.  Zu  untersuchen,  auf  welcher  Fläche 
diese  Punkte  zu  einer  Zeit  t  sich  befinden. 


Zweiter  Abschnitt 

Die  Bewegung  unveränderlicher  geo- 
metrischer Punktsysteme  und  Körper. 

§  18. 

Geometrische  Punktsysteme.    Bestimmung  der  Bewegung. 

Einteilung  Die  Bewegung  eines  geometrischen  Punktsystems  oder 
der  Punktsy-  eines  geometrischen  Körpers  ist  völlig  bestimmt,  wenn 
Sterne.  ^^^  jj^  Bewegung  jedes  einzelnen  Punktes  des  Systems 
oder  des  Körpers  kennt.  Für  die  Bewegung  jedes  Punk- 
tes gelten  die  im  ersten  Abschnitt  gefundenen  Gesetze. 
Die  Punkte  eines  Punktsystems  sind  entweder  von 
einander  unabhängig  oder  in  irgend  einer  Weise 
von  einander  abhängig.  Wenn  die  Punkte  von  ei- 
nander gänzlich  unabhängig  sind,  so  muss  die  Bewegung 
jedes  einzelnen  Punktes  für  sich  untersucht  werden,  sc^ 
dass  das  Problem  der  Bestimmung  der  Bewegung  des 
Punktsystems  in  ebenso  viele  einzelne  Probleme  zerfällt,, 
als  es  Punkte  im  System  giebt.  Wenn  die  Punkte  dage- 
gen in  irgend  einer  Weise  von  einander  abhängen,  sa 
ist  im  allgemeinen  die  Anzahl  der  Punkte,  deren  Bewe- 
gung direct  bestimmt  werden  muss,  kleiner  als  die  An- 
zahl der  Punkte  des  Systems;  durch  die  Bewegung  dieser 
Punkte  wird  dann  die  Bewegung  aller  übrigen  Punkte 
bestimmt. 
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des  unverän- 
derlichen 
Punktsy- 
stems. 


Diejenigen  Punktsysteme,  in  welchen  eine  Abhängig- 
keit zwischen  den  einzelnen  Punkten  des  Systems  vor- 
handen ist,  werden  wie  in  §  2  schon  erwähnt,  in  un- 
veränderliche und  veränderliche  Systeme 
eingeteilt,  je  nachdem  alle  Punkte  ihre  gegenseitigen 
Entfernungen  unverändert  beibehalten  oder  nicht  Es 
werden  im  folgenden  fast  ausschliesslich  unveränderliche 
geometrische  Punktsysteme  und  Körper  betrachtet 

Die   Bewegung    eines    unveränderlichen  Punktsystems    Bewegung 
wird  im  allgemeinen  durch  die  Bewegungen  dreier  seiner 
Punkte   bestimmt,    welche  nicht  in   einer  geraden  Linie 
liegen. 

Es  seien  i4,  B  und  C  in  der  Figur  44  die  drei 
Punkte,  welche  die  Ecken  eines  Dreieckes  bilden.  Ein 
beliebiger  vierter  j) 

Punkt     D     hat 
unveränderiiche 
Abstände       von 
den  Punkten  A, 
B   und    C  und 
bildet  mit  ihnen 
die    vier    Ecken 
eines     unverän- 
derlichen   Tetraeders,    insofern    D   nicht   in   der   Ebene 
des    Dreieckes    ABC  gelegen    ist    Wenn    das    Dreieck 
ABC  während  der  Bewegung  in  eine  neue  Lage  A'B'C 
gelangt,   ist  auch  die  neue  Lage  des  Tetraeders  und  so- 
mit des  Punktes  D,  d.  h.  D'  bestimmt    Durch  die  Bewe- 
gungen der  drei  Punkte  -4,  B  und  C  ist  somit  die  Bewe- 
gung jedes  anderen   Punktes  D  des  Punktsystemes  be- 
stimmt 

Die  Bewegungen  von  >4,  B  und  C  sind  durch  je  drei 
Functionen  der  Zeit  festgelegt,  so  dass  man  also  neun 
Functionen  der  Zeit  hat  Diese  neun  Functionen  sind 
aber  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  müssen  drei 
Bedingungen  genügen,  welche  ausdrücken,  dass  die  drei 


Fig.  44. 
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Abstände  AB,  BC  und  CA  sich  mit  der  Zeit  nicht  verän- 
dern.  Folglich  wird  die  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Punktsystems   oder   Körpers   durch   sechs   von  einander 
•  unabhängige  Functionen  der  Zeit  definirt. 

In  speciellen  Fällen,  (Beispiele  dieser  Art  werden  in 
den  §§  19—26  unten  gegeben)  genügt  die  Kenntnis  der 
Bewegungen  von  weniger  als  drei  Punkten  eines  unver- 
änderlichen Systems  zur  völligen  Bestimmung  der  Bewe- 
gung, und  zwar  in  gewissen  Fällen  die  Kenntnis  der 
Bewegung  eines  einzelnen  Punktes,  in  ande- 
ren Fällen  der  Bewegungen   zweier   Punkte. 

§  19. 
Translation  oder  Parallelbewegnng. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  heisst  translato- 
risch, wenn  der  Körper  sich  so  bewegt,  dass  alle  mit 
ihm  unveränderlich  verbunden  gedachten  geraden  Linien 
und  Ebenen  immer  sich  selbst  parallel  bleiben.  Sämt- 
liche Punkte  des  Körpers  beschreiben  dabei  congruente 
Bahnen  und  besitzen  in  demselben  Augenblicke  gleich 
grosse  und  gleich  gerichtete  Geschwindigkeiten.  Diese 
Geschwindigkeit  heisst  die  Translationsgeschwin- 
digkeit des  Systems.  Ebenso  giebt  es  nur  eine  Be- 
schleunigung, die  Translationsbeschleuni- 
gung, und  dasselbe  gilt  von  ihren  Componenten  auf 
die  Richtungen  der  Tangenten  und  der  Hauptnormalen  der 
Bahncurven.  Die  Bewegung  des  ganzen  Körpers  ist  so- 
mit durch  die  Bewegung  eines  einzigen  Punktes  be- 
stimmt, und  es  kommen  die  im  ersten  Abschnitt  oben  ge- 
fundenen Sätze  zur  Anwendung.  In  der  That  waren  auch 
mehrere  der  als  Bewegungen  eines  Punktes  behandelten 
Bewegungen   translatorische   Bewegungen  eines  Körpers. 
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§  20. 
Die  Drehung  am  eine  feste  Axe. 

Eine  andere  Bewegung,  bei  welcher  die  Bewegung 
eines  einzigen  Punktes  die  Bewegung  des  ganzen  Kör- 
pers bestimmt,  ist  die  Drehbewegung  um  eine 
feste  Axe.  Wenn  alle  Punkte  eines  Körpers,  welche 
einer  bestimmten  Geraden  angehören,  unbeweglich  blei- 
ben, so  besteht  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  Dreh- 
ung um  diese  Gerade,  welche  die  Axe  der  Dreh- 
ung heisst.  Jeder  Punkt  beschreibt  einen  Kreis,  des- 
sen Mittelpunkt  auf  der  Drehaxe  liegt  und  dessen  Ebene 
senkrecht  zu  dieser  Axe  ist.  Alle  Punkte  in  demselben 
Abstände  von  der  Drehaxe  besitzen  in  demselben  Augen- 
blicke gleich  grosse  Geschwindigkeiten,  gleich  grosse 
Beschleunigungen  u.  s.  w.,  haben  überhaupt  identische 
Bewegungen.  Die  Lage  eines  einzigen  Punktes  ausser- 
halb der  Drehaxe  bestimmt  die  Lage  des  ganzen  Kör- 
pers, und  somit  die  -  Bewegung  eines  einzigen  Punktes 
die  Bewegung  des  ganzen  Körpers.  Kennt  man  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Beschleunigung  dieses  einen  Punk- 
tes, so  kann  man  daraus  auch  die  gleichzeitigen  Ge- 
schwindigkeiten und  Beschleunigungen  aller  übrigen 
Punkte  berechnen. 

Der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes  des  Körpers  Gleichung 
von  der  Drehaxe  werde  sein  Radius  genannt.  Man  der  Drehung. 
wähle  einen  bestimmten  Radius  OM  des  Körpers  (Fig. 
45)  und  lege  eine  im  Räume  feste  Ebene  OL  durch  die 
Drehaxe,  bezeichne  ferner  mit  v  den  Winkel  zwischen 
diesem  Radius  und  der  Ebene,  wobei  v  in  einem  be- 
stimmten Sinne,  dem  positiven  Drehsinne,  positiv  gerech- 
net wird.  Die  Grösse  v  ist  eine  Function  der  Zeit  und 
die  Gleichung  der  Drehbewegung  lautet 

(58)  v=f{t\ 

6 
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Winkelge- 
schwindigkeit 
der  gleichför- 
migen Dre- 
hung. 


Fig.  45. 

Staate  Verhältnis 
Zeit,  d.  h. 

(59) 


In    einer    Zeit  f — t  =  At  wächst 

der  Winkel  v  um  einen  Betrag  Av  = 

v'—v.    Wenn   die  Drehbewegung  die 

Av 
Eigenschaft  hat,  dass  der  Quotient -r^ 

constant  bleibt,  welche  Werte  von  t 
und  f  man  auch  nehmen  mag,  so 
heisst  sie  gleichförmig.  Das  con- 
zwischen  dem  Drehungswinkel  und  der 


CO  : 


Ar 

At 


Einheit  der 
Winkelge- 
schwindig- 
keit. 


ist  die  sog.  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehbewegung. 
Nimmt  man  besonders  Z'  — ^=der  Zeiteinheit,  so  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  ihrem  Zahlwerte  nach  gleich  dem 
in  der  Zeiteinheit  beschriebenen  Drehungswinkel,  d.  i. 
co  =  Ar.  Weil  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Quotient 
eines  Winkels  durch  eine  Zeit  ist,  so  ist  ihre  Einheit 

Winkeleinheit 
Zeiteinheit 

Am  zweckmässigsten  wendet  man  die  sog.  absolute  Win- 
keleinheit an,  welche  bekanntlich  derjenige  Winkel  ist, 
dessen   Bogen   gleich  dem  Radius  ist  (in  Graden,  Minu- 

180° 
ten  und  Secunden  = =  57''  17'  44.8").    Dann  ist  also 

die  Einheit  der  Winkelgeschwindigkeit 

absolute  Winkeleinheit 
Zeiteinheit 

d.  h.  einfach  der  reciproke  Wert  einer  Zeit,  indem  ja  die 

absolute  Winkeleinheit  eine  absolute  Zahl  darstellt. 

Ungleichför-        Wenn   die  Drehbewegung  nicht  gleichförmig  ist,  so 

mige  Dreh-    heisst    sie    ungleichförmig.     Man    versteht   dann 

ung  Winkel-  u^^er     mittlerer     Winkelgeschwindigkeit 

geschwindig-  während   des  Zeitabschnittes  f-t  =  At  Atn  Quotienten 
keit. 
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(60) 


-       Ar 
At 


und  unter  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit 
t  den  Grenzwert  dieses  Quotienten,  wenn  A/  sich  der 
Grenze  Null  nähert,  d.  h. 


(61) 


,.     Ar       dv       -.,,, 


Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  also  gleich  der  Derivirten 
der  Function  v  in  Bezug  auf  die  Zeit. 

Durch  ihr  Vorzeichen  giebt  die  Winkelgeschwindig- 
keit den  Sinn  der  Drehbewegung  an,  so  dass  einem  po- 
sitiven (o  ein  mit  der  Zeit  wachsendes  v  und  eine  posi- 
tive Drehung,  einem  negativen  co  ein  abnehmendes  r  und 
eine  negative  Drehung  entspricht. 

Bezeichnet  man  den  Bogen  MM'  j;\ m 

in  der  Figur  46  mit  Zss,  den  Radius    y\^    /^^\.M' 
OM  des  Punktes  M  mit  r,  so  hat  man 


und  erhält 


As  =  r.  At', 


As  _    Av 


Fig.  46. 


Lineare  Ge- 
schwindig- 
keit 


-.     As         ,.     A?; 

ds rfr 

di~^di 

wo  s  den  von  M  beschriebenen  Kreisbogen,  gemessen  von 
einem  bestimmten  Punkte  aus  z.  B.  von  dem  Schnittpunkte 

ds 
mit  der  Ebene  OL  darstellt.  Die  Ableitung  ^  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  M  in  der  Bahn;  sie  soll  hier 
lineare  Geschwindigkeit  zum  Unterschiede 
von  der  Winkelgeschwindigkeit  heissen  und  werde  mit 
a  bezeichnet.    Also  ist 
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(62)  u  =  ro), 

d.  h.  die  lineare  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  roti- 
renden  Körpers  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Winkel- 
geschwindigkeit in  den  Radius  des  Punktes. 

Umgekehrt  folgt  aus  (62)  zur  Berechnung  der  Win- 
kelgeschwindigkeit 

u 

O)  =  — 

r 

Nimmt  man  /•=  1  an,  so  erhält  man 

o}  =  Uf 

d.  h.  dem  Zahlwerte  nach  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
gleich  der  linearen  Geschwindigkeit  eines  Punktes  im  Ab- 
stände 1  von  der  Drehaxe. 

In  einem  bestimmten  Augenblicke  ist  der  Qeschwin- 
digkeitszustand  des  rotirenden  Körpers  durch  den  ent- 
sprechenden Wert  der  Winkelgeschwindigkeit  a>  definirt. 
Besonders  giebt  die  Formel  (62)  den  Satz:  Die  linearen 
Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  des  sich  drehen- 
den Körpers  verhalten  sich  in  jedem  Augenblicke  wie  deren 
Abstände  von  der  Drehaxe. 
Winkelbe-  Es  sollen  jetzt  die  Beschleunigungen  bei  der  Drehbe- 

schleunigung.  wegung  betrachtet  werden. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  sei  zu  einer  Zeit  t  gleich 
ö),  zu  einer  folgenden  Zeit  /^urZ-j"^^  gleich  o>':=ö>  + 
Aco.    Es  heisst  dann 

(63) 

mittlere  Winkelbeschleunigung  während 
der  Zeit  /\t  und 

(64)  ,  =  \,m—^  =  -^^ 

Winkelbeschleunigung  der  Drehbewegung  zur 
Zeit  t    Die   Winkelbeschleunigung  ist  die  Ableitung  der 
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Winkelgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Zeit  Sie  ist 
gleich  Null  bei  der  gleichförmigen  Drehbewegung.  Hat 
sie  einen  constanten  Wert,  so  heisst  die  Drehbewegung 
gleichförmig  veränderlich,  sonst  ungleich- 
förmig veränderlich. 

Aus  (61)  und  (64)  ergiebt  sich  noch 

.=g =/-(/). 

Die  Einheit  der  Winkelbeschleunigung  ist  Einheit  der 

Winkelte- 
absolute  Winkeleinheit  schleunigung. 

Zeitein  hei  t^ 

Es  seien  Ut  und  On  bez.  die  Tangential-  und  die  Cen-    Tangential' 
tripetalbeschleunigung  eines  Punktes.    Dann  folgt  durch  tind  Centripe- 
Differentiation  der  Gleichung  (62)  talbeschteuni- 

/^c\  du        d(o 

(65)  a,=-^^=r^  =  re, 

d.  h.  die  Tangentialbeschleunigung  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Winkelbeschleunigung  und  dem  Radius  des 
Punktes.  Sie  hat  die  Richtung  der  Tangente  der  kreis- 
förmigen Bahn.  Mit  Hülfe  der  Formel  (57)  erhält  man 
femer 

(66)  an  =  -  =  -jr  =  rojr-, 

so    dass   die  CentripetalbescMeunigung  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
dem  Radius  ist    Ebenso  wie  die  Geschwindigkeit  sind» 
Ut  und  Un  mit  r  proportional.    Dasselbe  gilt  noch  von 
der  totalen  Beschleunigung  eines  Punktes 

2  " 


:n'?+-*-rrg|)V«,^, 
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a    bildet   mit   dem    Radius    nach    innen  einen   Winkel 
90'-^,  wobei 

~dt 
ist. 

Anwendungen. 

1)  Wenn  die  Umdrehungszeit  einer  gleichförmigen  Drehbewe- 
gung mit  T  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Drehung 

So  ergiebt  sich  für  das  im  Beispiel  2)  §  17  betrachtete  Schwungrad, 
welches  100  Umdrehungen  in  der  Minute  macht, 

7=^^  =  0.6  See. 


und 


2.3.14      ,_     abs.  AEinh. 
0.6  See 


Für  die  Erde,  welche  einen  Umlauf  in  einem  Sterntage  =  86164.1  Se- 
cunden  vollzieht,  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 

2.T  ^        __  abs.  A  Einh. 

86164.1  See 

2)  Eine  Welle  dreht  sich  der  Formel 

gemäss;  man  berechne  die  Winkelgeschwindigkeit  und  ~  Beschleuni- 
gung, sowie  die  hneare  Geschwindigkeit,  die  totale  Beschleunigung 
und  ihre  Componenten  für  einen  Punkt  der  Welle.  Specicll  nehme 
man 

►  ,    abs.  A  EJnh.    .      _  e 

r  =:  1.5 ~ ;  /  ==  5  See 

und  einen  Punkt  im  Abstände  /'  =  0.4  m  von  der  Wellenaxe. 
Man  findet 
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d.  h.  die  Drehbewegung  ist  gleichförmig  veränderlich;  ferner 

II  =  f a>  —  2  /r/, 

da}       ^ 
''t  =  r-^^  =  2rc, 

a  =  2rc^\+Afit^, 
ig&  =  2cfl. 
Mit  den  numerischen  Werten  wird 

.  abs.  A  EJnh. 


CO  =  15 


See 

abs.  A  Einh. 
Sec2       ' 


See 


§  21. 
Schrattbenbewegung. 

Wenn  ein  Körper  sich  gleichzeitig  um  eine  feste  Axe 
dreht  und  in  der  Richtung  dieser  Axe  eine  translatorische 
Bewegung  ausführt,  so  heisst  seine  Bewegung  eine 
Schraubenbewegung  um  eine  feste  Axe. 
Die  Punkte  der  sog.  Schraubenaxe  bleiben  auf  der 
Axe,  und  die  Bewegung  könnte  auch  dadurch  defiriirt 
werden,  dass  die  Punkte  einer  gewissen  geraden  Linie 
des  Körpers  sich  auf  dieser  Geraden  bewegen  müssen. 
Alle  Punkte  ausserhalb  der  Schraubenaxe  beschreiben 
Bahnen,  welche  auf  Kreiscylindern  liegen,  deren  Axen  mit 
der  Schraubenaxe  zusammenfallen  (Fig.  47). 
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Die  Winkelgeschwindigkeit  a>  der  Drehung  um  die 
Schraubenaxe    heisst    Winkelgeschwindigkeit 
•  '*'  der  Schraubenbe- 

wegung; die  trans- 
latorische Geschwin- 
digkeit g  der  Pa- 
rallelbewegung längs 
der  Schraubenaxe 
heisst  T  r  a  n  s  1  a  - 
tions-  oder  Gleit- 
geschwindigkeit 
der  Schrauben- 
bewegung,     und 

der  Quotient  —  ist  der  sog.  Parameter  der  Schrau- 


rw 


Fig.  47. 


benbewegung,  alles  für  einen  bestimmten  Augenblick 
angenommen. 

Die  Schraubenbewegung  um  eine  feste  Axe  ist  wie 
die  translatorische  Bewegung  und  die  Drehung  um  eine 
feste  Axe  durch  die  Bewegung  eines  einzigen  Punktes 
bestimmt;  denn  stellt  man  sich  eine  Ebene  vor,  welche 
diesen  Punkt  und  die  Schraubenaxe  enthält,  so  wird  die 
Lage  der  Ebene  und  also  auch  die  Lage  des  Körpers 
durch  die  Lage  des  Punktes  und  der  auf  die  Schrauben- 
axe fallenden  Geraden  völlig  bestimmt. 

Zur  analytischen  Darstellung  der  Bewegung  eines 
Punktes  braucht  man  nach  §  12  drei  Functionen  der 
Zeit.  Der  Punkt  ist  hier  ausserdem  an  die  Bedingung 
gebunden,  dass  sein  Abstand  von  der  Schraubenaxe  un- 
veränderlich sein  muss.  Es  bleiben  also  zur  Bestimmung 
der  Schraubenbewegung  eines  Körpers  zwei  von  einan- 
der unabhängige  Functionen  der  Zeit  erforderlich. 
Geschwindig'  Die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  des  eine  Schrau- 
keitszustand.  benbewegung  besitzenden  Körpers  setzt  sich  zusammen 
aus  der  für  alle  Punkte  gemeinsamen,  der  Schraubenaxe 
parallelen  Gleitgeschwindigkeit  g  und  der  von  der  Dreh- 
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ung  herrührenden  Geschwindigkeit  r<Oj  welche  senkrecht 
zur  Schraubenaxe  und  zum  Radius  r  ist.  Die  resulti- 
rende  Geschwindigkeit  hat  die  Grösse 


ist  senkrecht  zum  Radius  r  des  Punktes  und  bildet  mit 
einer  zur  Schraubenaxe  senkrechten  Ebene  einen  Winkel 
a,  welcher  aus  der  Gleichung 

tgar=^ 
^         reo 

berechnet  wird.  Alle  Punkte  geben  dieselbe  ortogonale 
Projection  g  ihrer  Geschwindigkeiten  auf  die  Schrauben- 
axe; und  die  Punkte  dieser  Axe  selbst  besitzen  nur  die 
Gleitgeschwindigkeit  g, 

Falls  die  Drehung  und  die  Translation  beide  gleich- 
förmig sind,  so  heisst  auch  die  Schraubenbewegung 
gleichförmig.  Hierbei  sind  die  Grössen  w  und  g, 
sowie  die  Geschwindigkeit  u  jedes  Punktes  und  ihr  Win- 
kel a  constant.  Die  einzelnen  Punkte  des  Körpers  be- 
schreiben sog.  gewöhnliche  Schraubenlinien 
mit  der  Schraubenaxe  als  Axe. 

Die  Drehung  ist  ein  besonderer  Fall  der  Schrauben- 
bewegung, welcher  sich  für^=o  ergiebt.  Auch  erhält 
man  die  translatorische  Bewegung  in  der  Richtung  einer 
Geraden  als  einen  speciellen  Fall  der  Schraubenbewegung, 
in  dem  die  Winkelgeschwindigkeit  o)  gleich  Null  ist. 

§  22. 
Ebene  Bewegung. 

Ein  unveränderliches  Punktsystem  oder  ein  Körper 
hat  eine  ebene  Bewegung,  wenn  alle  seine  Punkte 
sich  in  Ebenen  bewegen,  welche  einer  gewissen  Grund- 
ebene parallel  sind.  Alle  Punkte,  welche  in  einer  zu  der 
Grundebene  parallelen  Ebene  liegen,  bleiben  bei  der  Be- 


QO 


Erster  Teil, 


Fig.  48. 


wegung  in  ihrer  Ebene,  und  alle  Punkte  auf  einer  Senk- 
rechten zu  der  Orundebene  führen  congruente  Bewegun- 
gen aus.  Es  genügt  deshalb  die  Bewegung  in  einer  der 
Parallelebenen  oder  in  der  Orundebene  selbst  zu  be- 
trachten. Diese  Bewegung  ist,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  durch  die  Bewegung  zweier  Punkte  bestimmt; 
und  folglich  gilt  dasselbe  von  der  Bewegung  des  gan- 
zen Körpers. 

Es  seien  in  der  Figur  48  A 
und  B  zwei  Lagen  der  beiden 
Punkte,  A'  und  B'  ihre  Lagen  zu 
einer  anderen  Zeit.  Ein  beliebi- 
ger dritter  Punkt  C  bildet  mit 
ihnen  ein  unveränderliches  Drei- 
eck und  wird  deshalb  auch  in 
der  neuen  Lage  eindeutig  be- 
stimmt. Folglich  bestimmen  die 
Bewegungen  von  A  und  von  B  auch  die  Bewegung 
von  C 

Zur  analytischen  Darstellung  der  Bewegung  eines 
Punktes  in  einerj^Ebene  braucht  man  nach  §  12  zwei 
Functionen  der  Zeit.  Für  die  Punkte  A  und  B  ergeben 
sich  somit  überall  vier  Functionen  der  Zeit,  welche  aber 
einer  Bedingung  genügen  müssen,  die  ausdrückt,  dass 
der  Abstand  AB  unveränderlich  ist.  Eine  ebene  Bewe- 
gung wird  also  durch  drei  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  Zeit  definirt. 

Eine  ebene  Figur  kann  aus  einer  Lage  in  eine  andere 
Lage  in  derselben  Ebene  durch  eine  Drehung  um  einen 
Punkt  der  Ebene  übergeführt  werden. 

Es  sei  AB  (Fig.  49)  eine  Lage  einer  Strecke  der 
ebenen  Figur  und  AB'  eine  andere  Lage.  Man  verbin- 
det die  Punkte  A  und  A',  sowie  die  Punkte  B  und  B' 
mit  einander  und  zieht  durch  die  Mitten  von  AA  und 
BB'  die  Senkrechten.  Diese  schneiden  sich  im  allgemei- 
nen in  einem  Punkte  C,  welcher  durch  Gerade  mit  den 
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Punkten  A,  A\  B  und  ß'  verbunden  wird.  Es  soll  jetzt 
bewiesen  werden,  dass  C  der  Drehpunkt  ist  und  ACA 
den  Dreh  Winkel  bei  der  er-  B 

wähnten  Ueberführung  dar- 
stellt.   Man  hat  nämlich  ^^y^  t»   I         ^"^ 

CB=CB\ 
AB=AB\ 

Die  Dreiecke  ACB  und 
ACB'  sind  also  congruent 
Daraus  folgt  ^'^'  ^^• 

NACB^NACB\ 

und  wenn  der  Winkel  A'CB  auf  beiden  Seiten  subtra- 
hirt  (eventuell  addirt)  wird, 

A  ACA  =  A  BCB\ 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  bei  einer  Drehung  von 
AB  um  den  Punkt  C,  so  dass  A  mit  A'  zusammenfällt, 
auch  B  mit  B'  zusammenfällt  w.  z.  b.  w. 

Wenn  die  Strecken  AB  und  A'B'  parallel  und  gleich 
gerichtet  sind,  so  liegt  der  Drehpunkt  C  unendlich  fern. 
Statt  der  Rotation  erhält  man  dann  zur  Ueberführung 
von  AB  nach  A'B'  eine  Translation,  welche  durch  die 
Strecke  >li4'  bestimmt  ist.  Ein  anderer  Fall,  in  welchem 
die  obige  Construction  versagt,  ist  der,  dass  A'  mit  B 
und  B'  mit  A  bez.  zusammenfallen.  Der  Drehpunkt  ist 
dann  der  Mittelpunkt  von  AB  und  die  Drehung  gleich 
einem  halben  Umlaufe. 

Im  allgemeinen  fällt  die  wirkliche  Bewegung,  durch 
welche  die  ebene  Figur  von  der  einen  Lage  in  die  an- 
dere übergeht,  nicht  mit  der  jetzt  betrachteten  Drehung 
zusammen.  Betrachtet  man  aber  zwei  benachbarte  Lagen, 
so  wird  die  wirkliche  Bewegung  sehr  wenig  von  einer 
Drehung  abweichen,  indem  ja  die  kleinen  Bahnelemente 


Augenblick- 
licher Dreh- 
punkt, 
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Punkte, 


der  Punkte  der  Figur  sich  den  kurzen  geradlinigen  Ver- 
bindungsstrecken  zweier  Lagen  desselben  Punktes  ebenso 
wie  die  kurzen  Kreisbögen  der  Drehbewegung  nähern. 
Lässt  man  AA'  und  BB'  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so- 
nähert  sich  der  Drehpunkt  C  einer  bestimmten  Grenz- 
läge  mit  der  Eigenschaft,  dass  die  ebene  Figur  durch 
eine  unendlich  kleine  Drehung  um  diesen  sog.  augen- 
blicklichen Drehpunkt  oder  P o  1  von  einer 
Lage  in  eine  unendlich  benachbarte  Lage  übergeht. 
Geschwindig'  Aus  der  Eigenschaft  der  ebenen  Bewegung,  in  jedem 
^^^,^^  Augenblicke  in  einer  Elementarrotation  um  einen  Dreh- 
punkt in  der  Ebene  der  Figur 
zu  bestehen,  ergeben  sich  be- 
merkenswerte Sätze  über  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  des. 
Systems  (Fig.  50).  Die  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  steht 
senkrecht  auf  seinem  von  C  aus 
gezogenen  Radius  und  hat  die 
Fig.  50.  Richtung  der  Tangente  der  Bahn- 

curve  des  Punktes.  Es  folgt  somit: 
Die  Lage  des  augenblicklichen  Drehpunktes  einer  ebe- 
nen Bewegung  bestimmt  die  Richtungslinie  für  die  Ge- 
schwindigkeit eines  jeden  Punktes  des  Systems. 

Die  Normalen  der  Bahncurven  aller  Punkte  gehen  in 
jeder  Lage  des  Systems  durch  den  entsprechenden  augen- 
blicklichen Drehpunkt, 

Die  Lage  des  augenblicklichen  Drehpunktes  ist  durch 
die  Richtungslinien  der  Geschwindigkeiten  von  zwei  Punk- 
ten des  Systems  bestimmt  Man  braucht  nur  in  jedem 
dieser  beiden  Punkte  die  Senkrechte  zu  der  gegebenen 
Richtungslinie  zu  ziehen.  Der  Schnittpunkt  der  beiden 
Senkrechten  ist  dann  der  augenblickliche  Drehpunkt. 

Wenn  co  die  augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit 
des  Systems  ist,  so  gilt  nach  der  Formel  (62)  die  Glei- 
chung 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Oeschwindigkeiten  der  einzelnen 
Punkte  des  Systems  in  jedem  Augenblicke  sich  wie  die  Ab- 
stände der  Punkte  von  dem  zugehörigen  Drehpunkte  ver- 
halten.   Für  alle  Punkte  hat  also  das  Verhältnis 

u 
r 

•den  gleichen  Wert.  Man  sieht,  dass  die  Kenntnis  der 
Lage  des  augenblicklichen  Drehpunktes  und  der  Qe- 
rschwindigkeit  eines  einzigen  Punktes  des  Systems  für  die 
Ermittelung  der  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeit 
ausreicht.  Der  Oeschwindigkeitszustand  des  Systems  ist 
somit  bestimmt  durch  die  Lage  des  Drehpunktes  in  Ver- 
bindung entweder  mit  dem  Werte  der  Winkelgeschwin- 
-digkeit  oder  mit  dem  Werte  und  Sinne  der  linearen  Ge- 
schwindigkeit eines  einzigen  Punktes  des  Systems. 


Anwendungen. 

1)  Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer  Geraden. 

Es  sei  AB  eine  Gerade,  ^  ^--^  j^  j^ 
welche  eine  ebene  Bewegung 
besitzt,  C  der  augenblickliche 
Drehpunid  und  w  die  augen- 
blickliche Winkelgeschwindig- 
keit (Fig.  51).  Die  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  M^,  M^ 
M^ ...    der    Geraden    seien  ^ 

bez.  «1,  02,   tf 8  .  .  ;  der  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  n  von 

C  auf  die  Gerade  werde  mit  N  und  seine  Geschwindigkeit  mit  c  be- 
zeichnet.   Es  folgt  dann 

«1  _  «2  _  «3  . 


Fig.  51. 


n 


Alan  zerlege  jetzt  jede  Geschwindigkeit  in  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Geschwindigkeiten,  von  welchen  die  eine  in  die  Richtung 
der  Geraden  selbst  fällt,  und  zwar  seien  diese  Componenten  längs  der 
Oeraden  der  Reihe  nach  u{  u^  u{ ,,,   Aus  zwei  ähnlichen  Dreiecken  in 
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der  Figur,  in  welchen  r^  und  «j,  n  und  u{  entsprechende  Seiten  sind^ 
ergiebt  sich  mit  Anwendung  der  obigen  Formeln 

tii  =  u^—  =^  na}=:C. 
Es  ist  also 

d.  h.  Die  Projedionen  der  Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer  Gera- 
den, welche  eine  ebene  Bewegung  hat,  auf  die  Richtung  der  Geraden 
selbst  sind  alle  gleich  gross  und  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Fuss- 
punktes  der  Senkrechten,  welche  von  dem  augenblicklichen  Drehpunkte 
auf  die  Gerade  gefällt  wird.  Unter  sämth'chen  Punkten  der  Geraden, 
hat  dieser  Fusspunkt  die  kleinste  Geschwindigkeit. 

2)  Der  Satz  von  den  senkrechten  Geschwindigkeiten. 

Die  Geschwindigkeiten  einer  Geraden  eines  ebenen  Systems  mö- 
gen  alle   in  demselben  Sinne  um  90"  gedreht  werden  (Fig.  52).    Sie 
^iK  fallen   dabei  auf  die  Radien  der 

Y  — /     T    -^     A\^  yA.  Punkte  und  sind  entweder  nach 

\  /      I  y  J_     ^t^-        /^     ^^"^    Drehpunkte   hin  oder  von 
^-_  ^    j^^^^^r^^^ ^      ^^^^    Drehpunkte  weg  gerichtet. 

\      I      /     X  Die  Endpunkte  dieser  sog.  senk- 

\     I    / y/  rechten    Geschwindigkeiten 

\  \//  liegen  auf  einer  zweiten  Geraden^ 

^^  welche  der  ersten  Geraden  paraUet 

Fig.  52.  ist.    Dieser  Satz  folgt  unmittelbar 

daraus,  dass  die  ursprünglichen 
Geschwindigkeiten  dieselbe  Projection  auf  die  Gerade  selbst,  die  senk- 
rechten Geschwindigkeiten  also  dieselbe  Projection  auf  eine  Normale 
zu  der  Geraden  geben. 

In  einer  allgemeineren  Form  lautet  der  Satz  von  den  senkrechten 
Geschwindigkeiten:  Die  Endpunkte  der  senkrechten  Oeschwindigkei-- 
ten  der  Punkte  einer  ebenen  Curve,  welche  eine  ebene  Bewegung  hat, 
liegen  auf  einer  zweiten  Curve,  welche  der  ersteren  in  Bezug  auf  den 
augenblicklichen  Drehpunkt  als  Ähnlichkeitspunkt  gleicht. 
Man  beweise  diesen  Satz. 

3)  Zwei  Stangen  AC  und  BC  (Fig.  53  und  54)  sind  durch  ein 
Gelenk  bei  C  mit  einander  verbunden.  Es  wird  die  Geschwindigkeit 
von  C  gesucht,  falls  die  Geschwindigkeiten  von  A  und  B  gegeben  sind. 

a)  Das  Problem  lässt  sich  vermittelst  des  Satzes  der  Anw.  1)  lö~ 
sen  (Fig.  53).  Die  Stäbe  AC  und  BC  besitzen  ebene  Bewegungen. 
Die  Projection  der  Geschwindigkeit  von  C  auf  die  Gerade  AC  ist 
deshalb  gleich  der  bekannten  Projection  u^'  der  gegebenen  Geschwin- 
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digkdt  Uj^  des  Punktes  A  auf  AC.  Dasselbe  gilt  von  den  Projedio- 
nen  der  Geschwindigkeiten  von  B  und  C  auf  BC.  Durch  ihre  bei- 
den Projedionen  Uj(  und  Uß  ist  die  Geschwindigkeit  Uq  des  Punk- 
tes C  völlig  bestimmt,  und 
zwar  liegt  ihr  Endpunkt  in 
dem  Schnittpunkte  der  bei- 
den Senkrechten  zu  AC 
und  BC  bez.  in  den  End- 
punkten von  Uj^  und  Uß, 
b)  Daä  Problem  kann 
auch  mit  Hülfe  des  Satzes 
von  den  senkrechten  Ge- 
schwindigkeiten gelöst  wer- 
den (Fig.  54).  Zu  diesem 
Zwecke  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten von  A  und  B  um  90°  in  demselben  Sinne  gedreht 
und  die  Parallelen  durch  die  Endpunkte  A'  und  B^  bez.  zu  i4C  und 


Fig.  53. 


BC  gezogen.    Alsdann 

> 

ist  die  Strecke  von  C 

/    '^N 

nach  dem  Schnittpunkte 

^A 

/           ^^v^ 

C  der  beiden  Paralle- 

f"^\ 

/       \ 

len  die  senkrechte  Ge- 

1          \^ 

schwindigkeit     von     C 

1                       \ 

cJ                  \ 

und  giebt  durch  Drehen 

/  ^-— -"■"'^ 

■- — * 

"n:--.  ^-'M 

um  90°  in  entgegenge-     ^^ 

vT"^          1 

setztem  Sinne  wie  oben 

•^i — 

die  gesuchte  Geschwin- 

54. 

digkeit    U(>  des   Punk- 
tes C. 

Fig- 

§  23. 
Polcurven  und  Rollen  bei  der  ebenen  Bewegung. 

Der  augenblickliche  Drehpunkt  einer  ebenen 
Bewegung,  auch  Pol  der  Geschwindigkeiten  ge- 
nannt, ändert  seine  Lage  mit  der  Zeit.  In  der 
Figur  55  sind  Q  Q  O^  u.  s.  w.  die  zu  den  Zei- 
ten bez.  t^  fi  t^  u.  s.  w.  gehörenden  Lagen  dieses 
Punktes.  Wenn  sie  durch  gerade  Linien  verbunden 
werden,  so  ensteht  eine  gebrochene  Linie.  Lässt 
man  nun  die  Zeitpunkte  näher  und  näher  an  einan-    Fig.  55. 


Feste  Pol- 
curve. 
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Bewegliche 
Polcurve. 


der  heranrücken,  so  nähert  sich  die  gebrochene  Linie  einer 
continuirlichen  Curve,  welche  den  Ort  aller  augenblick- 
lichen Drehpunkte  darstellt  und  die  feste  Polcurve 
der  Bewegung  heisst  Die  feste  Polcurve  kann  durch 
Rechnung  oder  durch  Construction  gefunden  werden,  so- 
bald die  ebene  Bewegung  definirt  ist,  beispielsweise  durch 
die  Bewegung  von  zwei  Punkten  des  Systems.  Die  feste 
Polcurve  wird  auf  ein  festes  Coordinatensystem  in  der 
Ebene  der  Bewegung  bezogen. 

Ausser  der  festen  Polcurve  ergiebt  sich  bei  jeder  ebe- 
nen Bewegung  eine  sog.  bewegliche  Polcurve. 
In  einer  bestimmten  Lage  des  bewegten  ebenen  Systems 
fällt  ein  Punkt  F^  des  Systems  mit  dem  augenblicklichen 
Drehpunkte  zusammen  und  besitzt  in  diesem  Augenblicke 
die  Geschwindigkeit  Null.  Zu  einem  anderen  Zeitpunkte 
fällt  ein  anderer  Punkt  des  bewegten  Systems  mit  dem  ent- 
sprechenden augenblicklichen  Drehpunkte  zusammen  und 
hat]  dabei  keine  Geschwindigkeit.  Alle  diese  Punkte  F 
des  bewegten  Systems,  welche  nach  einander  mit  den 
successiven  augenblicklichen  Drehpunkten  zusammenfal- 
len und  die  Geschwindigkeit  Null  erlangen,  bilden  eine 
Curve,  welche  mit  dem  bewegten  System  fest  verbunden 

ist  und  sich  mit  ihm  bewegt. 
Diese  Curve  heisst  die  be- 
wegliche Polcurve.  Sie  wird 
auf  ein  Coordinatensystem  be- 
zogen, welches  mit  dem  ebe- 
nen Systeme  fest  verbunden 
ist  und  sich  mit  ihm  bewegt. 


Rollen  der 

beweglichen 

Polcurve  auf 

der  festen. 


Es  seien   L,  t,  t 


0;   ni  '-2 


eme 


Fig.  56. 


Reihe  sehr  nahe  auf  einander 
folgender  Zeitpunkte.  Zur  Zeit 
to  ist  Co  der  augenblickliche 
Drehpunkt,  und  der  Punkt  Tq 
des  beweglichen  Systems  fällt 
damit    zusammen     (Fig.    56). 


^ 
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Durch  eine  Drehung  um  den  Winkel  sq  um  Q  geht  das 
System  in  die  Lage  zur  Zeit  t^  über,  zu  welcher  C^  der 
augenblickliche  Drehpunkt  ist.  Dabei  fällt  der  Punkt  F^, 
welcher  in  der  Figur  in  seiner  Lage  zur  Zeit  t^  einge- 
tragen ist,  mit  dem  Punkte  Q  zusammen.  Die  Lage  des 
Punktes  F^  zur  Zeit  /q  wird  erhalten,  indem  man  F^F^ 
gleich  CqCi  und  den  Winkel  F^F^Ci  gleich  co  macht. 
Zur  Zeit  ti  dreht  sich  das  System  um  den  Winkel  e^ 
um  Q  und  geht  dabei  in  seine  Lage  zur  Zeit  4  über. 
Bei  dieser  Drehung  wird  ein  Punkt  F^  nach  Q  überge- 
führt, und  zwar  erhält  man  Tg',  indem  man  C1F2  gleich 
QQ  und  den  Winkel  F^CiC^  gleich  e^  macht.  Schliess- 
lich folgt  die  Lage  F^  zur  Zeit  /(,,  wenn  man  die  ge- 
brochene Linie  FqCiF^  um  Q  um  den  Winkel  bq  zurück- 
dreht. In  dieser  Weise  könnte  man  fortfahren  und  die 
bewegliche  Polcurve  FQF^F2Fg  . .  in  ihrer  Lage  zur  Zeit 
/o  construiren.  Es  geht  z.  B.  F^  in  C^  so  über,  dass  man 
das  System  zuerst  um  Q  um  den  Winkel  cq;  dann  um  Q 
um  den  Winkel  e^  und  endlich  um  Q  um  den  Winkel  ^2 
dreht.  Man  construirt  F^,  indem  man  diese  Operationen 
in  umgekehrter  Reihenfolge  rückwärts  vornimmt,  u.  s.  w. 
Lässt  man  die  Zeitpunkte  /o»  ^i,  4  •  •  •  unendlich  nahe  auf 
einander  folgen,  so  gehen  die  gebrochenen  Linien  CoQQ . . . 
und  iy^i/^a  ...  in  Curven  über,  die  erstere  in  die  feste 
Polcurve  (Q  und  die  letztere  in  die  bewegliche  Polcurve 
(r);  man  erhält  also  den  Satz: 

Jede  ebene  Bewegung  kann  dadurch  hervorgebracht  wer- 
deuy  dass  eine  mit  dem  System  fest  verbundene  Curve  (F) 
ohne  zu  gleiten  auf  einer  festen  Curve  (C)  in  der  Ebene 
der  Bewegung  rollt  Der  gemeinschaftliche  Berührungs- 
punkt beider  Curven  ist  der  augenblickliche  Drehpunkt. 
Für  den  Körper  im  Räume  lautet  derselbe  Satz: 
Die  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Ebene  ist 
dadurch  bestimmt,  dass  eine  mit  dem  Körper  fest  verbun- 
dene Cylinderfläche  (F)  ohne  zu  gleiten  auf  einem  im 
Räume  festen  Cylinder  (C)  rollt.     In  jedem  Augenblicke 
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besteht  die  Bewegung  in  einer  Drehung  um  die  gemein- 
schaftHdie  Berährungslinie  beider  Cylinder.  Die  Erzeu- 
genden der  Cylinder  stehen  auf  den  Parallelebenen  der 
Bewegung  senkrecht 


Feste  Pol' 
curve. 


§  24. 
Beispiele  der  ebenen  Bewegung. 

1)  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  zwei  seiner 
Punkte  längs  fester  Geraden  der  Ebene  des  Systems 
gleiten. 

Es  sei  AB  =  l  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte, 
O  der  Schnittpunkt  der  beiden  festen  Geraden  und  AOB 
=  y  der  Winkel  zwischen  denselben  (Fig.  57). 


polcU'ri/e^ 


Zuerst  soll  die  feste 
Poicurve  bestimmt  wer- 
den. Für  eine  gegebene 
Lage  der  Strecke  AB  und 
somit  des  ganzen  Syste- 
mes  kennt  man  die  Rich- 
tungen der  Geschwindig- 
keiten der  Punkte  A  und 
B,  welche  sich  geradlinig 
bewegen.  Nach  einem  Sat- 
ze auf  p.  92  ist  somit  der 
entsprechende  augen- 
blickliche Drehpunkt  C 
bestimmt;  er  liegt  in  dem 
Schnittpunkte  der  Senkrechten  >1C  in  A  zm  OA  und  der 
Senkrechten  BC  in  Ä  zu  OB.  Es  werde  die  Gerade  OC  ge- 
zogen; femer  seien  a  und  ß  die  Winkel  BOC  und 
COA.  In  dem  Dreiecke  ABC  ist  der  Winkel  bei  C 
180°— y,  der  Winkel  bei  A  gleich  a,  weil  er  in  dem  um 
OBCA  beschriebenen  Kreise  ebenso  wie  BOC  über  dem 
Bogen  BC  steht.    In  derselben  Weise  folgt  /\ABC  =  ß. 


Fig.  57. 
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Man  hat  jetzt 


Siny 


Bezeichnet  man  noch  OC  mit  d,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke 
AOC 

AC  =  dsmß, 
und  somit  aus  den  beiden  Gleichungen 


d  = 


l 


sin  y 
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Zu  demselben  Resultate  würde  man  durch  Berech- 
nung der  Seite  BC  kommen.  Die  Gleichung  zeigt,  dass  der 
Abstand  des  augenblicklichen  Drehpunktes  C  vom  Punkte 
O  während  der  Bewegung  unverändert  bleibt,  d.  h.  die 
feste  Polcurve  ist  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  O  und 
dem  Radius  d. 

Auch  die  bewegliche  Polcurve  lässt  sich  in  ein- 
facher Weise  finden.  Der  Winkel  bei  C  ist  der  Supple- 
mentwinkel zu  y.  Die  bewegliche  Polcurve,  welche  mit 
der  Geraden  AB  fest  verbunden  ist,  ist  folglich  der  Ort 
derjenigen  Punkte,  von  welchen  aus  die  Strecke  AB  unter 
dem  Winkel  180°— y  gesehen  wird,  d.  h.  ein  Kreisbogen 
über  der  Sehne  AB.  Wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  wird, 
ein  Punkt  A  oder  B  während  der  Bewegung  durch  O 
hindurchgehen  kann,  wird  der  Winkel  y  gegen  180° -y 
vertauscht,  und  die  bewegliche  Polcurve  wird  den  vollen 
Kreis  umfassen.  Der  Kreis  geht  durch  O,  A  und  B  und 
berührt  den  festen  Kreis  in  dem  augenblicklichen  Dreh- 
punkte C  Die  bewegliche  Polcurve  ist  also  ein  Kreis  mit 
dem  Durchmesser  d.  Die  Bewegung  kann  auch  so  defi- 
nirt  werden,  dass  der  bewegliche  Kreis  ohne  zu  gleiten 
innerhalb  des  festen  Kreises  rollt. 

Bei    der    Bewegung   des   Systems   beschreiben    die   Bahncurven 
Punkte   A   und  B  zwei   Gerade  durch    O.    Man  muss 


der  Punkte. 
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die  Bahnen  der  übrigen  Punkte  des  Systems  bestim- 
men. Es  werde  zuerst  ein  beliebiger,  auf  dem  beweg- 
lichen Kreise  gelegener  Punkt  D  betrachtet.  Wenn 
man  ihn  mit  O  und  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Kreises 
verbindet,  sowie  MB  zieht,  so  erhält  man  BMD  als  einen 
während  der  Bewegung  unveränderlichen  Centriwinkel 
d   und   BOD  als  einen  entsprechenden  Peripheriewinkel, 

welcher  also  gleich  ^  ist  und  auch  unveränderlich  bleibt. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  D  sich  auf  einer  durch  O 
gehenden  Geraden  bewegt  Dasselbe  gilt  von  den  übri- 
gen Punkten  der  beweglichen  Polcurve.  Betrachtet  man 
die  Endpunkte  eines  Durchmessers  des  rollenden  Kreises, 
so  sind  ihre  Bahnen  zwei  zu  einander  senkrechte  Durch- 
messer des  festen  Kreises  (die  Punkte  D  und  D'  in  der 
Figur  58).  Man  erhält  also  dieselbe  Bewegung,  wenn 
man  die  beiden  festen  Geraden  OA  und  OB  zu  einan- 
der senkrecht  annimmt  (Fig.  58).    Nach  einem  bekannten 

Lehrsatze  der  analy- 
tischen Geometrie 
beschreibt  ein  Punkt 
E  auf  der  Strecke 
AB  eine  Ellipse,  in 
welcher  Oi4  und  OÄ 
die  Richtungen  der 
Hauptaxen  sind 
und  die  Abstände 
des  Punktes  E  von 
A  und  B  die  halben 
Axen  darstellen. 
Für  den  Halbirungs- 
punkt  M  der  Strecke  AB  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis 

mit  dem  Mittelpunkte  O  und  dem  Radius  ^  über.    Kein 

anderer  Punkt  des  Systems  hat  eine  kreisförmige  Bahn. 
Um  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes /^  zu  erhal- 


Fig.  58. 
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ten,  werde  F  mit  M  verbunden.  Die  beiden  Schnitt- 
punkte D  und  D'  der  Verbindungsgeraden  FM  mit  dem 
rollenden  Kreise  beschreiben  die  auf  einander  senk- 
rechten Geraden  OD  und  OD',  so  dass  F  einer  Ge- 
raden FDD'  angehört,  deren  Punkte  D  und  D'  auf  zwei 
zu  einander  senkrechten  Geraden  sich  bewegen.  Die 
Bahn  von  F  ist  somit  eine  Ellipse,  deren  Axenrichtungen 
OD  und  OD'  und  deren  Halbaxen  die  Abstände  des 
Punktes  F  von  den  beiden  Punkten  D  und  D'  sind.  Als 
Endergebnis  folgt,  dass  die  Punkte  des  ebenen  Systems 
sich  im  allgemeinen  in  elliptischen  Bahnen  bewegen,  welche 
in  gerade  Linien  oder  in  einen  Kreis  übergehen  können. 

Von  der  hier  beschriebenen  Bewegung  macht  man 
bei  dem  sog.  Eilipsographen  zum  Zwecke  des  mecha- 
nischen Zeichnens  von  Ellipsen  Gebrauch.  Ferner  be- 
nützt man  diese  Bewegung  bei  Maschinen  zur  Über- 
führung einer  Drehbewegung  in  eine  geradlinige  Bewe- 
gung. Auf  der  inneren  Seite  eines  cylindrischen  Zahn- 
rades wird  ein  anderes  halb  so  grosses  Zahnrad  ange- 
bracht; die  Mittelpunkte  oder  die  Axen  beider  Räder  wer- 
den mit  einer  an  den  Axen  drehbaren  Schiene  verbun- 
den, die  man  vermittelst  einer  Kurbel  um  die  Axe  des 
grösseren  festen  Rades  dreht.  Das  kleinere  Rad  rollt  als- 
dann innerhalb  des  grösseren  Rades,  so  dass  jeder  Punkt 
seines  Umfanges  eine  oscillirende  Bewegung  längs  eines 
Durchmessers  des  festen  Rades  ausführt. 

2)  Geschwindigkeiten  bei  der  Schubkurbelbewegung.  Kurbelbewe- 
In  der  Figur  59  stellt  OA  die  Kurbel,  AB  die  ^«^• 
Schubstange  und  BO  die  geradlinige  Bahn  des  Schiebers 
dar.  Der  eine  Endpunkt  B  der  Schubstange  hat  dieselbe 
hin  und  her  gehende  Bewegung  wie  der  Kolben  im 
Dampfcylinder,  der  andere  Endpunkt  A  eine  rotirende 
Bewegung  um  die  Axe  O.  Die  Bewegung  der  Schubstange 
AB  ist  somit  eine  ebene  Bewegung.  Es  seien  r  die 
Länge  der  Kurbel  OA^  a  die  Länge  der  Schubstange 
ABf   CO   die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kurbel  in  einem 
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Augenblicke,  u  die  Geschwindigkeit  des  Schiebers  zu 
derselben  Zeit,  (p  und  »  bez.  die  Winkel  AOB  und  ABO, 

Die    Lage    des 
augenblicklichen 
Drehpunktes  C  bei 
der  Bewegung  der 
Schubstange     ist 
durch  die  bekann- 
ten    Oeschwindig- 
keitsrichtungen  der 
Punkte  A    und    8 
bestimmt,  und  zwar 
liegt     C    in    dem 
^^'  Schnittpunkte     der 

Verlängerung  von  OA  und  der  Senkrechten  in  B  auf  OB. 
Für  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  u  des  Punk- 
tes B  und  ro}  des  Punktes  A  folgt  dann 

u^_BC 

ro)—  AC 
Verlängert  man   BA   über  A  hinaus  und  zieht  in  O  die 
Senkrechte  OF  zu  OÄ,  so  erhält  man  aus  den  ähnlichen 
Dreiecken  AOF  und  ACB 

BC_OF_qF 
AC~OA~   r  ' 
Folglich  ist 

u=zOF.  0). 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man  die  eine  der  Grös- 
sen u  oder  o>  berechnen,  wenn  die  andere  bekannt  ist. 

Es   soll  jetzt  die  Länge  OF  berechnet  werden.    Aus 
dem  Dreiecke  OAF  folgt  vermittelst  des  Sinussatzes 

cos  ß' 
Aus  dem  Dreiecke  OAB  erhält  man 


sin  ^  =r  -  sin  03 

a       ^ 
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und  folglich 
sin  (q?  +  lU)        .        ,  .    ^        .        ,  r  sin  9?  cos  9? 

f   .        ,        r  sin  2  9?      \ 
u  =  rco{  sin  9?  -^ -r— — ^=^=^=\. 

\  2yä2^=?^sinV/ 

Diese  Gleichung  giebt  ä  =  0  für  9?  =  0  und  9?  =  ISO"". 
Der  Punkt  B  befindet  sich  dann  in  einem  Endpunkte 
seiner  Bahn,  in  einer  der  beiden  sog.  Totlagen.  Mit 
9?  =  90°  hat  man  u  =  ro),  so  dass  die  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  A  und  B  gleich  gross  und  gleich  gerichtet 
sind.  Der  augenblickliche  Drehpunkt  fällt  in's  Unendliche 
und  die  Bewegung  der  Schubstange  AB  ist  während 
eines  Augenblickes  eine  translatorische  Bewegung.  Ähn- 
liches gilt  für  (p  =  270°. 

Die  Bestimmung  der  Polcurven  und  der  Bahnen 
der  einzelnen  Systempunkte  wird  hier  als  etwas  zu  weit- 
läufig weggelassen. 

3)    Schwingkurbelbewegung.  Parallelogramm  von  Watt. 

Bei  einer  Balancierdampfmaschine  sei  OA  die  roti- 
rende  Kurbel  (Fig.  60),  DB  der  eine  Arm  des  Balancier 
oder  die  Schwinge  und  BA  die  Koppel.  Die  Bewegung 
der  Koppel  ist  eine  ebene  Bewegung,  welche  dadurch 
definirt  ist,  dass  die  Endpunkte  A  und  B  sich  auf  gegebenen 
Kreisen  bewegen  müs- 
sen.   Der  augenblick-     -^v ^^ f 

liehe  Drehpunkt  C 
liegt  in  dem  Schnitt- 
punkte der  verlänger- 
ten Radien  Oi4  und  Z)Ä 
dieser  Kreise,  Bezeich- 
net o)  die  Winkelge- 
schwindigkeit der  Kur- 
bel OA,  r  den  Kurbel- 
radius und  u  die  Ge- 
schwindigkeit des  End- 
punktes B  der  Schwin- 
ge, so  folgt 


Fig.  60. 
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.r(o     AC 

Verlängert  man  nun  BA  über  A  hinaus  bis  zum  Schnitt- 
punkte F  mit  einer  Parallelen  durch  O  zu  DB,  so  erhält 
man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABC  und  AFO 

BC_OF_qF 
AC~OA~  r  ' 

Es  ergiebt  sich  also  die  Gleichung 

u=^OF.a), 

welche  analog  der  auf  p.  102  gefundenen  Formel  ist.  Es 
giebt  zwei  Totlagen  bei  der  Bewegung,  wenn  B  sich  in 
den   Umkehrpunkten   seiner  Bahn  befindet  und  die  Mit- 
tellinie BA  der  Koppel  durch  die  Axe  O  der  Kurbel  geht. 
Zur   Überführung   der  geradlinigen    Bewegung    des 
Watts     Kolbens    in    die    kreisförmige    Bewegung  des  Angriffs- 
Parallelo-    punktes   am   Balancier  muss  eine  zweckmässige  Verbin- 
gramm,      dung  hergestellt   werden.    Man   benützt  dazu  das  nach 
seinem    Erfinder  genannte    W  a  t  f  s  c  h  e    P*a  r  a  1 1  e  1  o- 
g  r  a  m  m,  welches  eine  Gelenkverbindung  darstellt,  durch 
welche  eine  praktisch    genügend    genaue    Lösung    des 
Problemes  erzielt  wird. 

Hier  soll  nur  eine  kurze  Beschreibung  der  Wir- 
kungsweise des  Parallelogrammes  gegeben  werden.  Es 
sei  OO  die  Mittellinie  des  Balanciers  (Fig.  61),  OHKL 
e^^  ein    gegliedertes 

Parallelogramm, 
dessen  Seite  OH 
mit  dem  Balan- 
cier    verbunden 
'"  ist,  während  die 
Kolbenstange  bei 
L  gekuppelt  ist, 
und   die   Bewegung  von   K  vermittelst  eines  angekup- 
pelten   Stabes    MK  geregelt  wird,   für   welchen  M  ein 


Fig.  61. 
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fester  Drehpunkt  ist.  Verlängert  man  LK  über  K  hinaus 
und  zieht  durch  O  eine  parallele  ON  zu  den  Parallelo- 
grammseiten HK  und  GLy  so  bleibt  auch  OQLN  wäh- 
rend der  Bewegung  ein  Parallelogramm  und  N  bewegt 
sich  also  in  einem  Kreise  mit  O  als  Mittelpunkt.  Der 
Punkt  K  beschreibt  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  Af, 
und  KN  behält  eine  unveränderliche  Länge  bei.  Es  glei- 
tet somit  die  Strecke  KN  mit  ihren  Endpunkten  längs 
zweier  Kreise  und  hat  eine  ähnliche  Bewegung  wie  die 
Koppelstange  der  Balanciermaschine.  Jetzt  lässt  sich 
zeigen,  dass  ein  passend  gewählter  Punkt  L  auf  der  Ver- 
längerung der  Strecke  NK  innerhalb  gewisser  Grenzen 
eine  von  einer  geradlinigen  sehr  wenig  abweichende  Be- 
wegung besitzt.  Watt  ermittelte  durch  Versuche  die 
beste  Anordnung  des  Parallelogrammes.  Es  müssen  dabei: 
der  Punkt  H  die  Strecke  OO  halbiren,  die  Parallelo- 
grammseiten OL  und  HK  möglichst  lang  und  der  Punkt 
M  zweckmässig  gewählt  sein.  Dieselben  Resultate  lassen 
sich  auch  theoretisch  finden.  Eine  Gerade  OL  hat  mit 
der  Parallelogrammseite  HK  den  Schnittpunkt  P,  wobei 
das  Verhältnis 

OP_OH 
0L~00 

unveränderlich  ist.  Der  Punkt  P  beschreibt  also  eine 
der  Bahncurve  des  Punktes  L  ähnliche  Curve  und  könnte 
ebenso  gut  wie  L  als  Ankuppelungspunkt  der  Kolben- 
stange benützt  werden. 

§  25. 
Sphärische  Bewegung. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  welcher  einen  festen 
Punkt  besitzt,  ist  eine  Drehung  um  diesen  Punkt,  wobei 
jeder  Punkt  des  Körpers  einen  unveränderlichen  Abstand 
von  dem  festen  Punkte  beibehält.    Die  einzelnen  Punkte 
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bewegen  sich  dann  in  concentrischen  Kugelflächen  mit 
dem  festen  Punkte  als  Mittelpunkt.  Die  Bewegung  wird 
eine  sphärische  Bewegung  genannt.  Alle  Punkte 
eines  Radius  haben  Bewegungen,  in  welchen  die  Wege, 
die  Geschwindigkeiten,  die  Beschleunigungen  u.  s.  w. 
sich  wie  die  Abstände  der  Punkte  von  dem  gemeinsamen 
Mittelpunkte  verhalten.  Die  Bewegung  jedes  Radius  wird 
also  durch  die  Bewegung  eines  einzigen  Punktes  bestimmt; 
daraus  folgt,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  durch  die 
Verschiebung  einer  sphärischen  Figur  in  ihrer  Kugelfläche 
hervorgebracht  werden  kann.  Die  Bewegung  dieser  sphä- 
rischen Figur  ist  bekannt,  wenn  die  Bewegungen  zweier 
Punkte  derselben  gegeben  sind.  Es  seien  A  und  B  die 
beiden  Punkte  (Fig.  62).  Ein  dritter  Punkt  C  bildet 
mit  ihnen  die  Ecken  eines  unver- 
änderlichen sphärischen  Dreieckes, 
dessen  Seiten  die  grössten  Kreisbo- 
gen durch  je  zwei  Punkte  sind. 
Nimmt  AB  jetzt  eine  neue  Lage 
A'B'  ein,  so  wird  die  neue  Lage 
C  des  Punktes  C  eindeutig  be- 
stimmt. In  dieser  Beziehung  besteht  eine  völlige  Analo- 
gie zwischen  der  ebenen  und  der  sphärischen  Bewegung. 
Ebenso  folgt,  dass  die  sphärische  Bewegung  durch  drei 
von  einander  unabhängige  Functionen  der  Zeit  bestimmt 
wird. 

Dem  auf  p.  90  gefundenen  Satze  der  ebenen  Bewe- 
gung entspricht  hier  der  SdXz:  Eine  sphärische  Figur  kann 
aus  einer  Lage  in  eine  andere  Lage  durch  eine  Drehung 
um  eine  Axe  übergeführt  werden,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  geht 

Die  eine  Lage  der  sphärischen  Figur  werde  durch 
den  grössten  Kreisbogen  AB^  die  andere  Lage  durch 
denselben  Bogen  A'B'  bestimmt  (Fig.  63).  Verbindet 
man  A  und  A'  sowie  B  und  B'  durch  Bogen  grösster 
Kreise   und  zieht   durch  die  Mitten  derselben  andere  zu 
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ihnen  senkrechte  Bogen 
grösster  Kreise,  so  schnei- 
den sich  diese  letzteren 
in  einem  Punkte  C  (und 
in  dem  diametral  ent- 
gegengesetzten Punkte). 
Der  Punkt  C  werde 
durch  Bogen  grösster 
Kreise  mit  den  Punkten 
A,  A\  B  und  B'  ver- 
bunden. Man  zeige 
jetzt,    dass    der    Radius 


Fig.  63. 


OC  der  Kugel  die  Axe  einer  Drehung  ist,  durch  welche 
AB  in  AB'  übergeführt  wird,  wobei  ACA'  =  BCB' 
der  Drehungswinkel  ist.  Der  Construction  gemäss  hat 
man  nämlich 

CA  =  CA'  und  CB=CB\ 

Da  ferner  AB  =  AB  ist,  sind  die  sphärischen  Dreiecke 
ACB  und  ACB'  congruent.  Also  sind  die  Winkel  ACB 
und  ACB\  welche  einander  entsprechen,  gleich  gross. 
Zieht  man  dann  den  Winkel  ACB  auf  beiden  Seiten  ab, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichheit  der  Winkel  ACA  und 
BCB'\  durch  Drehung  des  Bogens  AB  um  die  Axe  OC 
kommt  also  in  der  That  AB  nach  AB\ 

Die  wirkliche  Bewegung,  durch  welche  die  sphärische  Augenblick- 
Figur  aus  einer  Lage  in  eine  andere  übergeht,  ist  im  all-  UcheDrehaxe, 
gemeinen  nicht  mit  der  Drehung  um  OC  identisch. 
Nimmt  man  aber  zwei  unendlich  benachbarte  Lagen  an, 
so  wird  die  elementare  Bewegung,  welche  die  Figur  beim 
Übergang  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  ausführt, 
mit  einer  Drehung  um  eine  durch  O  gehende  Axe  iden- 
tisch. In  jedem  Augenblicke  ist  deshalb  die  wirkliche 
Bewegung  eine  Drehung  um  eine  durch  O  gehende  Axe, 
welche  äugen  b  li  ckliche  Drehaxe  oder  momen- 
tane   Rotationsaxe    der    sphärischen    Bewegung 
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Rollen  des 
beweglichen 
Kegels  auf 
dem  festen. 


Fig.  64. 


heisst.  Die  Bewegung  im  ganzen  besteht  in  einer  Folge 
elementarer  Drehungen  um  verschiedene  Momentanaxen. 
Man  findet  den  Punkt,  in  welchem  eine  augenblick- 
liche Drehaxe  die  Fläche  der  Kugel  trifft,  wenn  man  die 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte  kennte 
indem  man  in  diesen  Punkten  Bo- 
gen grösster  Kreise  senkrecht  zu 
den  Richtungen  der  Geschwindig- 
keiten zieht  und  ihren  Schnittpunkt 
aufsucht  (Fig.  64).  Die  Lage  der 
Axe  bestimmt  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit jedes  Punktes  des 
Systemes,  und  die  Grösse  einer 
Geschwindigkeit  bestimmt  die 
Grösse  der  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Punkte. 

Die  Momentanaxen  für  die  auf  einander  folgenden 
Lagen  des  Systems  bilden  e  i  n en  K  e  g  e  1  mit  der  Spitze 
O.  Der  Kegel  schneidet  aus  der  Kugelfläche  eine  sphä- 
rische Curve  (C)  aus.  Der  Kegel  soll  der  f  e  s  t  e  A  x  e  n- 
k  e  g  e  1  (C)  heissen.  Ausser  dem  festen  Axenkegel  erhält 
man  einen  anderen,  den  sog.  beweglichen  Axen- 
kegel (r*).  In  jedem  Augenblicke  fällt  eine  durch  O 
gehende  Gerade  des  beweglichen  Systems  mit  der  Mo- 
mentanaxe  zusammen.  Alle  diese  Geraden  sind  Erzeu- 
gende eines  mit  dem  Körper  verbundenen  Kegels,  des 
beweglichen  Axenkegels,  welcher  an  der  Bewegung  des 
Körpers  teilnimmt.  Der  bewegliche  Axenkegel  schnei- 
det auf  der  Kugel  eine  gewisse  sphäriche  Curve  if)  aus. 
Für  die  sphärische  Bewegung  ergiebt  sich  dann,  analog 
wie  bei  der  ebenen  Bewegung  der  Satz: 

Jede  sphärische  Bewegung  kann  so  entstanden  gedacht 
werden,  dass  eine  mit  dem  Systeme  fest  verbundene  sphä- 
rische Curve  (F)  ohne  zu  gleiten  auf  einer  anderen  festen 
sphärischen  Curve  (C)  rollt  Diejenige  Gerade,  welche  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  mit  dem  Berührungspunkte  beider 
Curven  verbindet,  ist  die  augenblickliche  Drehaxe. 
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Die  sphärische  Bewegung  eines  Körpers  wird  dadurch 
bestimmt y  dass  ein  mit  dem  Körper  fest  verbundener  Kegel 
(F),  dessen  Spitze  in  dem  Mittelpunkte  der  sphärischen 
Bewegung  liegt,  ohne  zu  gleiten  auf  einem  im  Räume  festen 
Kegel  (C)  mit  derselben  Spitze  rollt  Die  gemeinsame  Be- 
rährungslinie  ist  die  augenblickliche  Drehaxe. 


JZ". 


§  26. 

Winkelgeschwindigkeiten  beim  UniversalgelenL 

Ein  interessantes  Beispiel  einer  sphärischen  Bewegung 
liefert  das  sog.  Universalgelenk,  welches  von 
Cardano  erfunden  worden  ist.  Es  bildet  ein  Mittel 
zur  Übertragung  einer  Drehung  von  einer  Welle  auf 
eine  andere  Welle,  deren  Winkel  mit  der  ersteren  verändert 
werden    kann.    Das    Universalgelenk   besteht  aus  einem 

Axenkreuze 
ABCD    (Fig. 

65),  welches 
aus  zwei  zu 
einander  senk- 
rechten Axen 
AB  und  CD 
gebildet     ist;  ^^g-  ^' 

jede  Axe  wird  von  den  gabelförmig  ausgebildeten  Enden 
einer  der  Drehaxen  I  und  II  gefasst.  Die  Mittellinien 
der  beiden  Drehaxen  schneiden  sich  in  dem  Mittelpunkte 
O  des  Axenkreuzes  und  bilden  mit  einander  den  Win- 
kel a.  Bei  der  Drehung  der  Axen  bleibt  der  Mittelpunkt 
O  des  Axenkreuzes  fest  im  Räume;  das  Axenkreuz  selbst 
hat  also  eine  sphärische  Bewegung  um  O.  Dabei  be- 
schreiben die  Punkte  A  und  B  sowie  C  und  Z),  welche 
alle  denselben  Abstand  von  O  haben,  zwei  grösste  Kreise 
einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  O,  so  dass  A  und  B 
auf  dem   einen,  C  und  D  auf  dem  anderen  Kreise  sich 
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Das  Verhält- 


nis 


«1 


Fig.  66  a. 


befinden    (Fig.   66  a).    Die   Ebenen  der  beiden  grössten 
Kreise   bilden  mit  einander  denselben  Winkel  a  wie  ihre 

Normalen.  Man  betrachte  die 
beiden  Punkte  A  und  C  des 
Axenkreuzes  näher.  Sie  blei- 
ben auf  der  Kugelfläche  in. 
dem  unveränderlichen  Ab-^ 
Stande  90°  von  einander,  und 
die  Bewegung  kann  also  da- 
durch definirt  werden,  dass 
ein  Bogen  AC  von  90'' 
Länge  mit  seinen  Endpunk- 
ten längs  zweier  grösster  Kreise  gleitet,  deren  Ebe- 
nen den  Winkel  a  mit  einander  bilden.  Es  mögen  die 
Winkelgeschwindigkeiten  bei  der  Drehung  der  Wellen  [ 
und  II  bez.  mit  (o^  und  a>2  bezeichnet  werden.  Die  Auf- 
gabe ist,  das  Verhältnis  —  dieser  Winkelgeschwindigkei- 
ten zu  berechnen. 

Die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte 
des  Systemes  sind  bekannt,  da  die  Geschwindigkeit 
u^  des  Punktes  A  die  Richtung  der  Tangente  des  gröss- 
ten Kreises  I,  die  Geschwindigkeit  u^  des  Punktes  C  die 
Richtung- der  Tangente  des  grössten  Kreises  II  hat.  Zieht 
man  durch  A  einen  grössten  Kreis  senkrecht  zu  I  und 
durch  C  einen  grössten  Kreis  senkrecht  zu  II,  soerhäUman 
einen  Schnittpunkt  r,  und  OF  ist  die  augenblickliche 
Drehaxe.  Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  und  C 
verhalten  sich  wie  ihre  Abstände  von  der  Drehaxe: 

wo  Ni  und  A/g  die  Fusspunkte  der  von  A  und  C  aus 
auf  die  momentane  Drehaxe  gefällten  Senkrechten  sind. 
(Siehe  Fig.  66  b,  wo  ^2  eingezeichnet  ist).  Aus  der 
Figur  66  b  folgt 

CA^2  =  OC.  sin  rOC=  OC.  sin  rC. 
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X  \ 

Fig.  66  b. 

Ebenso  hat  man 

ANi  =  OA  .  sin  WA  =  OC.  Sin  FA 

und  es  ergiebt  sich  also 

Ä2 sin  rC 

Ui      sin  FA 

Weil  die  linearen  Geschwindigkeiten 
%  und  Ui  der  Drehungen  der  Wellen 
11  und  I  Punkten  angehören,  deren  Abstände  von  den 
Drehaxen  gleich  gross  sind,  so  verhalten  sie  sich  zu  ein- 
ander wie  die  Winkelgeschwindigkeiten,  d.  h.  man  erhält 

C02 sin  rC 

ft>i      sin  FA 

Man  transformire  diesen  Ausdruck  weiter.  Aus  dem  sphä- 
rischen Dreiecke  ACF  (Fig.  66  a)  folgt 

sin  FC      sin  FAC 


Setzt  man 


sin  FA      sin  FCA 


FAC=FAC-QO'', 
FCA  =FCA  +  90° 


ein,  so  bekommt  man 

sin  FAC  _      cos  FAC 
sin  FCA  ~      cos  FCA 

und 


fO- 


!2  — 


cos  FAC 
cosFCA' 


Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  /v4C,  in  welchem  die  Seite 
AC  gleich  90°  ist,  erhält  man  nach  der  N  e  p  e  r'schen 
Regel  oder  nach  dem  Cosinussatze 

cos  a  =  —  cos  FAC .  cos  FCA. 
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Es  ist  also 

0)2 COS  a      cos  a 

Aus  demselben  sphärischen  Dreiecke  berechnet  man  noch 

sin  FCA  =  sin  a  .  sin  9?^, 

wo  9^1  der  Bogen  FA  ist,  und  findet  schliesslich  für 
das  gesuchte  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten 

.-.-V  ö>2 cosa 

^    '  ft)i      1  —  sin^  a  sin^  (p^ 

Diese   Formel  zeigt,  dass  das  Verhältnis  --  nicht  nur 

von  dem  Winkel  a  zwischen  den  beiden  rotirenden  Wel- 
len abhängt,  sondern  auch  den  veränderlichen  Winkel  (p^ 
enthält,  welcher  die  Lage  des  Axenkreuzes  bestimmt. 
Dieses  Verhältnis  ändert  sich  also  während  der  Bewe- 
gung, so  dass  wenn  die  Welle  I  z.  B.  eine  gleichförmige 
Drehung  besitzt,  die  Drehung  der  Welle  II  ungleichför- 
mig ist.  Die  Übertragung  der  Bewegung  vermittelst  des 
Universalgelenkes  ist  also  ungleichförmig.  Es  werde  ein 
bestimmter,  dem  Winkel  (p^  entsprechender  Wert  des  Ver- 
hältnisses    ^  mit  k  bezeichnet.    Dabei  ist 

COSa 


1  — sin^asin^i??! 

Diese  Formel  zeigt,  dass  sich  derselbe  Wert  k  bei  einer 
Umdrehung  für  vier  verschiedene  Stellungen  des  Axen- 
kreuzes ergiebt,  nämlich  für  die  Winkel 

9^1,  180^-9?i,  180°+9^i,  360^-9:)i. 
Vom     Interesse    sind    die    Grenzwerte    des    Verhält- 
nisses --•    Der   kleinste   Wert   ergiebt   sich   für  q)^  •=  0^ 
oder  9?!  =  180°,  d.  h.  wenn  A  mit  F  oder  F  zusammen- 


r 
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fällt  und    zugleich   die   Ebene   des  Axenkreuzes  auf  der 
Welle  II  senkrecht  steht;  man  findet 

min  — ^  =1  cos  a. 

0)1 


Den  grössten  Wert 


CÜQ  1 

max  — ^  = 

coi      cos  a 


erhält  man  für  (p^  =  90°  und  (p^  =  270°,  wobei  die  Ebene 
des  Axenkreuzes  auf  der  Welle  I  senkrecht  steht.  Wäh- 
rend der  Bewegung  ändert  sich  —  periodisch  mit  einer 

halben  Umdrehung  als  Periode  zwischen  den  obigen 
Grenzwerten;  es  ist  somit 

cos  a  <  -^  < 


(Ol       COS  a 

Je  kleiner  der  Winkel  a  zwischen  den  beiden  Wellen  ist, 
desto  weniger  weichen  die  beiden  Grenzwerte  von  1  und 
von  einander  ab.  Eine  gleichförmige  Drehung  der  ei- 
nen Axe  wird  dann  in  eine  nahezu  gleichförmige  Dreh- 
ung der  anderen  Axe  übergeführt.  Mit  a  ^  0  erhält 
man  cog^coi,  d.  h.  die  Drehung  wird  unverändert  von 
der  einen  Welle  auf  die  andere  übertragen,  gerade  so 
als  ob  sie  eine  einzige  Welle  bilden  würden.  Als  Mass  Ungieichför- 
der  Gleichförmigkeit  der  Übertragung  der  Drehung  bei  migkeitsgrad. 
einem  beliebigen  Werte  von  a  wird  der  sog.  U  n  - 
gleichförmigkeitsgrad  d  eingeführt,  worunter 
die  Grösse 

/^f»\    0  tt>Q  .    Wo         1  sin^  a 

(68)  d  =  max  —^  —  mm  --  = cos  a  = 

o>i  (Ol      cosa  cosa 

verstanden    wird.    Der    Ungleichförmigkeitsgrad    nimmt 
mit  wachsendem  Werte  von  a  zvl. 
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Mit  a  =  90°  ergiebt  die  Formel  (67) 

d.  h.  eine  Übertragung  der  Bewegung  von  der  einen 
Welle  nach  der  anderen  ist  nicht  mehr  möglich.  Dies 
trifft  praktisch  genommen  schon  bei  einem  bedeutend 
kleineren  Werte  von  a  als  90°  zu,  weil  die  Enden  der 
Oabelarme  gegen  einander  stossen. 

Um  einen  grösseren  Winkel  zwischen  den  beiden 
Wellen  zu  erreichen,  macht  man  von  zwei  Universal- 
gelenken Gebrauch  und 
schaltet  zwischen  ihnen 
eine  kurze  dritte  Welle 
ein  (Fig.  67).  Sind  die 
Wellen  so  gestellt,  dass 
die  mittlere  Welle  mit 
den  beiden  anderen  den- 
^'^'  ^^-  selben    Winkel    ß    ein- 

schliesst,  so  ist  die  Bewegungsübertragung  auf  Grund  der 
Symmetrie  gleichförmig. 

Die  Bestimmung  der  beiden  Axenkegel  wird  hier  weg- 
gelassen. Es  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  der  feste  Axen- 
kegel ein  Kegel  vom  zweiten  Grade,  der  bewegliche 
Axenkegel  ein  Kegel  vom  vierten  Grade  ist. 

§  27. 

Allgemeine  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Punktsystemes. 

Nach  den  im  vorigen  angestellten  Untersuchungen 
über  besondere  Bewegungen  eines  unveränderiichen  geo- 
metrischen Punktsystems  oder  eines  unveränderiichen  geo- 
metrischen Körpers  soll  jetzt  die  allgemeinste  Bewegung 
eines  derartigen,   vollkommen  freien  Systemes  betrachtet 
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werden.  Nach  §  18  wird  die  Bewegung  eines  unverän- 
derlichen Punktsystcmes  oder  Körpers  durch  die  Bewe- 
gungen dreier  seiner  Punkte  bestimmt,  welche  nicht  in 
einer  Geraden  liegen.  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  ein 
Körper  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  andere  Lage 
durch  eine  Translation  in  der  Richtung  einer  Geraden  in 
Verbindung  mit  einer  Drehung  um  eine  bestimmte  Axe 
übergeführt  werden  kann. 

Es  seien  A^  B  und  C  in  der  Figur  68  drei  Punkte 
des  Körpers  in  einer  beliebigen  Lage  desselben,  >!',  B' 
und   C  dieselben    Punkte  in       ^  jf 

einer  zweiten  Lage.  Dem  Kör- 
per werde  zunächst  eine 
durch  die  Strecke  AA'  defi- 
nirte  Translation  mitgeteilt, 
so  dass  der  Punkt  A  nach  A' 
übergeht  Dabei  kommt  B 
nach  B"  und  C  nach  C.  Den 
beiden  Lagen  AB^'C  und 
A'B'C  ist  der  Punkt  A'  ge- 
meinsam, und  der  Körper  kann  folglich  aus  der  ersten  in 
die  zweite  Lage  durch  eine  sphärische  Bewegung  mit 
A'  als  Mittelpunkt  gebracht  werden.  Nach  §  25  kann 
diese  sphärische  Bewegung  als  eine  Drehung  um  eine 
bestimmte  durch  A  gehende  Axe  betrachtet  werden. 
Hiermit  ist  gezeigt,  dass  der  geometrische  Körper  aus 
einer  Lage  in  eine  andere  durch  eine  geradlinige  Trans- 
lation und  eine  Drehung  übergeführt  werden  kann. 

Statt,  wie  es  jetzt  geschehen,  zuerst  A  nach  A'  zu 
bringen,  könnte  man  auch  B  nach  B',  oder  C  nach  C 
oder  überhaupt  einen  beliebigen  Punkt  des  Körpers  aus 
seiner  früheren  in  seine  spätere  Lage  überführen.^ 


Fig.  68. 


1  Die  Grösse  und  Richtung  der  Translation  verändert  sich  hierbei, 
ebenso  die  Lage  der  Drehaxe.  Doch  bleiben  die  Richtung  der  Dreh- 
axe  und  die  Grösse  des  Drehungswinkels  unverändert.    Beim  Beweise 
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Der  Übergang  des  Körpers  aus  einer  Lage  in  eine  an- 
dere vermittelst  einer  Translation  und  einer  Drehung  ist 
somit  auf  unendlich  viele  Arten  möglich. 

Eine  specielle  Art  der  Überführung  ist  besonders 
bemerkenswert,  und  zwar  diejenige,  bei  welcher  die  Rich- 
tung der  Translation  der  Axe  der  Drehung  parallel 
ist  Dass  eine  solche  Überführung  möglich  ist,  findet 
man  folgendermassen :  Der  Körper  sei  durch  die  gerad- 
linige Translation  AA  und  eine 
Drehung  um  die  Axe  A^C  aus 
der  einen  in  die  andere  Lage 
übergegangen  (Fig.  69).  Die  Lage 
des  Körpers  sei  durch  eine  mit 
ihm  fest  verbundene  ebene  Figur 
F  bestimmt,  welche  in  einer  zu 
der  Axe  A'C  senkrechten  Ebene 
gewählt  wird.  Bei  der  Parallel- 
verschiebung geht  F  in  die  Lage 
F^  und  durch  die  Drehung  F^ 
in  F  über,  wobei  zugleich  Fi  in 
seiner  Ebene  bleibt  Nun  kann 
aber  F  auch  so  nach  F  übergeführt  werden,  dass  man 
die  Figur  F  zuerst  translatorisch  in  die  Richtung  der  Axe 
A'C  verschiebt,  bis  sie  in  die  Lage  F^  kommt,  welche  in 
der  Ebene  von  F^  und  F'  liegt,  und  dann  vermittelst 
einer  ebenen  Bewegung  F<^  nach  F  überführt  Als  ebene 
Bewegung  kann  gemäss  §  22  eine  Drehung  um  eine 
gewisse,  zur  Ebene  der  Figur  senkrechte  Axe  BD  ge- 
wählt werden.  Es  sind  FF^  BD  und  AC  einander 
parallel.  Man  erkennt  also,  dass  die  Überführung  des 
Körpers  aus  einer  Lage  in  eine  andere  vermittelst  einer 
geradlinigen  Translation  und  einer  Drehung  um  eine 
der  Translationsrichtung  parallele  Drehaxe  möglich  ist. 


wendet  man  den  in  einfacher  Weise  abzuleitenden  Satz  an,  dass  zwei 
gleich  grosse,  aber  entgegengesetzte  Drehungen  um  parallele  Axen 
zusammen  eine  Translation  ergeben. 
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Die  translatorische  und  die  rotirende  Bewegung  kön-  Schraubenbe- 
nen  gleichzeitig  stattfinden.    Der  Körper  erhält  dann  eine      wegut^. 
Schraubenbewegung  welche,  wenn  man  es  wünscht,  auch 
als  eine  gleichförmige  gewählt  werden  kann.    Es  ergiebt 
sich  also  der  Satz: 

Ein  Körper  kann  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  an- 
dere Lage  vermittelst  einer  gleichförmigen  Schraubenbewe- 
gung übergeführt  werden. 

Die  wirkliche  Bewegung  fällt  im  allgemeinen  nicht 
mit  dieser  Schraubenbewegung  zusammen;  dagegen  kann 
eine  elementare  Bewegung  des  Körpers  aus  einer  Lage 
nach  einer  anderen  unendlich  benachbarten  Lage  als  eine 
Schraubenbewegung  aufgefasst  werden.  Die  Axe,  Winkel- 
und  Oleitgeschwindigkeit  der  Schraubenbewegung  verän- 
dern sich  von  einem  Augenblicke  zu  einem  anderen ;  die 
allgemeinste  Bewegung  des  Körpers  ist  als  eine  Folge 
von  elementaren  Schraubenbewegungen  anzusehen. 

Zur   Bestimmung  der  augenblicklichen  Schraubenaxe  AugenbUck- 
genügt  die    Kenntnis   der    Geschwindigkeiten  von   drei  ^^^  Schmu- 
Punkten   A,  B  und  C  des  Körpers  ^''^^• 

(Fig.   70).    Nach   einem   auf   p.  89  u^.."^^' 

gefundenen   Satze   sind  die  Projec-      ^^^.^^"'^^^^^     i\ 
tionen  der  Geschwindigkeiten  samt-  O  <^^^^  -g^-      \^ \ c, 
licher  Punkte  des  Systemes  auf  die         ^^»^--^/ 
Schraubenaxe  gleich  gross  und  gleich  -* 

der  Gleitgeschwindigkeit.  Trägt  man 
also  von  einem  beliebigen  Punkte  O  aus  die  Geschwin- 
digkeiten ua,  ub  und  uc  der  Punkte  A,  B  und  C  ab 
und  legt  eine  Ebene  durch  ihre  Endpunkte  /Ij,  B^  und 
Q,  so  ist  die  Normale  aus  O  auf  diese  Ebene  parallel 
der  gesuchten  Schraubenaxe  und  ihre  Länge  die  Gleit- 
geschwindigkeit. Die  Lage  der  Schraubenaxe  findet  man, 
indem  man  die  Geschwindigkeiten  zweier  Systempunkte 
wie  z,  B.  i4  und  B  in  die  Gleitgeschwindigkeit  g  und 
die  Drehungsgeschwindigkeit  reo  zerlegt  und  durch  die 
Punkte    Normalebenen   zu   den   Componenten   ro)   legt. 
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Ihre  Schnittlinie  ist  dann  die  Schraubenaxe,  Auch  die 
Winkelgeschwindigkeit  ct>  erhält  man  dann,  indem  man 
eine  bekannte  Oeschwindigkeitscomponente  na  durch  den 
jetzt  ebenfalls  bekannten  Abstand  r  von  der  Schrauben- 
axe dividirt. 

Die  verschiedenen  Lagen  der  augenblicklichen  Schrau- 
benaxe bei  der  Bewegung  des  Körpers  bilden  eine  Re- 
gelfläche im  Räume.  In  jedem  Augenblicke  fällt 
eine  dem  Körper  angehörende  Gerade  mit  der  augen- 
blicklichen Drehaxe  2xisammen.  Alle  diese  Geraden  bil- 
den eine  zweite,  mit  dem  Körper  fest  verbundene  Regel- 
fläche. Man  sieht  jetzt  ohne  Schwierigkeit  ein,  dass  die 
ganze   Bewegung  folgender massen  erklärt  werden  kann: 

Die  allgemeinste  Bewegung  eines  Korpers  kann  dadurch 
hervorgebracht  werden,  dass  eine  mit  dem  Körper  fest 
verbandene  Regelfläche  auf  einer  im  Räume  festen  Regel- 
fläche  roUty  so  dass  die  beiden  Flächen  sich  längs  einer 
geradlinigen  Erzeugenden  berühren,  und  zugleich  in  der 
Richtung  dieser  Erzeugenden  gleitet  Die  gemeinschaft- 
liche Beruhrungsgerade  beider  Flächen  ist  die  momentane 
Schraubenaxe. 


§  28. 

Übungsaufgaben  zur  Lehre  von  der  Bewegung  des 
geometrischen  Punktsystemes. 

1)  Man  berechne  mit  Anwendung  des  Wertes  (Anw.  1,  p.  86). 

abs.  A  Einh. 

w  =  0.00007202 iA 

See. 

der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erddrehung  die  Geschwindigkeit  und 
die  Centripetalbeschleunigung  eines  Punktes  am  Äquator,  wenn  der 
Erdradius  gleich  6371000  m  angenommen  wird. 

2)  Man  berechne  dieselben  Grössen  wie  im  Beispiele  1)  für  einen 
Punkt  auf  der  Polhöhe  von  Zürich  47°  22'  40",  indem  die  Erde  als 
eine  Kugel  mit  dem  obigen  Radius  betrachtet  wird. 
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3)  Eine  Schraube  mit  50  mm  Durchmesser  des  Schraubenbol- 
zens und  5  mm  Ganghöhe  ist  mit  einem  Hebelarme  von  0.9  ra  Länge 
versehen.  Sie  dreht  sich  gleichförmig  und  macht  5  Umläufe  in  der 
Minute.  Zu  berechnen  die  Gleit-  und  Winkelgeschwindigkeit  der 
Schraubenbew^ung  sowie  die  Richtung  und  Grosse  der  Geschwin- 
digkeiten eines  Punktes  des  Gewindeumfanges  und  des  Endpunktes 
des  Hebelarmes. 

4)  Ein  Stab  AB,  welcher  einem  Gelenkvierecke  mit  einer  festen 
horizontalen  Seite  CD  angehört  (Fig.  71),  hat  eine  ebene  Bewegung. 
Man  suche  einen  Punkt  des 
Stabes  auf,  dessen  Geschwin- 
digkeit eine  gegebene  Richtung 
hat,  speciell  einen  Punkt  mit 
horizontaler    Geschwindigkeit. 

5)  Eine  Gerade  hat  eine 
ebene    Bewegung.     Man    be-  ^^* 

stimme  die  Curve,  welche  die  Enveloppe  der  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  der  Geraden  ist. 

6)  Eine  geradlinige  Strecke  AB  gleitet  mit  ihren  Endpunkten 
auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  (Beispiel  1,  §  24).  Die 
Bahncurve  eines  beliebigen  Systempunktes  in  Bezug  auf  die  beiden 
Geraden  als  Coordinatenaxen  soll  analytisch  bestimmt  werden. 

7)  Bei  der  Bewegung  der  Strecke  AB  im  Beispiele  6)  sind  die 
verschiedenen  Lagen  von  AB  Tangenten  einer  Curve,  und  zwar  ist 
der  Berührungspunkt  der  Fusspunkt  der  Senkrechten,  welche  von  dem 
augenblicklichen  Drehpunkte  auf  AB  gefällt  wird.  Man  construire  die 
Curve  und  stelle  ihre  Gleichung  auf. 

8)  Die  Kurbel  OA  (Fig.  59)  des  Beispieles  2,  §  24  dreht  sich 
gleichförmig  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  <o.  Man  construire  eine 
Curve  so,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  B  der  Schut)stange 
von  B  aus  senkrecht  zu  OB  abgetragen  wird. 

9)  Man  berechne  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Schubstange  in 
der  Drehung  um  den  augenblicklichen  Drehpunkt. 

10)  Man  bestimme  graphisch  die  Polcurven  für  die  Bewegung 
der  Schubstange. 

11)  Für  die  Schubstange  im  Beispiele  2,  §  24  hat  man  a>r. 
Es  ist  a  =  r  ein  Grenzfall,  für  welchen  analytisch  und  graphisch  die- 
jenige Curve  aufgesucht  werden  soll,  welche  von  dem  Halbirungs- 
punkte  der  Schubstange  AB  beschrieben  wird. 

12)  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  eine  Gerade  dessel- 
ben einen  festen  Kreis  berührt  und  ein  Punkt  dieser  Geraden  längs 
einer  festen  Tangente  des  Kreises  sich  bew^t.    Man  beweise,  dass  die 
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Poicurven   zwei   congruente  Parabeln  sind.    Welche  Curve  beschreibt 
der  Scheitel  der  rollenden  Parabel? 

13)  Man  berechne  das  Verhältniss  —  zwischen    den   Winkelge- 

schwindigkeiten  am  Universalgelenke  auf  Grund  der  Relationen 

d(pi  dq>2 

und  der  aus  dem  Dreiecke  FAC  in  der  Figur  66  a  erhaltenen  Relation 
cos  9r/i  cos  ff2  +  sin  <pi  sin  9?2  cos  a  =  0. 

14)  Man  untersuche,  für  welche  Werte  von  q>i  die  beiden  mit 
einem  Universalgelenke  verbundenen  Axen  mit  derselben  Winkel- 
geschwindigkeit sich  drehen. 

15)  Man  berechne  den  Ungleichförmigkeitsgrad  am  Universal- 
gelenke für  a  =  0^  10^  20° .  . .  60^ 

16)  Zu  bestimmen  die  beiden  Axenkegel  der  sphärischen  Bewegung 
am  Universalgelenke.  Welchen  Wert  hat  die  Winkelgeschwindigkeit 
in  der  Drehung  um  die  augenblickliche  Axe? 

17)  Zu  beweisen,  dass  eine  Gerade  AB  des  Raumes  durch  eine 
Drehung  aus  der  Lage  AB  in  eine  beliebige  Lage  A'B'  übergeführt 
werden  kann.  Die  Axe  der  Drehung  ist  die  Schnittlinie  von  zwei 
Ebenen,  welche  senkrecht  auf  den  Strecken  AA'  und  BB'  in  ihren 
Halbirungspunkten  stehen. 

18)  Zu  beweisen,  dass  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  einer  Geraden,  welche  eine  allgemeine  Bewegung  im  Räume 
besitzt,  in  der  Richtung  der  Geraden  selbst  gleich  gross  sind. 

19)  Man  suche  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  D,  welcher 
vermittelst  dreier  Stäbe  AD,  BD  und  CD  mit  den  Punkten  A,  B  und 
C  verbunden  ist,  wenn  die  Geschwindigkeiten  dieser  drei  Punkte 
gegeben  sind. 


Dritter  Abschnitt. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  der 

Bewegungen    eines    unveränderlichen 

geometrischen  Punktsystems.    Relative 

Bewegung. 

§  29. 

Zasammensetzong  von  Translationen;  Zusammensetzung 
einer  Dreliung  mit  einer  Translation. 

Ebenso  wie  ein  geometrischer  Punkt  mehrere  gleich-  Zusammen- 
zeitige  Bewegungen  besitzen  kann,  die  man  zu  einer  ein-  säzung  und 
zigen  Bewegung  zusammensetzt,  oder  eine  Bewegung  des  Z^rUg^ng- 
Punktes  in  mehrere  Bewegungen  aufgelöst  werden  kann, 
sind  auch  mehrere  gleichzeitige  Bewegungen  eines  geo- 
metrischen Punktsystems  oder  eines  geometrischen  Kör- 
pers möglich,  die  zu  einer  einzigen  Bewegung  zusam- 
mengesetzt werden  können.  Umgekehrt  lässt  sich  eine 
vorhandene  Bewegung  in  mehrere  Bewegungen  zer- 
legen. Die  zusammengesetzte  Bewegung  heisst  resulti- 
rende  Bewegung;  diejenigen  Bewegungen,  aus  welchen 
sie  zusammengesetzt  ist,  nennt  man  Componentenbewe- 
gongen.  Bei  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  des 
geometrischen  Körpers  bestimmt  man  diejenigen  Bewe- 
gungen, welche  jeder  Punkt  ausführt  und  setzt  sie  nach 
den  für  den  geometrischen  Punkt  geltenden  Gesetzen 
zusammen.    Die  Zerlegung  ist  die  umgekehrte  Operation. 
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•^-s, 


^v:'-:i"l-i:ir-^v^'^ 


Weil  die  Regeln  für  die  Zerlegung  ohne  weiteres  aus 
den  Regeln  für  die  Zusammensetzung  folgen,  werden  sie 
im  allgemeinen  nicht  in  jedem  Falle  besonders  angeführt 
werden. 
Zwei  oder  Ein  Körper  habe  zwei  gleichzeitige  Parallelbewegungen. 
fnehrere    Pa-  Dy^xch   die   eine   komme   ein  Punkt  des  Systems  von  A 

rutLelbewe^ 

minsnn  ^^^  ^'  durch  die  andere  von  A  nach  C  (Fig.  72).  Ein 
anderer  Punkt  A  komme  bei  der  ersten  Translation  nach 
B\  bei  der  zweiten  nach  C;  dabei  sind  AB'  und  AB  gleich 
gross  und  parallel,  sowie  AO  und  AC  gleich  gross 
C^  und  parallel.  Die 

zusammenge- 
setzte Bewe- 
gung führt  A 
nach  dem  Punkte 
D,  der  Qegen- 
ecke  zu  A  in 
einem  Parallelo- 
""'-..^  /        '    gramm,  in   wel- 

""-^-^     /  chemi4Äundi4C 

"^  zusammenstos- 

^^'  sende  Seiten  sind. 

Ebenso  geht  A  in  D'  über,  wobei  D'  die  Qegenecke 
zu  A  im  Parallelogramme  A&CD'  ist  Die  Parallelo- 
gramme sind  congruent  und  ihre  Seiten  sind  paarweise 
parallel.  Somit  ist  auch  AD'  parallel  und  gleich  gross 
mit  AD.  Das  für  A  in  Bezug  auf  A  gefundene  gilt 
für  einen  beliebigen  Punkt  des  Körpers,  und  hieraus  folgt, 
dass  die  zusammengesetzte  Bewegung  wieder  eine  Pa- 
rallelbewegung ist. 

In  derselben  Weise  zeigt  man,  dass  die  resultirende 
Bewegung  mehrerer  Parallelbewegungen  wieder  eine  Pa- 
rallelbewegung ist. 

Die  allen  Punkten  des  Körpers  gemeinsame  Trans- 
lationsgeschwindigkeit ergiebt  sich  bei  zwei  gleichzeitigen 
Parallelbewegungen  durch  Zusammensetzung  vermittelst 


^K 


Drehaxe, 
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des  Parallelogrammgesetzes,  bei  drei  oder  mehr  Bewe- 
gungen mit  Hülfe  des  Parallelepiped-,  bez.  Polygon- 
gesetzes; auch  kann  man  die  resultirende  Geschwindig- 
keit analytisch  wie  beim  geometrischen  Punkte  erhalten 
(§  13).  Geometrisch  wird  die  Translationsgeschwin- 
digkeit durch  eine  Strecke  von  bestimmter  Grösse  und 
Richtung  dargestellt,  welche  parallel  sich  selbst  im 
Räume  verschoben  werden  kann. 

Ein    geometrischer    Körper    besitze    gleichzeitig   eine  Drehung  und 
Drehbewegung  und  eine  translatorische   Bewegung  mit   Ttö/wäzZ/ö/i 
«iner  zur  Drehaxe  senkrechten  Geschwindigkeit.    Es  soll  ^^^^^^^  ^^'^ 
bewiesen   werden,  dass   die   resultirende  Bewegung  eine 
Drehung  um  eine  der  ge-  \  i 

gebenen  Drehaxe   parallele  y— i j -j 

Axe  und  mit  derselben  Win-  j     \f  •  /*^     / 

kelgeschwindigkeit  ist  /  ^-l/-._--_-.a-_.----^^    / 

Um     dies     zu     zeigen,  f  i\ 

schneidet  man  den  Körper      /        j      "**]    / 

mit  einer  zur  Drehaxe  senk-  j  i 

rechten     Ebene     (Fig.   73).  '      p.    ^3      ' 

Dabei  erhält  man  eine  ebene 

Figur,  welche  sich  um  eine  Normale  zu  ihrer  Ebene  dreht 
und  noch  eine  translatorische  Bewegung  in  ihrer  Ebene 
besitzt.  Die  resultirende  Bewegung  ist  folglich  eine  ebene 
Bewegung,  d.  h.  in  jedem  Augenblicke  eine  Drehung  um 
«ine  zur  Ebene  senkrechte  Axe.  Um  diese  Axe  zu  finden, 
braucht  man  nur  denjenigen  Punkt  O'  der  Ebene  aufzu- 
suchen, dessen  resultirende  Geschwindigkeit  auf  Grund 
der  Rotation  und  der  Translation  gleich  Null  ist.  Die 
Geschwindigkeit  der  Translation  sei  c,  die  Winkelge- 
schwindigkeit der  Drehbewegung  a>  und  O  der  Schnitt- 
punkt der  Drehaxe  mit  der  Ebene.  In  der  Ebene  werde 
von  O  aus  eine  zur  Richtungslinie  von  c  senkrechte  Ge- 
rade gezogen.  Ein  Punkt  O'  dieser  Geraden  in  dem 
Abstände  a  von  O  erhält  durch  die  Drehung  die  zur 
Geraden  senkrechte  Geschwindigkeit  aw.    Wählt  man  den 
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Punkt  O'  zugleich  auf  derjenigen  Seite  von  O,  auf  welcher 
die  Richtungen  von  a(o  und  von  c  entgegengesetzt  sind 
und  nimmt  a  so  an,  dass  c=^aio  ist,  d.  h. 

c 
a=  -f 

CO 

so  ist  O'  der  gesuchte  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  NulL 
Zur  Bestimmung  der  Winkelgeschwindigkeit  Q  bei 
der  Drehung  um  die  Axe  durch  O'  beachte  man,  dass 
der  Punkt  O  nur  die  auf  seinen  Radius  O'O  senkrechte 
Geschwindigkeit  c  besitzt.    Somit  ist 

und 

(69)  ä  =  ^  =  co. 

Die  Drehung  um  die  neue  Axe  erfolgt  in  demselben 
Sinne  wie  um  die  ursprüngliche  Axe;  man  erhält  also 
den  Satz: 

Die  aus  einer  Drehung  und  einer  Translation  senkrecht 
zur  Axe  der  Drehung  resultirende  Bewegung  ist  eine  Dreh- 
ung in  demselben  Sinne  wie  die  ursprüngliche  und  mit 
derselben  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  der  ur- 
sprünglichen  Axe  parallele  Axe.  Die  Ebene  der  beiden 
Axen  ist  senkrecht  zur  Richtung  der  Translationsgeschwin- 
digkeit c,  und  der  Abstand  a  der  Axen  ist  gleich   dem 

Quotienten  -.    Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  die  neue 

CO 

Axe  auf  derjenigen  Seite  der  ursprünglichen  Axe  gelegen 
ist,  auf  welcher  die  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  in- 
folge der  Translation  und  der  Drehung  einander  entge- 
gengesetzt sind. 

Umgekehrt  kann  eine  gegebene  Rotation  in  eine  Ro- 
tation mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  der 
ersteren  Axe  parallele  Axe  und  eine  Parallelbewegung 
zerlegt  werden,  deren  Richtung  senkrecht  zur  Ebene  der 
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beiden  Axen  ist.  Die  Geschwindigkeit  der  Parallelbewe- 
^ung  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Drehung  und  dem  Abstände  beider  Axen  von 
einander,  ihr  Sinn  ist  derselbe  wie  derjenige  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  der  neuen  Axe  infolge  der 
Drehung  um  die  ursprüngliche  Axe. 

In  §  21  ist  die  Zusammensetzung  einer  Drehung  mit  Drehung  und 
•einer  Translation  in    der  Richtung  der  Drehaxe  betrachtet   '^''^^^j^^^ 
worden.    Die  resultirende  Bewegung  ist  eine  Schrauben-     onhaxe 
bewegung. 

Es  bleibt  noch  die  Zusammensetzung  einer  Drehbe-  Drehung  und 
wegung  des  geometrischen  Körpers  mit  einer  beliebigen  J^^^^^^^ 
Parallelbewegung  übrig.  Zu  diesem  Zwecke  wird  die 
Parallelbewegung  in  eine  der  Drehaxe  parallele  und 
-eine  zu  ihr  senkrechte  Componente  zerlegt.  Die  Drehung 
wird  in  der  oben  betrachteten  Weise  mit  der  letzteren 
Componente  zusammengesetzt,  wobei  eine  neue  Drehung 
um  eine  der  früheren  Axe  parallele  Axe  resultirt.  Die 
erstere  Translationscomponente  giebt  dann  zusammen  mit 
dieser  Drehung  eine  Schraubenbewegung. 

§  30. 
Zusammensetzung  zweier  Drehungen  um  parallele  Axen. 

Wenn  ein  Körper  eine  Drehung  um  eine  Axe  hat, 
welche  einem  Systeme  angehört,  das  sich  selbst  um  eine 
der  ersteren  Axe  parallele  Axe  dreht,  so  setzt  sich 
die  resultirende  Bewegung  des  Körpers  aus  zwei  Dreh- 
ungen um  parallele  Axen  zusammen.  Hierbei  sind  drei 
Fälle  möglich,  welche  von  einander  unterschieden  wer- 
den müssen. 

a)   Die   beiden   Drehungen  erfolgen  um    Drehungen 
parallele  Axen   und  in  demselben   Sinne,  um  parallele 
Um  die  resultirende  Bewegung  zu  finden,  betrachtet  man  ^^"^  "*  ^'^' 
eine   mit  dem    Körper  fest  verbundene   ebene   Figur  in  ^^  ^^ 
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einer  Normalebene  zu  den  Drehaxen.  Diese  ebene  Figur 
bleibt  bei  beiden  Drehungen  in  ihrer  Ebene,  so  dass  also 
der  Körper  eine  ebene  Bewegung  besitzt,  welche  in  je« 
dem  Augenblicke  eine  Drehung  um  eine  zur  Ebene  der 
Figur  senkrechte  und  folglich  den  beiden  Drehaxen 
parallele  Axe  ist.  Zur  Bestimmung  der  Lage  dieser  Axe 
sucht  man  denjenigen  Punkt  der  Ebene  auf,  dessen  re- 
sultirende  Geschwindigkeit  infolge  der  beiden  Drehungen 
gleich  Null  ist. 

Es  seien  O  der  gesuchte  Punkt,  Q  die  gesuchte  Win- 


fl 


-#^1^ 


Fig.  74. 


kelgeschwindigkeit,  O^ 
und  O2  die  Schnitt- 
punkte der  gegebenen 
Drehaxen  mit  der 
Ebene,  <üi  und  cog  die 

beiden  Winkelge- 
schwindigkeiten   (Fig> 
74).   Die  beiden  Dreh- 
ungen    erteilen      ei- 
nem auf  der  Verbin- 


dungslinie O1O2,  zwischen  Oj  und  Og  liegenden  Punkte  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Geschwindigkeiten.  Benennt  man 
die  Abstände  dieses  Punktes  von  Oj  und  Og  a^  und  a^y 
so  ist  die  Geschwindigkeit  infolge  der  Drehung  (o^  gleich 
öifoi  und  die  Geschwindigkeit  infolge  der  Drehung  a>^ 
gleich  cL^iü^.  Die  resultirende  Geschwindigkeit  wird  somit 
gleich  Null  für 


öl«!  =  fl2Ö>2, 

oder 

(70) 

Ol  _  e.>2 

02          <Ui 

d.  h.  O  teilt  den  Abstand  O^O^  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse der  Winkelgeschwindigkeiten  und  liegt  zwischen 
Ol  und  O2. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ß  der  resultirenden  Dreh- 
ung berechnet  man  aus  der  Geschwindigkeit  eines  zweck- 
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massig  gewählten  Punktes,  z.  B.  des  Punktes  Og  (oder  Oj). 
Die  resultirende  Drehung  erteilt  diesem  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeit a^Of  die  Drehungen  (o^  und  cog  zusammen 
die  Geschwindigkeit  {a^  +  a^  (o^.    Also  ist 


u. 


und  infolge  (70) 
(71) 


ß  rzz  CO,  H ^  O), 

^02 


ß  =  a>i  -|-  ^2" 


D/;?  resultirende  Bewegung  zweier  in  demselben  Sinne 
erfolgenden  Drehungen  um  parallele  Axen  ist  also  eine 
Drehung  in  demselben  Sinne  um  eine  den  gegebenen 
Axen  parallele  und  zwischen  ihnen  liegende  Axe,  welche 
in  ihrer  Ebene  liegt  und  ihren  Abstand  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Winkelgeschwindigkeiten  teilt  Die  re- 
sultirende Winkelgeschwindigkeit  ist  gleich  der  Summe 
der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten. 

b)  Die  beiden   Drehungen  erfolgen  um  Drehungen  in 
parallele  Axen  in  entgegengesetztem  Sinne;   ^f^^i^nge- 
die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  sind  ^^^^^'"^'''''''• 
ungleich    gross.     Angenommen,  dass    a>i    grösser 
als    (02    sei.     (Fig. 
75).     In    derselben 
Weise    wie  in  dem 
Falle    a)     erkennt 
man,  dass  die   re- 
sultirende   Bewe- 
gung eine  Drehung 
um    eine   der   ge- 
gebenen   Axe    pa- 
rallele Axe  ist.  Diese  ^'^^'  "^S- 
Axe    schneidet    die    Ebene  in  einem    Punkte  O  auf  der 
Verlängerung  von  O^O^  über  O^  hinaus.   Dabei  hat  man 
mit  den  Bezeichnungen  der  Figur 
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(72)  "^=^. 

Der  Punkt  O  teilt  den  Abstand  O1O2  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Winkelgeschwindigkeiten  und  liegt  aus- 
serhalb des  von  den  beiden  Axen  eingeschlossenen  Strei- 
fens. Wenn  man  die  Geschwindigkeit  z.  B.  des  Punktes 
O2  in  Betracht  zieht,  so  findet  man  für  die  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit  ii 


ii=Z  0)i 


öl 


Oh (o 


und  gemäss  der  Gleichung  (72) 

(73)  ß  =  ft>i  —  ft>2- 

Somit:  Zwei  in  entgegengesetztem  Sinne  erfolgende 
Drehungen  um  parallele  Axen  setzen  sich  zu  einer  einzigen 
Drehung  um  eine  diesen  Axen  parallele  Axe  zusam- 
men, welche  in  der  Ebene  der  Axen  liegt  und  den  Abstand 
beider  Axen  von  einander  im  umgekehrten  Verhältnisse 
der  Winkelgeschwindigkeiten  teilt  Die  resultirende  Win- 
kelgeschwindigkeit ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den 
beiden  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten,  und  die  Dreh- 
ung hat  denselben  Sinn  wie  die  Componente  mit  der 
grösseren  Winkelgeschwindigkeit. 
Drehpaar.  c)Die  beiden  Drehungen  erfolgen  in 
entgegengesetztem  Sinne  um  parallele 
Axen  und  ihre  Winkelgeschwindigkeiten 
sind  gleich  gross.  Ein  solches  System  wird  ein 
Drehpaar  oder  Rotationspaar  genannt  Ein 
Drehpaar  erteilt  dem  Körper  eine  translatorische  Bewe- 
gung. Bei  dem  Versuche  wie  im  Falle  b)  zu  verfahren, 
erhält  man  in  der  That  eine  resultirende  Winkelgeschwin- 
digkeit Q  gleich  Null  und  eine  Axe,  welche  den  Abstand 
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beider  Axen  in  dem  Verhältnisse  1 : 1  teilt,  d.  h.  unend- 
lich fem  liegt.  Die  zusammengesetzte  Bewegung,  welche 
also  eine  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Null 
um  eine  unendlich  ferne  Axe  ist,  ist  keine  eigentliche 
Drehung  mehr,  sondern  eine  Parallelbewegung,  wie  man 
leicht  erkennt,  indem  man  die  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  Ol  und  Og  berechnet  (Fig.  76).  Dieselbe  Geschwin- 
digkeit wie  Ol  haben  alle  Punkte  der  durch  Oi  gehenden 
Drehaxe.  Ebenso  ist  es  mit  O2.  Die  beiden  Geschwin- 
digkeiten sind  parallel  und  ^ 
gleich    fla>,  wo    a    der    Ab-              (j  1^ 

stand  beider  Axen  und  co  die  1 — 1 j 

gemeinsame  Winkelgeschwin-         /     j  ! 

digkeit  beider  Drehungen  ist        /    e:jjii--vi-?^-i-A^ 
Folglich    ist  aco   die    resulti-       /      J\  f\ 

rende      Translationsgeschwin-      /    '^^i °"^\ 

digkeit.    Man  erhält  den  Satz:  1  j 

Die  resultirende  Bewegung  Fig.  76. 

zweier    im    entgegengesetzten 

Sinne  erfolgenden  Drehungen  mit  derselben  Winkelge- 
schwindigkeit um  parallele  Axen  ist  eine  Translation  mit 
einer  Geschwindigkeit,  deren  Richtung  senkrecht  zur  Ebene 
der  Drehaxen  und  deren  Grösse  gleich  dem  Producte  der 
gemeinsamen  Winkelgeschwindigkeit  in  den  Abstand 
zwischen  den  Drehaxen  ist  Der  Abstand  a  heisst  der 
Arm,  das  Product  aco  das  Moment   des  Drehpaares. 

Umgekehrt  kann  eine  Translation  eines  Körpers  durch 
ein  Drehpaar  ersetzt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  wählt 
man  zwei  parallele  Axen,  welche  senkrecht  zur  Transla- 
tionsgeschwindigkeit sind,  und  eine  solche  Winkelge- 
schwindigkeit G>,  dass  das  Moment  des  entstandenen 
Drehpaares  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit  ist. 
Dabei  ist  noch  zu  beachten,  dass  die  beiden  Drehungen 
den  richtigen  Sinn  bekommen,  und  zwar  so,  dass  die  Punkte 
der  einen  Drehaxe  infolge  der  Drehung  um  die  andere  Axe 
Bewegungen  in  der  Richtung  der  Translation  annehmen. 

9 
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Wenn  die  Axe  der  beiden  gleich  grossen  Winkel- 
geschwindigkeiten sich  mehr  und  mehr  nähern,  so  neh- 
men das  Moment  des  Drehpaares  und  die  Geschwindig- 
keit der  Translationsbewegung  ab.  Indem  die  beiden 
Axen  schliesslich  zusammenfallen,  werden  beide  Grössen 
gleich  Null.  Natürlich  müssen  auch  zwei  gleich  grosse 
und  entgegengesetzt  gerichtete  Drehungen  eines  Körpers 
um  dieselbe  Axe  einander  aufheben. 


Drehungen 

um  Axen 

durch  einen 

Punkt. 


§  31. 

Zusamaiensetzung  zweier  Drehungen  um  Axen,  welche 
sich  schneiden« 

Wenn  ein  Körper  zwei  gleichzeitige  Drehungen  um 
die  durch  den  Punkt  O  gehenden  Axen  OC^  und  OC^  be- 
sitzt, so  ist  die  resultirende  Bewegung  auch  eine  Drehung 
um  eine  Axe  durch  denselben  Punkt  O  (Fig.  77).    Denn 

O  bleibt  bei  beiden  Dreh- 
ungen unbeweglich,  somit 
auch  bei  der  resultirenden 
Bewegung;  diese  ist  also 
eine  Drehung  um  eine  Axe 
durch  O.  Zur  Bestimmung 
der  Lage  der  Drehaxe  sucht 
man  diejenigen  Punkte  in 
der  durch  die  beiden  gege- 
benen Axen  geführten  Ebene 
auf,  welchen  die  beiden  Drehungen  gleich  grosse  und  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Geschwindigkeiten  erteilen.  Es 
seien  (o^  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  um  OQ, 
a>2  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  um  OQ,  jc^  der 
Abstand  eines  Punktes  A  von  OQ  und  x^  der  Abstand  dessel- 
ben Punktes  von  OC^-  Durch  die  Drehung  a>i  erhält  A  die 
Geschwindigkeit  JCicoi,  durch  die  Drehung  cog  die  Geschwin- 
digkeit X2ö>2.  Die  Axe  OC  muss  so  gewählt  werden,  dass 
(74)  jCi  coi  =  jCa  0)2 


Fig.  77. 
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ist,  was  immer  möglich  ist.  Diese  Axe  der  resultirenden 
Drehung  teilt  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Dreh- 
axen  in  die  beiden  Teile  a^  und  ag,  wobei 

jCi  =  OA  .  sin  a^;  x^  =  OA  .  sin  og 
ist.    Mit  Hinzuziehung  der  Gleichung  (74)  erhält  man  dann 


(75) 


sin  Qi Xi Ö>2 

sin  a^       x^       (Ol' 

Um  die  Winkelgeschwindigkeit  w  der  resultirenden 
Drehung  zu  erhalten,  berechne  man  z.  B.  die  Geschwin- 
digkeit des  auf  der  Axe  OQ  liegenden  Punktes  A  (Fig. 
78).  Von  A  aus 
zieht  man  eine  Senk- 
rechte AB  auf  OC2 
und  eine  Senkrechte 
AD  auf  OC    Die^' 

Geschwindigkeit 
von  A  ist  infolge 
der  resultirenden 
Drehung  Q  gleich 
AD .  Q  und  infolge 
der  beiden  Drehun-  Fig.  78. 

gen  ft>i  und  a>2  gleich  AB .  cog.    Somit  folgt 

AD.Ü  =  AB.(02, 
und  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

AB  =:  OA  .  sin  {a^  +  o^), 
AD  =  OA  sin  a^ 
erhält  man  ferner 

sm  Qi  ^ 

Durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung 

(75)  findet  man  noch  die  Analogien 

(76)  a>i :  ö>2 :  fl  =  sin  o^ :  sin  a^ :  sin  (a^  +  og). 

Eine  einfache   Behandlung  der  Drehungen  und  ihrer 
Zusammensetzung  ergiebt  sich  durch  eine  geometrische 


Rotations- 
linie. 
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Darstellung  mit  Hülfe  der  sog.  Rotationslinie, 
Diese  ist  eine  Strecke,  der  Länge  nach  gleich  der  in  ei- 
nem bestimmten  Massstabe  gemessenen  Winkelgeschwin- 
digkeit, welche  auf  der  Drehaxe  abgetragen  wird  und 
zwar  in  einem  bestimmten  Sinne,  so  dass  daraus  der 
Sinn  der  Drehung  hervorgeht.  Man  trifft  z.  B.  das  Über- 
einkommen, dass  die  Rotationslinie  so  abzutragen  ist, 
dass  die  Drehung  von  links  nach  rechts  für  eine  Person 
zu  erfolgen  scheint,  deren  Längenaxe  von  den  Füssen 
nach  dem  Kopfe  dem  Sinne  nach  mit  der  Rotationslinie 
übereinstimmt.  So  wäre  z.  B.  die  Rotationslinie  für  die 
Drehung  der  Uhrzeiger  von  der  Uhrtafel  nach  vorne,  die 
Rotationslinie  für  die  Erddrehung  vom  Mittelpunkte  ge- 
gen den  Südpol  u.  s.  w.  abzutragen.  Der  Endpunkt  der 
Rotationslinie  wird  gewöhnlich  durch  einen  kleinen  Halb- 
kreis bezeichnet  (Siehe  Fig.  78). 
ParaUeUh  In  der  Figur   78  sind   die  Winkelgeschwindigkeiten 

gramm  der  q,^  y^wA  (o^  auf  den  entsprechenden  Drehaxen  als  Rotations- 
A'^^L'  ^^"^^"  abgetragen.  Die  Gleichungen  (76)  zeigen  dann 
^^  unmittelbar,  dass  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 
Q  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  ist,  in  welchem 
ö)i  und  C02  Seiten  sind,  wie  OO^OO^  in  der  Figur  78. 
(Man  vergleiche  die  Formel  24,  §  13).  Dieses  Parallelo- 
gramm heisst  das  Parallelogramm  der  Winkel- 
geschwindigkeiten. Zugleich  erkennt  man,  dass 
zwei  Drehungen  um  Axen  durch  denselben  Punkt  mit 
Hülfe  der  Rotationslinien  genau  so  wie  Translationen 
eines  Körpers,  Geschwindigkeiten  oder  Beschleunigungen 
eines  Punktes  zusammengesetzt  werden. 

Dasselbe  gilt  für  beliebig  viele  Drehungen  um  Axen 
durch  denselben  Punkt.  Für  drei  Drehungen  hat  man 
auf  diese  Weise  eine  Parallelepipedregel,  für  eine  belie- 
bige Anzahl  von  Drehungen  eine  Polygonregel.  Die  re- 
sultirende Strecke  wird  immer  als  Rotationslinie  einer 
Drehung  um  eine  Axe  durch  den  gemeinsanien  Schnitt- 
punkt  der   verschiedenen   Axen    aufgefasst.    Durch   die 
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Rotationslinie  ist,  wie  früher  gesagt,  die  Drehung  in  Bezug 
auf  die  Lage  der  A x e,  die  Grösse  der  Win- 
kelgeschwindigkeit und  den  Drehsinn  be- 
stimmt Analytisch  wird  die  Zusammensetzung  mit  Hülfe 
ganz  ähnlicher  Formeln  ausgeführt  wie  die  in  §  13  ent- 
haltenen Formeln  für  Geschwindigkeiten.  Nur  muss 
überall  die  Geschwindigkeit  u  durch  die  Winkelgeschwin- 
digkeit o>  ersetzt  werden,  und  statt  der  Richtungswinkel 
einer  Geschwindigkeit  hat  man  die  Richtungswinkel  einer 
Rotationslinie  zu  setzen. 

In  allen  den  oben  behandelten  Fällen  sind  nur  mo- 
mentane Bewegungen,  Translationen  oder  Drehungen^ 
betrachtet  worden,  was  darauf  hinauskommt,  den  Ge- 
schwindigkeitszustand des  Körpers  in  einem  bestimmten 
Augenblicke  zu  erforschen.  Ferner  umfassen  die  betrach- 
teten Fälle  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  des 
geometrischen  Körpers  noch  nicht  alle,  welche  vorkom- 
men können.  Es  lassen  sich  aber  alle  übrigen  Fälle  auf 
Grund  des  oben  dargestellten  behandeln;  einige  weitere 
Beispiele  kommen  unten  in  den  Anwendungen  vor. 

^§  32. 

Anwendungen  der  Regeln  zur  Zusammensetzang  der 
Bewegungen. 

1)  Eine  Drehung  soll  mit  einer  zur  Axe  der  Drehung  senkrechten 
Translation  mit  Anwendung  der  Resultate  in  §  30  zusammengesetzt 
werden  (Fig.  79).  Zu  diesem 
Zwecke  wird  die  translatorische 
Geschwindigkeit  c  durch  ein  Ro-  . 

tationspaar  ersetzt,  welches  man  / 

so  wählt,   dass  die  eine  Winkel-        / 
geschwindigkeit  <o  die  gegebene      / 
Winkelgeschwindigkeit «  aufhebt,    / 

indem  ihre  Rotationslinie  auf  der-  ^ 

selben    Geraden    li^  und  den 

entgegengesetzten  Sinn  hat.    Die  I 

andere,    allein     übrig    bleibende  Fig.  79. 
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Winkelgeschwindigkeit  «  ist  gleich  gross  und  von  demselben  Sinne 
mit  der  gegebenen,  und  ihre  Axe  liegt  so,  dass  c  senkrecht  zur  Ebene 
beider  Axen  ist,  und  der  Abstand  a  beider  Axen  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird.  Man  beachte  noch,  dass  die  neue  Axe  auf  die  rich- 
tige Seite  fällt  und  bekommt  so  dasselbe  Resultat  wie  in  §  29. 

2)  Es  sollen  zwei  Drehungen  um  parallele  Axen  mit  einer  zu 
diesen  Axen  senkrechten  translatorischen  Geschwindigkeit  zu  einer 
einzigen  Drehung  zusammengesetzt  werden. 

Nach  §  30  könnten  die  beiden  Drehungen  zuerst  zu  einer  ein- 
zigen Drehung  vereinigt  und  diese  mit  der  Translation  zu  der  resul- 
tirenden  Drehung  zusammengesetzt  werden.  Nur  wenn  die  beiden 
Drehungen  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  gleich  grossen  Winkelge- 
schwindigkeiten erfolgen,  ist  die  resultirende  Bewegung  eine  Trans- 
lation. Es  soll  hier  in  dem  allgemeinen  falle,  dass  eine  Drehung 
entsteht,  die  Axe  dieser  Drehung  direct  bestimmt  werden. 

Mit  den  Bezeichnungen 
und  dem  Coordinatensy- 
steme  in  der  Figur  (80) 
folgen  für  die  Componen- 
ten  Ux  und  Uy  der  Ge- 
schwindigkeit eines  belie- 
bigen Punktes  O  parallel 
den  Coordinatenaxen 


5^^ ^ 


Ux  =C  cos  a  —  QiCDi  sm  «1  —  02  ^^2  S»"  «2' 

Uy  =^  c  sin  a -\-  Qi  o>i  cos  oj  —  Q2  «2  cos  02- 

Mit  Anwendung  der  Formeln 

X  —  Qicosai;  y  =  Qismai, 
a  -  x  =  Q2^^^Vf  y  =  02  sin  og 
erhält  man  ferner 

Ux  =^C  cos  a  -  yoy^  —  y(02, 
Uy  =csma-{-  jfwi  -  {a  -  x)  «2. 
Für  den  Fusspunkt  der  gesuchten  Drehaxe  ist 

tfx  =  0  und  Uy  —0 
somit 
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CCOS  a  -  J^  (o>i  +  0)2)  =  0, 

rsin  a  —  act)2  +  Jf  (ft>i  +  «2)  =0, 


woraus  sich  ergiebt: 


cuo^  —  r  sin  a 


C  cos  a 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  resultirenden  Drehung  ist  gleich 
der  algebraischen  Summe  wi  +  co^  der  beiden  gegebenen  Winkel- 
geschwindigkeiten. 

3)  Ein  Körper  dreht  sich  gleichförmig- mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit o>i  um  eine  horizontale  Axe,  während  diese  Axe  selbst  mit 
der  Constanten  Winkelgeschwindigkeit  a>2  sich  um  eine  verticale  Axe 
dreht,  welche  die  erstere  Axe  schneidet.  Die  resultirende  Drehung 
werde  bestimmt. 

Die  Drehungen  werden  durch  zwei  Rotationslinien,  eine  horizon- 
tale coi  und  eine  verticale  0^2  dargestellt  (Fig.  81).  Zusammen  geben 
sie  die  Diagonale 


eines  Rechteckes,  welche  mit  der  Hori- 
zontalebene einen  durch  die  Gleichung 


tgi' 


_o>2 


Fig.  81. 


bestimmten  Winkel  einschliesst.  Es  bleiben  Q  und  v  unverändert,  die 
Axe  der  resultirenden  Drehung  Ü  dreht  sich  aber  gleichförmig  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  ojj  um  die  verticale  Axe. 

4)  Man  setze  zwei  Drehungen  zusammen,  deren  Axen  sich  im 
Räume  kreuzen. 

Nach  §  29  kann  die  eine  Winkelgeschwindigkeit  sich  selbst 
parallel  nach  einer  Axe  verl^  werden,  welche  die  andere  Axe  schnei- 
det; hierbei  entsteht  eine  durch  diese  Verschiebung  genau  bestimmte 
translatorische  Geschwindigkeit.  Die  beiden  Drehungen  um  die  sich 
schneidenden  Axen  setzen  sich  nach  §  31  zu  einer  einzigen  Drehung 
zusammen.  Die  resultirende  Drehung  wird  dann  mit  der  erhaltenen 
Translation  nach  §  29  zu  einer  Schraubenbewegung  vereinigt.  Zwei 
Drehungen  um  sich  kreuzende  Axen  geben  somit  zusammen  eine 
Schraubenbew^^ng. 

Um  die  resultirende  Schraubenbewegung  näher  zu  bestimmen, 
denkt  man   sich   die  beiden   Rotationslinien  coi  und  a>2  nach  einem 
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Punkte  O  der  gemeinsamen  Normalen  beider  Drehaxen  verschoben 
und  sucht  diesen  Punkt  O  so  zu  wählen,  dass  die  Resultirende  Q 
der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  co^  und  o>2  dieselbe  Richtung  wie 
die  Resultirende  u  der  beiden  translatorischen  Geschwindigkeiten  q 
und  f2  erhält,  welche  bef  der  Verschiebung  der  Drehaxen  entstehen 

(Fig.  82  und  83).  Die  Parallelo- 
gramme zur  Zusammensetzung  von 
to^  und  a>2  einerseits,  q  und  c^  an- 
dererseits liegen  in  der  Figur  83  in 
derselben  Ebene,  einer  Parallelebene 
zu  den  Richtungen  der  beiden  ur- 
sprünglichen Drehaxen.  Mit  den 
Bezeichnungen  in  den  Figuren  folgt 


Fig.  82. 


,¥-^ 


fl  =  «l  +  «2, 

Ci  =  flj  ö>j,  r2  =  Oo  ^* 
ß :  ft)i :  «2  —  sin  O^i  +  ^^2)  •  sin  /?2 :  sin  ßi, 
uiCi'.  ^2  =  sin  {ßi  +  ß2i''  cos  ßz :  cos^^. 
Man  erhält  hieraus 

Ci  _ Oi^i _ cos  1^2 

ai_co2cosß2_ sin ßi    QOSß2_ig ßi 
02  ^ «1  cos/?i ~  sin ^2  *  cos^i "~  tg/?2' 

eine  Gleichung,   welche  die  Lage  der  Axe  der 
Winkelgeschwindigkeit  Q  bestimmt.    Femer  folgt 

a]:  0^:02  =  {igßi  +  igß2):tgßi:igß2. 

fl  :  ^1 :  Ö2  =  sin  0^1  +  /^2)  •  sin  ßi  cos  ßi  '•  sin  /?2  cos  ßi 

und  u  =  acoi  sin  ^j  ^  acoz  sin  /?2- 

Einen  sehr  symmetrischen  Ausdruck  für  die  resultirende  translatorische 
Geschwindigkeit  u  erhält  man  in  folgender  Weise:  Aus  der  letzten 
Gleichung  ergiebt  sich 


Fig.  83. 


Setzt  man  hier 


ii2  —  fl2  o>|  <W2  sin  ßi  sin  ^2- 


sin/?i  =  2^sin(/9|+/?2), 


smß2  =  '^^jsm{ßi  +  ß2) 
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ein,  so  wird 


«  =  ^psin(/?.  +  M 

Die  gefundenen  Resultate  geben  den  Satz  von  Chasles:  Die  re- 
sultirende  Bewegung  aus  zwei  Drehungen  mit  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten co|  und  Q>2  um  Axen,  welche  sich  kreuzen,  ist  eine  Schrau- 
benbew^ung,  deren  Schraubenaxe  den  kürzesten  Abstand  zwischen 
den  Axen  für  a>|  und  002  senkrecht  schneidet  und  mit  diesen  Axen 
zwei  Winkel  ß^  und  ß^  einschliesst,  deren  Sinusse  sich  umgekehrt  wie 
die  Winkelgeschwindigkeiten  «^  und  cwg  verhalten,  endlich  den  genann- 
ten kürzesten  Abstand  im  Verhältnisse  der  Tangenten  der  Winkel  ß^ 
und  /?2  ^^il^'  ^i^  Winkelgeschwindigkeit  Q  der  Schraubenbewegung 
ist  die  Resultirende  der  nach  einem  Punkte  verschobenen  Winkel- 
geschwindigkeiten «1  und  ö>2;  die  Gleitgeschwindigkeit  u  ist  gleich 
dem  Producte  des  kürzesten  Abstandes  ß,  der  Winkelgeschwindigkei- 
ten ö>i  und  »2  und  des  Sinus  des  Winkels  ß^  +  /^2  zwischen  ihren 
Drehaxen,  dividirt  durch  Q. 

§33. 

Relative  Bewegung  eines  Punktes. 

Im  vorhergehenden   ist  die  Bewegung  eines  Punktes,  Absolute  und 
eines  Punktsystemes   oder   eines  Körpers  fast  ohne  Aus-  ^^^^^^^    ^^ 
nähme  auf  ein  Coordinatensystem  oder  auf  andere  Körper     '•'^"^• 
bezogen  worden,  welche  selbst  im    Räume   unbeweglich 
waren.    Die  Bewegung  wird  dann  eine  absolute  Be- 
wegung genannt;  die  bisher  betrachteten  Bewegungen 
waren  also   absolute   Bewegungen.    In   der  Wirklichkeit 
sind  aber  beim  Studium  der  Natur  keine  unbeweglichen 
Systeme   gefunden   worden;   alles    was   wir  beobachten 
können,  wie  die  Himmelskörper  im  Räume,  die  Erde,  die 
Sonne  u.  s.  w.   befindet  sich   in   Bewegung.    Wirkliche 
absolute  Bewegungen  in  dem  obigen  Sinne  existiren  also 
nicht,   sondern   alle  Bewegungen  sind  relative   Be- 
wegungen, d.  h.  Bewegungen,  welche  auf  Coordina- 
tensysteme   oder  Körper  bezogen  werden,   die  selber  in 


138  Erster  Teil. 


Bewegung  sind.  In  vielen  Fällen  ist  jedoch  die  eigene 
Bewegung  des  Coordinatensystems  von  keiner  Bedeu- 
tung für  die  Lösung  des  Bewegungsproblems  und. kann 
unbeachtet  gelassen  werden;  in  anderen  Fällen  ist  das 
Problem  nicht  lösbar,  ohne  dass  man  die  eigene  Bewe- 
gung des  Coordinatensystems  in  Betracht  zieht.  Der 
Unterschied  zwischen  absoluter  und  relativer  Bewegung 
kann  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden:  Eine  Bewe- 
gung wird  absolut  genannt,  falls  sie  auf  ein  Coordinaten- 
System  bezogen  ist,  welches  selbst  im  Ruhezustande  ist 
oder  dessen  Bewegung  unbeachtet  gelassen  werden  kann^ 
relativ  heisst  die  Bewegung  dagegen,  wenn  das  Coordina- 
tensystem  eine  Bewegung  besitzt,  die  auch  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss. 

Beispiele  von  relativer  Bewegung  fehlten  nicht  gänzlich 
im  vorhergehenden.  In  §  12  Fig.  16  wurde  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  M  in  einer  ebenen  Bahn  durch  die 
Parallelverschiebung  der  Geraden  BO  und  die  Bewe- 
gung des  Punktes  M  längs  dieser  Geraden  entstanden 
gedacht.  Die  Bewegung  des  Punktes  M  längs  BC  ist 
die  relative  Bewegung,  seine  Bewegung  in  der  Curve 
die  absolute  Bewegung.  Ferner  ist  ÄC  die  relative 
Bahn,  hier  speciell  geradlinig,  die  ebene  Curve  ist  die 
absolute  Bahn.  Die  relative  Bahn  hat  eine  transla- 
torische Bewegung;  wie  vorher  gezeigt  wurde,  entsteht 
die  absolute  Bewegung  durch  Zusammensetzung  der  re- 
lativen Bewegung  und  der  Bewegung  der  relativen  Bahn- 
linie. 

Ein  anderes  Beispiel  einer  relativen  Bewegung  bietet 
eine  Person  dar,  welche  auf  dem  Deck  eines  Schiffes 
wandert  oder  in  den  Mast  des  Schiffes  hinaufklettert,  wäh- 
rend das  Schiff  in  Fahrt  ist.  Die  relative  Strecke  ist  der 
Richtung  nach  bez.  horizontal  oder  vertical;  zugleich  ist 
das  Schiff  um  ein  gewisses  Stück  in  seiner  Längenrich- 
tung fortgeschritten.  Die  absolute  Bahnstrecke,  d.  h.  die 
auf  die   stillstehende  Wasserfläche   bezogene   Bahn  wird 
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durch   Zusammensetzen  der  beiden   genannten   Strecken 
erhalten. 

Die  Probleme  betreffend  die  relative  Bewegung  eines 
Punktes  sind  hauptsächlich  von  zweierlei  Art: 

1)  Man  kennt  die  Bewegung  eines  Raumes  und  die 
Bewegung  eines  Punktes  innerhalb  dieses  Raumes,  d.  h. 
die  relative  Bewegung;  es  wird  verlangt,  die  absolute 
Bewegung  zu  bestimmen. 

2)  Man  kennt  die  absolute  Bewegung  und  die  Be- 
wegung des  Raumes,  innerhalb  welches  die  relative  Be- 
wegung  erfolgt.    Die   relative   Bewegung  wird  gesucht. 

Beide  Probleme  werden  mit  Hülfe  der  Regeln  für 
die  Zusammensetzung  der  Bewegungen  gelöst.  Die  bei- 
den obigen  Beispiele 
gehören  dem  Falle  1) 
an.  Es  sollen  jetzt 
drei  feste,  auf  einan- 
der senkrechte  Coor- 
dinatenaxen  OX,  OY 
^ind  OZ  (Fig.  84)  ge- 
wählt werden,  auf  wel- 
che die  Bewegungei- 
nes Punktes  bezogen 
wird.  Der  Punkt  be- 
wegt sich  innerhalb 
eines  Raumes,  welcher  selbst  eine  Bewegung  in  Bezug 
auf  die  genannten  Coordinatenaxen  hat  Die  erste  Be- 
wegung ist  dann  die  relative  Bewegung  und  die  zweite 
die  Bewegung  der  relativen  Bahn.  Es  kann  die  Bewe- 
gung des  Raumes  und  der  relativen  Bahn  beispielsweise 
eine  translatorische  Bewegung,  eine  Drehung  um  eine 
feste  Axe  u.  s.  w.  oder  auch  die  allgemeine  Bewegung 
eines  unveränderlichen  Punktsystems  sein  (§  27).  In  der 
Figur  84  sind  I,  II  .  .  V  eine  Anzahl  auf  einander  fol- 
gender Lagen  der  relativen  Bahn,  A,  B\  C,  D'  und  E' 
die  zu    denselben    Zeitpunkten   gehörenden    Lagen    des 
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1 

I 
Punktes  in  seiner  relativen  Bahn,  gezeichnet  für  die 
Lage  I.  Wenn  die  Bahn  sammt  dem  Räume  sich  von 
der  Lage  I  in  die  Lage  II  bewegt  hat,  hat  der  Punkt  sich 
gleichzeitig  in  seiner  Bahn  von  A  nach  B'  bewegt;  durch 
die  Zusammensetzung  beider  Bewegungen  entsteht  die 
wirkliche  Lage  B  in  Bezug  auf  die  festen  Coordinatenaxen; 
wenn  die  Bahn  und  der  Raum  von  II  nach  III  sich  be- 
wegt haben,  ist  der  Punkt  um  das  Stück  B'C  in  seiner 
Bahn  weitergekommen,  und  die  Lage  in  Bezug  auf  die 
festen  Coordinatenaxen  ist  jetzt  C  u.  s.  w.  Die  Figur 
ABCDE  ist  die  absolute  Bahn. 
Geschwin-  In  gleicher  Weise  wie  die   Bewegungen  zusammen- 

digkeiten  bei  gesetzt  werden,  werden  auch  die  Geschwindigkeiten  be- 
relativer  Be-  handelt  Der  in  Bewegung  sich  befindende  Punkt  hat 
wegung.  j^  jedem  Augenblicke  zwei  Geschwindigkeiten,  von  wel- 
chen die  eine  die  Geschwindigkeit  in  der  relativen  Bahn,, 
die  sog.  relative  Geschwindigkeit  ist,  und 
die  zweite  Geschwindigkeit  aus  der  Bewegung  des  Rau- 
mes (oder  was  dasselbe  ist  der  relativen  Bahn)  entsteht. 
Diese  zweite  Geschwindigkeit  ist  identisch  mit  der  Ge- 
schwindigkeit desjenigen  Punktes  des  Raumes,  welcher 
in  dem  gegebenen  Augenblicke  mit  dem  bewegten  Punkte 
zusammenfällt  und  deshalb  der  zusammenfallende 
Systempunkf  heisst.  Durch  Zusammensetzung  der 
beiden,  jetzt  betrachteten  Geschwindigkeiten  entsteht  die 
Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  festen  Axen,  die  sog. 
absolute  Geschwindigkeit;  zu  ihrer  Bestim- 
mung erhält  man  den  Salz:  Die  absolute  Geschwindigkeit 
ist  die  Resultirende  aus  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
der  Geschwindigkeit  des  zusammenfallenden  Systempunktes. 
(In  der  Figur  84  sind  die  drei  Geschwindigkeiten  bez. 
u,  Ur  und  Us  für  die  Lage  B  eingezeichnet).  Die  absolute 
Geschwindigkeit  tf,  welche  durch  ihre  beiden  Compo- 
nenten  Ur  und  Us  völlig  bestimmt  ist,  hat  die  Richtung 
der  Tangente  der  absoluten  Bahn.  Hieraus  ergiebt  sich 
ein   in   manchen   Fällen   bequemes   Verfahren  zur  Con- 


Geometrische  Bewegungslehre,  141 

struktion  der  Tangenten  von  Curven;  in  §  15  wurde 
diese  Methode  als  RobervaTsche  Tangentenmethode 
erwähnt. 

Beim  Probleme  2)  sind  die  absolute  Bewegung  und 
die  Bewegung  des  sich  bewegenden  Raumes  bekannt, 
man  sucht  die  relative  Bewegung  innerhalb  dieses 
Raumes.  Da  die  absolute  Bewegung  die  Resultirende 
der  relativen  Bewegung  und  der  Bewegung  der  relativen 
Bahn  ist,  so  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  man  diese  zweite 
Bewegungscomponente  durch  Hinzufügung  der  dem  Sinne 
nach  entgegengesetzten  Bewegung  vernichtet,  die  relative 
Bewegung  allein  übrig  bleibt  Die  relative  Bewegung 
ist  somit  die  Resultirende  aus  der  absoluten  Bewegung 
und  der  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Bewe- 
gung des  Raumes.  Diese  letztere  Bewegung  heisst  auch 
die  scheinbare  Bewegung  der  Umgebung. 
Für  die  Geschwindigkeiten  ergiebt  sich  in  derselben 
Weise  der  Satz:  Die  relative  Geschwindigkeit  ist  die  Re- 
sultirende aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des 
zusammenfallenden  Systempunktes.  So  zeigt  die  Figur  85 
Ur  als  Diagonale  eines  Parallelo- 
grammes,  in  welchem  u  und  (u^^  wo- 
mit die  entgegengesetzte  Geschwin- 
digkeit zu  Us  bezeichnet  werde, 
zusammenstossende  Seiten  sind. 

Es  verdient  noch  hervorgehoben 
zu  werden,  dass  in  dem  speciellen 
Falle,  in  welchem  die  Bewegung 
des  Raumes  translatorisch  ist,  alle 
Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  ha- 
ben und  somit  die  Geschwindigkeit  des  zusammenfallenden 
Systempunktes  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit  ist. 

Bei  der  Untersuchung  der  bei  der  relativen  Bewegung   ^^chleuni- 
«ines  Punktes  auftretenden  Beschleunigungen  werde  zuerst  ^^^  ^^ 
derjenige  einfache  Fall  betrachtet,  in  welchem  die  Bewe-      wegung. 
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1:0  Translatfh 
rische    Bewe- 
gung des 
Raumes, 


Fig.  86. 


gung  des  Raumes,  innerhalb  welches  die  relative  Bewe- 
gung erfolgt,  eine  translatorische  ist. 

Zur  Zeit  t  sei  u  die  absolute  und  Ur  die  relative  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  iW,  femer  Us  die  Geschwindig- 
keit des  zusammenfallenden 
Systempunktes  (Fig.  86).  Nach 
dem  Satze  auf  p.  140  ist  u  die 
Resultirende  aus  Ur  und  Us  d.  h. 
die  Diagonale  eines  Parallelo- 
grammes  mit  den  Seiten  Ur  und 
Us.  Zu  einer  folgenden  Zeit 
t-\'/\t  sind  dieselben  Ge- 
schwindigkeiten in  derselben  Reihenfolge  bez.  i^-f-Ar/, 
Ur  -\-  £^Ur  und  Us  -f  Att5.  Der  zusammenfallende  System- 
punkt ist  zwar  ein  anderer;  weil  aber  die  Bewegung  des 
Raumes  translatorisch  ist,  so  hat  zur  Zeit  /+A/auch 
derjenige  Punkt,  welcher  zur  Zeit  /  zusammenfallender 
Systempunkt  war,  die  Geschwindigkeit  Us  +  A^5.  Es  ist 
^-|-A//  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  mit  den 
Seiten  Ur  +  A^r  und  Us  +  Aw,.  Also  kommen  drei 
Beschleunigungen  in  Betracht  und  zwar  die  totale  Be- 
schleunigung der  absoluten  Bewegung,  welche  abso- 
lute Beschleunigung  heisst  und  mit  a  bezeich- 
net werde,  die  totale  Beschleunigung  ür  der  relativen 
Bewegung,  welche  relative  Beschleunigung 
genannt  wird,  und  die  totale  Beschleunigung  üs 
des  zusammenfallenden  Systempunktes,  alles  zur  Zeit  L 
Nach  p.  52  hat  man  für  die  Grösse  dieser  Beschleunigun- 
gen bez. 


a  =  lim 


CC 

A/' 
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i 


Geometrische  Bewegungslehre. 


143 


während  ihre  Richtungen  die  Orenzrichtungen  von  bez. 
CC,  CD  und  DC  sind,  wenn  At  sich  der  Grenze  Null 
nähert.  Es  ist  CC  die  Diagonale  eines  Parallelogramms 
mit  den  Seiten  CD  und  DC;  hieraus  folgt,  dass  an 
der  Grenze  a  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  mit 
den  Seiten  ar  und  as  sein  muss.    Also  besteht  der  Satz: 

Bei  relativer  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Raum,  dessen  eigene  Bewegung  translatorisch  ist, 
ist  die  absolute  Beschleunigung  die  Resultirende  aus  der  re- 
lativen Beschleunigung  und  der  Beschleunigung  des  zu- 
sammenfallenden Systempunktes. 

Wäre  die  Bewegung  des  Raumes  nicht  nur  transla- 
torisch, sondern  noch  geradlinig  und  gleichförmig,  so 
hätte  man  Us  =  o,  und  die  relative  Beschleunigung  würde 
identisch  mit  der  absoluten  Beschleunigung  sein. 

Wenn  die  Bewegung  des  Raumes  nicht  translatorisch,  ^-^  AUgemei- 
sondern  ganz  allgemeiner  Natar  ist,  so  kon,m.  zu  den  jetzt  ~  »^J 
betrachteten  Beschleunigungen  noch  eine  vierte  Beschleuni- 
gung hinzu,  die  sog.  zusammengesetzte  centri- 
petale  Beschleunigung,  welche  mit  Ue  bezeichnet 
werde.  Der  Zusammenhang  zwischen  diesen  vier  Be- 
schleunigungen ergiebt  sich  am  einfachsten  durch  geo- 
metrische  Betrachtungen   und  zwar  in  folgender  Weise. 

Zu  einer  Zeit  t  möge  der   betrachtete   Punkt  M  die 
Lage  Afi,  zur 
Zeit     t-\-At 
die  Lage  M^ 

einnehmen, 
wobei  A/sehr 
klein  ist  (Fig. 
87).  Die  Be- 
wegung von 
Afi  nach  M^ 
ist   dann    die 


Fig.  87. 
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absolute  Bewegung.  Die  Lage  des  beweglichen  Raumes 
(oder  des  festen  Körpers),  auf  welchen  die  relative  Be- 
wegung bezogen  wird,  soll  zur  Zeit  t  durch  ein  mit  ihm 
fest  verbundenes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  A 
mit  dem  Anfangspunkte  in  M^  bestimmt  werden.  Zur 
Zeit  t'\-^t  nimmt  das  Axensystem  A  eine  Lage  A^ 
ein,  wobei  die  Axen  nicht  zu  den  entsprechenden  Axen 
in  der  Lage  A^  parallel  sind.  Die  absolute  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  M  zur  Zeit  /  sei  u.  Man  kann  sich 
dann  die  absolute  Bewegung  während  der  Zeit  A/  zu- 
sammengesetzt denken  aus  der  gleichförmigen  Bewegung 
längs  der  Tangente  der  absoluten  Bahn  um  das  Stück 
u.At^zM^M'  und  der  Bewegung  von  M'  nach  Afg, 
welche  durch  die  absolute  Beschleunigung  verursacht 
wird  und  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfängt.  Diese 
letztere  Bewegung  soll  in  drei  Bewegungen  zerlegt  wer- 
den. Die  erste  dieser  Bewegungen  ist  die  relative  Bewe- 
gung in  Bezug  auf  das  Axensystem  A'j  mit  der  relativen 
Ortsveränderung  M'M"  während  der  Zeit  A/.  Um  die 
beiden  anderen  Bewegungen  zu  erhalten,  wird  der 
Übergang  des  Axensystems  A  von  A^  nach  A^  betrachtet. 
Dieser  Übergang  kann  in  folgende  Bewegungen  aufge- 
löst werden:  1)  eine  gleichförmige  translatorische  Bewe- 
gung von  i4i  nach  A^  identisch  mit  der  Bewegung  des 
Punktes  M  von  M^  nach  M'^  2:o  eine  augenblickliche 
Drehung  mit  einer  gewissen  Winkelgeschwindigkeit  cd 
.um  eine  durch  M'  gehende  Axe  Af'C,  wobei  A  in  eine,  in 
der  Figur  nicht  angegebene  Lage  A'  übergeht,  und  zwar  so, 
dass  die  Axen  ihren  Endlagen  in  A^  parallel  sind.  3:o 
eine  translatorische  Bewegung,  welche  das  Axensystem  aus 
der  Lage  A'  in  die  Endlage  A^  überführt.  Bei  der  Dreh- 
ung des  Axensystemes  um  den  Winkel  co  .  A/  um  die  Axe 
M'C  geht  der  Punkt  M  aus  der  Lage  M"  in  die  Lage  M"' 
über,  und  nachher  bei  der  Parallelbewegung  des  Axensyste- 
mes von  M"  in  die  Endlage  Afg,  welche  die  relative  Lage 
des  Punktes  in  Bezug  auf  das  System  A^  ist. 


i 
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Folglich  ist  die  Bewegung  iM'Afg  aus  den  drei  Be- 
wegungen AfAf'',  iW"iW"  und  Af'Afg  zusammengesetzt, 
also  auch  die  absolute  Beschleunigung  a  aus  den  drei 
Beschleunigungen,  die  zu  diesen  drei  Bewegungen  gehö- 
ren. Die  Beschleunigung  bei  der  Bewegung  Af' Af"  ist 
die  relative  Beschleunigung  ar.  Die  Beschleunigung  bei 
der  Bewegung  M''M'''  ist  die  zusammengesetzte  centri- 
petale  Beschleunigung  ac.  Endlich  ist  die  Beschleunigung 
bei  der  Bewegung  M'^'M^  dieselbe  wie  in  der  Parallel- 
bewegung des  Raumes  von  A''  nach  A^  und  somit  die 
Beschleunigung  Us  des  zusammenfallenden  Systempunktes, 
da  die  gesamte  Bewegung  des  zusammenfallenden  Sy- 
stempunktes aus  der  gleichförmigen  Bewegung  MiM' 
und  einer  mit  der  Translation  A''A2  identischen,  die  Be- 
schleunigung enthaltenden  Bewegung  besteht.  Somit 
folgt  der  Satz: 

Die  absolute  Beschleunigung  Ist  die  Resultirende  aus 
der  relativen  Beschleunigung,  der  Beschleunigung  des  zu- 
sammenfallenden Systempunktes  und  der  zusammenge- 
setzten centripetalen  Beschleunigung, 

Die  absolute  Beschleunigung  a  ist  also  die  Diagonale  Satz  von  Co- 
eines  Parallelepipeds,  in  welchem  Ur,  Us  und  Uc  Kanten  '^'^  '^' 
sind  (Fig.  88).  Wenn  man 
üs  und  Uc  im  entgegenge- 
setzten Sinne  nimmt,  so 
erhält  man  ein  anderes  Pa- 
rallelepiped,  in  welchem  Ur 
eine  Diagonale,  a,  (Us)  und 
(flf)  Kanten  sind.  Man 
nennt  (a^)  die  zusammen- 
gesetzte centrifugale 
Beschleunigung.  Für 
die  relative  Beschleunigung 
gilt  also  der  folgende  nach 
Coriolis  benannte  Satz: 

10 
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Die  relative  Beschleunigung  ist  die  Resultirende  aus 
der  absoluten  Beschleunigung,  der  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommenen  Beschleunigung  des  zusammenfallenden 
Systempunktes  und  der  zusammengesetzten  centrifugalen 
Beschleunigung, 
Zusammen-  Endlich  soll  noch  die  zusammengesetzte  centripetale 
T^^^^ip  ^^r'  Beschleunigung  berechnet  werden.  In  der  Figur  87  ist 
schleunimine  ^^^  ^^^  M'M"  in  der  relativen  Bewegung  während  der  sehr 
kurzen  Zeit  A/  gleich  Ur .  A/,  wo  Ur  die  relative  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet.  Die  Projection  von  M'M'' 
auf  eine  zur  Axe  M'C  senkrechte  Ebene  hat  den  Wert 
Ur  sin  (coUr) .  A/,  wo  ((our)  der  Winkel  CM'M"  zwischen  den 
Richtungen  der  relativen  Geschwindigkeit  und  der  Drehaxe 
für  CO  ist.  Da  der  Bogen  M"M"  durch  eine  Drehung 
um  den  Winkel  o) .  A^  um  die  Axe  M'C  entsteht,  er- 
hält man 

M"M"'  =  wur  sin  (coUr) .  (A/)2 

Zu  einem  anderen  Ausdrucke  für  denselben  Bogen,  wel- 
cher auch  als  eine  kurze  geradlinige  Strecke  betrachtet 
werden  kann,  kommt  man  dadurch,  dass  man  yW"Af'"  als 
den  durch  die  Beschleunigung  Uc  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit hervorgebrachten  Weg  während  der  Zeit  A/  be- 
trachtet. Dass  keine  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden 
ist,  folgt  daraus,  dass  die  relative  Geschwindigkeit  Ur  hei 
der  Bewegung  M'M''  und  die  Geschwindigkeit  Us  des 
zusammenfallenden  Systempunktes  bei  der  Bewegung 
M'^'M^  schon  in  Betracht  gezogen  sind  Während  der 
kurzen  Zeit  /St  kann  Uc  als  constant  angesehen  werden, 
so  dass  man  nach  der  Formel  (12)  für  den  Weg  bei  der 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  den  Ausdruck 

findet.  Durch  Vergleichung  der  beiden  Werte  von 
M''M'"  folgt 

(77)  flf  =  2  (jour  sin  (cOUr), 
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d.  h.  Die  zusammengesetzte  centripetale  Beschleunigung 
ist  gleich  dem  doppelten  Producte  aus  der  Winkelgeschwin- 
digkeit bei  der  Drehung  des  Raumes  und  der  Projection 
der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  Ebene,  welche  senk- 
recht zur  Axe  dieser  Drehung  steht.  Der  Richtung  nach 
ist  sie  senkrecht  auf  der  Drehaxe  und  auf  der  relativen 
Geschwindigkeit  Wie  Fig.  87  zeigt,  ist  ihr  Sinn  derjenige, 
welcher  dem  Endpunkte  der  relativen  Geschwindigkeit 
zukommt,  wenn  man  sie  von  einem  Punkte  der  momen- 
tanen Drehaxe  aus  abträgt  und  an  dieser  Drehung  teil- 
nehmen lässt. 

Wie  die  Formel  (77)  zeigt,  wird  die  zusammengesetzte 
centripetale  Beschleunigung  in  drei  Fällen  gleich  Null 
und  zwar:  l:o  wenn  ü>=io  ist;  der  Raum  hat  dann  in 
dem  betrachteten  Augenblicke  eine  translatorische  Bewe- 
gung, und  der  allgemeine  Satz  auf  p.  145  ergiebt  den  spe- 
cielleren  auf  p.  143  gefundenen  Satz;  2:o  wenn  Ur=^o  ist; 
der  Punkt  befindet  sich  in  diesem  Falle  wenigstens  in 
dem  betrachteten  Augenblicke  in  relativer  Ruhe;  und  3:o 
wenn  sin  {(our)  =  o  ist,  d.  h.  wenn  die  relative  Geschwin- 
digkeit parallel  der  augenblicklichen  Drehaxe  ist. 

Anwendungen. 

1)  Man  bestimme  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  dem  Um- 
fange eines  Rades,  welches  gleichförmig  längs  eines  geraden  horizon<- 
talen  Weges  rollt. 

Dem  Punkte  kann  eine  doppelte  Bewegung  zugeschrieben  werden 
und  zwar  die  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  der  Radaxe  und 
die    gleichförmige   Drehung   um   diese  Axe.     Die  relative  Bahn   ist 
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ein  Kreis,  der  Radumfang;  und  die  Bewegung  der  relativen  Bahn  ist 
translatorisch.  Wenn  das  Rad  rollt  ohne  zu  gleiten,  so  werden  gleich- 
zeitig gleich  grosse  Wege  in  der  relativen  Bewegung  und  in  der  Be- 
wegung der  relativen  Bahn  zurückgelegt;  die  gemeinsame  Geschwin- 
digkeit in  diesen  beiden  Bewegungen  werde  mit  c,  der  Radius  des 
Kreises  mit  r  bezeichnet.  In  dem  festen  Coordinatensysteme  werden 
eine  horizontale  Jc-Axe  und  zwar  diejenige  Gerade,  längs  welcher  der 
Kreis  rollt,  und  eine  verticale  ^-Axe  gewählt,  so  dass  der  Anfangs- 
punkt in  demjenigen  Punkte  O  liegt,  in  welchem  der  Punkt  des  Rad- 
umfanges  der  Berührungspunkt  des  Kreises  mit  der  jc-Axe  ist  (Fig.  89). 
Es  sei  Af  eine  Lage  des  Punktes,  L  der  entsprechende  Berührungs- 
punkt auf  der  Jc-Axe  und  <p  der  Winkel  zwischen  den  Kreisradien 
CL  und  CM,  Dann  sind  OL  und  LM  gleichzeitige  und  gleich  grosse 
Wege  in  der  Bewegung  der  relativen  Bahn  und  in  der  relativen  Be- 
wegung, somit  beide  gleich  r<f.  Aus  der  Figur  89  folgen  dann  für 
die  Coordinaten  eines  Punktes  der  absoluten  Bahn 

x=OL  -  MN  =  r(<p  -  sin  (p), 

y  =  CL  -  CN  =  r{\  -  cosi^)- 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  C  y  k  1  o  i  d  e  dar.  Aus  der  geome- 
trischen Erzeugungsweise  der  absoluten  Bahn  geht  auch  unmittelbar 
hervor,  dass  diese  eine  Cykloide  ist. 

Man  erhält  die  absolute  Geschwindigkeit  u  des  Punktes  M  und 
zugleich  die  Tangente  der  Cykloide,  indem  man  die  zwei  gleich  gros- 
sen Geschwindigkeiten  c  zusammensetzt,  von  welchen  die  eine  paral- 
lel der  Jt-Axe  ist  und  die  andere  die  Richtung  der  Tangente  des  Kreises 
hat.  Das  Parallelogramm  ist  also  ein  Rhombus,  und  die  resultirende 
Geschwindigkeit  u  halbirt  den  Winkel  bei  M  zwischen  den  beiden 
genannten  Richtungen  und  geht  folglich  durch  den  höchsten  Punkt 
//  des  Kreises.  Durch  Anwendung  der  R  o  b  e  r  v  a  l'schen  Tangenten- 
methode erhält  man  somit  den  Satz:  Die  Tangente  einer  Cykloide 
geht  durch  den  höchsten  Punkt  des  erzeugenden  Kreises.  Die  Ge- 
schwindigkeit u  hat  die  Grösse 

,9> 


und  liegt  in  dem  Intervalle 


tt  =  2rsin^ 


0^u^2c, 


wobei  der  Grenzwert  0  den  Spitzen,  der  Grenzwert  2c  den  Scheiteln 
der  Cykloide  angehört. 

2)  Eine  Gerade  dreht  sich   mit  der  constanten  Winkelgeschwin- 
digkeit cü  um  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt  O.    Gleichzeitig  bewegt 
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sich  ein  Punkt  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  c  längs  der  Ge- 
raden. Man  berechne  die  absolute  Bahn  und  die  absolute  Geschwin- 
digkeit 

Die  Lage  der  Geraden  sei 
OX  zur  Zeit  /=  o  (Fig.  00)  und 
der  Punkt  möge  sich  dann  in 
dem  Drehmittelpunkte  O  befin- 
den.  Nach  einer  Zeit  /  hat  sich 
die  Gerade  um  den  Winkel 

gedreht,  und  der  Punkt  hat  in 

seiner  relativen   Bewegung  längs  "   p|     qq 

der  Geraden  das  Stück 

beschrieben.  Die  Gleichung  der  absoluten  Bahn  in  Polarcoordinaten 
erhält  man  durch  Elimination  von  t  zwischen  diesen  Gleichungen  und 
zwar  in  der  Form 

c 

Der  Radiusvector  ist  also  proportional  dem  Polarwinkel;  die  Curve 
ist  eine  Archimedische  Spirale. 

Die  absolute  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Punktes  auf  der 
Spirale  hat  zwei  Componenten:  die  relative  Geschwindigkeit  ttr=c 
längs  der  Geraden  und  die  Geschwindigkeit  us=g<o  =  ctp  des  zusam- 
menfallenden Systempunktes  senkrecht  zu  der  Geraden.  Die  Grösse 
der  absoluten  Geschwindigkeit  ist 

U=^Ur^  +  Us^  =  C]^\+if» 

und  nimmt  von  dem  kleinsten  Werte  c  im  Punkte  O  mit  wachsender 
Zeit  zu.  Die  absolute  Geschwindigkeit  hat  die  Richtung  der  Tan- 
gente der  Spirale.  Zieht  man  nun  durch  O  die  Normale  ON  auf 
den  Radiusvector  e  des  Punktes  M  und  durch  AI  die  Normale  der 
Curve,  so  wird  auf  der  ersteren  das  Stück  ON,  die  sog.  polare  Sub- 
normale der  Spirale  abgeschnitten.  Aus  den  ähnlichen  Dreiecken 
MON  und  RPAI  leitet  man 


--nnOM  = Q  =  — 

PR  QCt)^         O) 


ab,    und    erkennt    folglich,    dass  die   polare    Subnormale    der    Ar- 
chimedischen Spirale  constant  ist.    Auf  dieser  bekannten  Eigen- 
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Schaft  beruht  eine  einfache  Construction  der  Tangente  der  Spirale  in 
einem  beliebigen  Punkte. 

3)  Das  Schiff  A  befindet  sich  in  einem  gewissen  Augenblicke  6 
Seemeilen  südlich  vom  Schiffe  B  (Fig.  91).  A  steuert  Ost  1  Strich 
Nord,  B  gegen  Südost.  A  macht  10  Knoten,  B  14.5  Knoten  Fahrt. 
Man  bestimme  die  relative  Bahn  und  Geschwindigkeit  von  B  in  Be- 
zug auf  A,  die  kürzeste  gegenseitige  Entfernung  beider  Schiffe  und 
die  Zeit,  welche  veiigeht,  bis  diese  kürzeste  Entfernung  erreicht  wird. 
(1  Strich  =  ir  15';  ein  Knoten  =  1  Seemeile  =  1,8522 km;  1  Knoten 
Fahrt  =  1  Seemeile  in  der  Stunde). 

Die  relative 
Bewegung  ist 
gleichförmig  und 
die  relative  Bahn 
geradlinig.  Um 
sie  zu  construi- 
ren  denkt  man 
sich  A  als  still- 
stehend und  er- 
teilt B  ausser 
der  wirklichen 
Bew^ung  die 
scheinbare  oder 
entgegengesetzte 
Bewegung  von  A. 
Nach  dem  Paral- 

<?— *<^^f^— ^  lelogrammgesetze 

ergiebt  sich    die 

Richtung  äC;  sie 

schneidet  die 

Strecke  AH.  Die  Berechnung  ergiebt  für  die  Abweichung  der  Linie 
BC  von  der  Richtung  NS  T  5.3*  (zwischen  \  und  \  Strich),  für  die 
relative  Geschwindigkeit  12.21  Knoten,  für  die  gesuchte  kürzeste  Ent- 
fernung 405  m  und  für  die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  sie  erreicht 
wird,  29  Min.  27  See. 

4)  Zwei  Stäbe  AC  und  BC  (Fig.  92)  sind  vermittelst  eines  Ge- 
lenkes bei  C  mit  einander  verbunden.  Die  Geschwindigkeiten  von 
A  und  B  sind  gegeben,  die  Geschwindigkeit  von  C  wird  gesucht. 

Dieses  Problem,  welches  in  §  22  auf  zwei  verschiedene  Arten  gelöst 
wurde,  kann  auch  mit  Hülfe  des  Satzes  von  der  relativen  Geschwin- 
digkeit behandelt  werden.  Man  sucht  zuerst  die  relative  Geschwin- 
digkeit von  C  in  Bezug  auf  B,  d.  h.  in  einem  Räume,  welcher  die 
Geschwindigkeit  u^  von  B  besitzt.    Die  Geschwindigkeit  des  Punktes 


Fig.  91. 
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A  in  Bezug  auf  B  ist  die  Resultirende  aus  der  wirklichen  Geschwin- 
digkeit tf^  von  A  und  der  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen 
Geschwindigkeit  {u^  von  B\  sie  werde  mit  u^  bezeichnet.  Die  rela- 
tive Bewegung  von 
AQ  in  Bezug  auf  B 
ist  eine  ebene  Bewe- 
gung, und  zwar  eine 
Drehung  um  einen 

augenblicklichen 
Drehpunkt   r,  wel- 
cher in  dem  Schnitt- 
punkte der  Norma- 
len in  A  auf  die  rela- 
tive Geschwindigkeit 
u^  von  A  und  der 
Verlängerung     von 
BC  li^t.    Die  rela- 
tive Bewegung  von  BC  ist  eine  Drehung  um  B  und  also  BC  senk- 
recht zu  der   relativen   Geschwindigkeit  ^  von  C.    Wenn  F  und  % 
bekannt  sind,  kann  u^  construirt  werden,  und  zwar  so  dass 

u^.u<^  =  rC\rA. 

Schliesslich  erhält  man  die  gesuchte  Geschwindigkeit  u^  von  C,  in- 
dem man  u^  mit  u^  zusammensetzt. 


r«,; 


Fig  92. 


•§  34. 

Übttngsanfgaben  zu  der  Lehre  von   der  Zusammensetzung 

und  Zerlegung  der  Bewegungen  und  zu  der  relativen 

Bewegung. 

1)  Auf  einem  Raddampfer  machen  die  Triebräder  50  Umdrehun- 
gen  in  der  Minute;  dabei  erreicht  der  Dampfer  die  Geschwindigkeit 

7  ^ —    Man   bestimme  die  zusammengesetzte  Bewegung  der  Räder, 
oec 

wenn  der   Dampfer  in  stillstehendem  Wasser,  aufwärts  oder  abwärts 
auf  einem  Strome  mit  der  Stromgeschwindigkeit  1.5  ^—  fährt. 

2)  Auf  ein  horizontales  Schwungrad  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit 10.6  ?^A^in!l:  wird  ein  Kreisel  gestellt,  der  250  Umdrehun- 
gen in  der  Minute  macht,  und  zwar  in  0.5  m  Entfernung  von  der  Axe 
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des  Schwungrades.  Man  bestimme  die  zusammengesetzte  Bewegung 
des  Kreisels,  für  Drehungen  in  demselben  Sinne  und  im  entgegenge- 
setzten Sinne. 

3)  Ein  geometrisches  Punktsystem  besitzt  drei  Drehungen  um 
Axen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Die  Axe  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  resultirenden 
Drehung  werde  bestimmt. 

4)  Zwei  Drehungen  um  parallele  Axen  sollen  mit  einer  beliebi- 
gen translatorischen  Bewegung  zusammengesetzt  werden. 

5)  Man  bestimme  diejenige  Schraubenbewegung,  welche  aus  einer 
gegebenen  Schraubenbewegung  und  einer  Drehung  resultirt,  deren  Axe 
die  Axe  der  Schraubenbewegung  senkrecht  schneidet. 

6)  Zwei  Schraubenbewegungen,  deren  Axen  sich  schneiden,  sol- 
len mit  einander  zusammengesetzt  werden.  Wann  geht  die  Axe  der 
resultirenden  Schraubenbew^^ng  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
gegebenen  Axen? 

7)  Eine  Person  rudert  über  einen  Strom  von  einem  Punkte  auf 
dem  einen  Ufer  nach  dem  gerade  gegenüberliegenden  Punkte  auf  dem 
anderen  Ufer.  In  stillem  Wasser  wird  die  Geschwindigkeit  «j  erreicht; 
die  Geschwindigkeit  des  Stromes  ist  u^.  In  welcher  Richtung  muss 
das  Boot  gesteuert  werden  und  welche  Geschwindigkeit  wird  erreicht? 

Man  nehme  iii  =  2  v,    ,  tu==  1  -^  -• 
^  See  ^        See 

8)  Mit  welcher  Geschwindigkeit  muss  das  Schiff  B  in  der  Anw. 
3  §  33  fahren  um  mit  dem  Schiffe  A  zu  kollidieren,  und  wann  ge- 
schieht der  Zusammenstoss  ? 

9)  Eine  Drehbrücke  dreht  sich  gleichförmig  um  W  in  2.6  Minu- 
ten.   Man    bestimme   die  absolute  Bewegung  einer  Person,  welche 

längs  der  Brücke  mit  der  Geschwindigkeit  1.2  ^—  in  der  einen  oder 

der  entgegengesetzten  Richtung  geht. 

10)  Aus  einem  Luftballon  wird  ein  Sandsack  heruntergelassen  i ; 
man  bestimme  die  relative  Bewegung  des  Sandsackes  in  Bezug  auf 
den  Ballon,  welcher  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  c  steigt. 
Nach  T  Secunden  wird  ein  zweiter  Sandsack  heruntergelassen.  Seine 
relative  Bewegung  in  Bezug  auf  den  ersten  Sack  wird  gesucht. 

11)  Ein  Punkt,  welcher  die  Geschwindigkeit  c  hat,  giebt  in  ei- 
nem ebenen  Spiegel  einen  Bildpunkt,  dessen  Geschwindigkeit  in  Be- 
zug auf  den  Spiegel  unter  der  Annahme  gesucht  wird,  l:o  dass  der 
Spiegel  eine  translatorische  Bewegung  besitzt  und  2:o  dass  der  Spiegel 

1  In  Wirklichkeit  werden  die  Sandsäcke  ausser  Bord  geöffnet,  so  dass  der 
Sand  herausrinnt. 
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sich   um   dne  zur  Richtung  der  Geschwindigkeit  c  senkrechte  Axe 
dreht. 

12)  Ein  Schiff  bewegt  sich  geradlinig  und  gleichförmig.  Man  be- 
stimme diejenige  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Visir- 
linie  nach  dem  Schiffe  in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  dreht  l:o  wenn 
das  Schiff  von  einem  festen  Punkte  aus  betrachtet  wird  und  2:o  wenn 
das  Schiff  von  einem  zweiten  Schiffe  aus  betrachtet  wird,  welches  sich 
ebenfalls  geradlinig  und  gleichförmig  bewegt.  Die  Anfangslagen 
u.  s.  w.  werden  als  gegeben  betrachtet. 

13)  Ein  Punkt  an  der  Erdoberfläche  hat  die  Geschwindigkeits- 
componenten  Uj^  u  und  «^  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensy- 
stem  mit  der  Jt-Axe  nach  Süden,  der  j^- Axe  nach  Westen  und  der  z-Axe 
nach  dem  Zenit.  Man  leite  für  die  Componenten  der  zusammenge- 
setzten centripetalen  Beschleunigung  in  Bezug  auf  diese  Axen  die  Aus- 
drücke bez.  2  o>  sin  9?  Ä  ,  -  2w  (cos  9?  ö^  +  sin  9?  u^^),  2  co  cos  <p  u  ab, 
wo  <o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erddrehung  und  q>  die  Pol- 
höhe des  Ortes  bezeichnen. 

14)  Ein  Raum  dreht  sich  um  eine  feste  Axe.  Man  suche  die 
Componenten  für  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  ei- 
nes Punktes  nach  zwei  zu  einander  und  auch  zu  der  Drehaxe  senkrechten 
Coordinatenaxen,  wenn  die  relative  GeschNnndigkeit  des  Punktes  gege- 
ben ist. 


Zweiter  Teil. 

Mechanik  des  materiellen  Punktes. 


Vierter  Abschnitt 

Grundbegriffe  und  allgemeine 
Lehrsätze. 

§  35. 
Kräfte  und  Erfahrungssatze  über  Kräfte. 

Die  Sätze  der       B^i  der  Behandlung  der  ersten  Abteilung  der  Mecha- 
geometrischen  nik,  der  geometrischen   Bewegungslehre,  ist  keine  An- 
BewegungS'  wendung  von   eigentlichen  Erfahrungssätzen  erforderlich 
lehre,       gewesen.    Die  sich  bewegenden  Objekte  wurden  als  rein 
geometrische  Grössen  betrachtet;  Voraussetzungen  über 
die  Ursachen  der  Bewegung  wurden  nicht  gemacht.    Die 
Sätze  der  Geometrie  und  der  geometrischen  Bewegungs- 
lehre stehen  deshalb  in  Bezug  auf  strenge  Gültigkeit  auf 
derselben  Stufe. 
Notwendig-        Die  Sache  ändert  sich   aber,  wenn  es  sich  um  An- 
keit  von  Er-  Wendungen  der  Mechanik  auf  die  Bewegungserscheinun- 
fahrungssat'  g^^  jg,.  materiellen  Welt  handelt.    Dabei  ist  man  gezwun- 
gen   einige   Principe  zum   Ausgangspunkte  zu   wählen, 
welche  in  der  Erfahrung,  d.  h.  in   unserer  Kenntnis  der 
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Materie  und  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  wurzeln.  Diese 
Principe  sehr  allgemeiner  Art,  welche  ebenso  wie  alle 
von  uns  aufgestellten  Naturgesetze  einen  hypothetischen 
Charakter  tragen,  finden  ihre  Berechtigung  darin,  dass 
die  Folgerungen,  welche  aus  ihnen  gezogen  werden,  mit 
der  Erfahrung  übereinstimmen.  In  der  That  ist  dies  im- 
mer in  der  Mechanik  der  Fall  gewesen. 

Als  Ursachen  des  Entstehens  und  der  Veränderungen   Bewegungs- 
der  Bewegungen,  welche  in  der  materiellen  Welt  wahr-   ^'^^^'^~ 
genommen   werden,  nehmen  wir  die  sog.  Kräfte  an.         '^^' 
Von  dem  Vorhandensein  von  Kräften  erlangen  wir  Kennt- 
nis durch  die  Beobachtung  gewisser  aus  der  Erfahrung 
stammenden  äusseren   Bedingungen   sowie  der  Wirkun- 
gen der  Kräfte.    Es  ist  hauptsächlich  Aufgabe  der  Physik 
zw  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  Kräfte  ent- 
stehen  und  vorhanden   sind;  die  Mechanik  dagegen  hat 
zum  Ziele  die  Untersuchung  der  Wirkungen  der  Kräfte. 

Eine  erste,  etwas  unbestimmte  Vorstellung  von  einer  Beispiele  von 
Kraft  erhalten  wir,  indem  wir  durch  Ziehen  oder  Kräften  in 
Drücken  einen  Körper  in  Bewegung  versetzen,  seine  ^^  ^o,tur, 
Bewegung  verhindern  oder  verändern,  z.  B.  indem  wir 
einen  Stein  vom  Boden  aufheben,  eine  rollende  Kugel 
zum  Stehen  bringen,  einen  Schlitten  schieben  u.  s.  w. 
Diese  Erfahrung  giebt  uns  zugleich  mit  einer  gewissen 
Genauigkeit  die  drei  Bestimmungsstücke  der  Kraft.  Wir 
stellen  uns  den  Zug  oder  Druck  als  von  einem  gewissen 
Punkte  weg  oder  gegen  einen  gewissen  Punkt  hin  (An- 
griffspunkt der  Kraft)  und  in  einer  bestimm- 
ten Richtung  {Richtungslinie  und  Sinn  der 
Kraft)  wirkend  vor.  Die  Grösse  unserer  Anstrengung 
giebt  einen  ungefähren  Begriff  von  der  Grösse  der 
Kraft  In  dem  jetzt  betrachteten  Falle  wirkt  streng 
genommen  nicht  eine  Kraft,  sondern  es  sind  mehrere 
Kräfte,  sog.  Muskelkräfte  thätig.  In  der  Natur  trifft 
man  aber  auf  eine  Mannigfaltigkeit  von  Kräften  verschie- 
dener Art.    Unserer   Erfahrung  gemäss   können   sie   in 
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zwei  Hauptarten  eingeteilt  werden:  Kräfte,  welche  bei 
unmittelbarer  Berührung  zu  wirken  scheinen  und  Kräfte,, 
welche  in  die  Entfernung  wirken.^  Zu  der  ersteren  Art 
gehören  z.  B.  die  Reibung,  welche  bei  der  Berüh- 
rung zweier  Körper  auftritt,  Widerstandskräfte 
verschiedener  Art,  wie  der  Widerstand  der  Luft  oder 
einer  Flüssigkeit  gegen  die  Bewegung  eines  Körpers  in 
derselben  u.  s.  w.  Femkräfte  sind:  die  Schwere,  die 
allgemeine  Massenanziehung  der  Himmels- 
körper und  zum  Teil  die  magnetischen  und  e  1  e k- 
trischenKräfte. 
Princip  der  Unsere  Erfahrung  hat  gezeigt,  dass  die  Kräfte  der 
Wirkung  and  jsjatur  immer  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  gerich- 
Gegenwir-  ^^^  auftreten.  Das  Dasein  einer  Kraft  bedingt  also  stets 
^^^'  das  Dasein  einer  anderen  damit  gleich  grossen  und  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kraft.  Wenn  ein  Körper  einen 
anderen  zieht  oder  drückt,  so  zieht  oder  drückt  der  letz- 
tere Körper  den  ersteren  seinerseits  mit  einer  ebenso  gros- 
sen Kraft,  so  z.  B.  ein  Magnet  und  ein  Stück  weiches 
Eisen.  Von  dem  Magneten  geht  eine  Kraft  aus,  welche 
ihren  Angriffspunkt  im  Eisenstücke  hat  und  dieses  gtgtxi 
den  Magneten  zieht,  wenn  kein  Hindernis  für  die  Be- 
wegung vorhanden  ist.  Hält  man  dagegen  das  Eisen- 
stück fest  und  macht  den  Magneten  beweglich,  indem 
man  ihn  z.  B.  an  einem  Drahte  aufhängt,  so  zieht  das 
Eisenstück  den  Magneten  zu  sich.  Hierbei  wirkt  eine 
von  dem  Eisenstücke  ausgehende  Kraft,  deren  Angriffs- 
punkt in  dem  Magneten  liegt.  Wenn  ein  Zug  auf  einen 
Körper  mit  Hülfe  einer  Schnur  ausgeübt  wird,  so  wirkt 
auch  der  Körper  auf  die  Schnur  mit  einer  ebenso  grossen 
Kraft  zurück,  wodurch  die  Schnur  in  einen  Spannungs- 
zustand versetzt  wird.    In  vielen  Fällen  können  die  bei- 

1  In  unserer  Zeit  beginnt  die  Auffassung  sich  mehr  und  mehr 
geltend  zu  machen,  dass  wirkliche  Fernkräfte  nicht  vorkommen,  son- 
dern dass  die  Wirkung  jeder  sog.  Fern  kraft  durch  ein  zwischenliegen- 
des Medium  vermittelt  wird. 
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den  gleich  grossen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte 
nicht  unmittelbar  wahrgenommen  werden,  wie  z.  B.  die 
Anziehung  der  Sonne  auf  die  Erde  und  die  von  der  Erde 
ausgehende  auf  die  Sonne  wirkende  Gegenkraft,  die  ge- 
genseitigen Kräfte  zwischen  Erde  und  Mond,  zwischen 
der  Erde  und  einem  fallenden  Stein  u.  s.  w.;  beide  sind 
aber  immer  gleichzeitig  vorhanden.  Dieses  aus  der  Er- 
fahrung abgeleitete  Naturgesetz  heisst  das  Gesetz  von 
der  Wirkung   und   Gegenwirkung. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  beiden  gleich 
grossen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  im  allge- 
meinen einander  nicht  aufheben,  und  zwar  weil  ihre  An- 
griffspunkte verschiedenen  Körpern  (möglicherweise  auch 
verschiedenen  Teilen  desselben  Körpers)  angehören.  Es 
seien  A  und  B  die  beiden  Körper.  Die  von  A  ausgeh- 
ende Kraft  hat  ihren  Angriffspunkt  in  B  und  übt  eine 
Wirkung  (Action)  aus,  welche  den  Bewegungszustand  von 
B  verändert.  Die  von  B  ausgehende  Gegenkraft  greift 
den  Körper  A  an,  welcher  hierbei  eine  Gegenwirkung 
(Reaction)  erfährt,  wodurch  sein  Bewegungszustand  ver- 
ändert wird.  Das  Gesetz  ist  ein  Ausdruck  der  gegensei- 
tigen Einwirkung  von  Körpern  auf  einander. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  wenn  eine  Kraft  auf  einen  Gesetz  der 
in  Bewegung  sich  befindenden  Körper  wirkt,  ohne  dass  Trägheit 
zugleich  andere  Ursachen  (Kräfte,  Widerstandskräfte)  auf- 
treten, welche  die  Wirkung  der  Kraft  aufheben,  die  Bewe- 
gung des  Körpers  sich  verändert,  d.  h.  sie  wird  eine  an- 
dere als  wenn  die  Kraft  nicht  angebracht  worden  wäre. 
Ferner  lehrt  die  Erfahrung,  dass  je  vollständiger  ein  in 
Bewegung  begriffener  Körper  von  dem  Einflüsse  von 
Kräften  befreit  wird  oder  je  besser  man  die  Wirkung 
vorhandener  Kräfte  aufheben  kann,  die  Bewegung  des 
Körpers  sich  um  so  mehr  einer  geradlinigen,  gleichför- 
migen Bewegung  nähert.  So  würde  z.  B.  ein  Geschoss 
seme  Geschwindigkeit  und  seine  Bewegungsrichtung  bei- 
behalten, wenn  der  Luftwiderstand  die  Bewegung  nicht 


158  Zweiter  Teil, 


verzögerte  und  die  Schwere  eine  Richtungsablenkung^ 
zu  Stande  brächte.  Durch  eine  Abstraction  leitet  man^ 
aus  diesen  Erfahrungen  das  sog.  Trägheitsgesetz  ab: 

1)  Ein  materielles  Teilchen,  welches  in  Ruhe  ist,  kann 
nicht  von  sich  aus  in  Bewegung  geraten,  und 

2)  Ein  materielles  Teilchen,  welches  in  Bewegung  be- 
griffen ist,  kann  nicht  von  sich  aus  die  Grösse  oder  Rich- 
tung seiner  Geschwindigkeit  verändern. 

Die  geradlinige,  gleichförmige  Bewegung  ist  deshalb 
ebenso  wie  die  Ruhe  als  ein  natürlicher  Zustand  des 
materiellen  Teilchens  anzusehen.  Als  Ursache  irgend 
welcher  Veränderung  dieses  Zustandes  ist  eine  Kraft  zu 
denken.  In  der  That  bildet  somit  das  Trägheitsgesetz  bloss 
einen  Teil  des  Inhaltes  des  Kraftbegriffes. 

Wie   in    der  geometrischen    Bewegungslehre  gezeigt 
worden   ist,  rührt  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  nach  Grösse  oder  Richtung  von  einer  Be- 
schleunigung her.    Die  Haupteigenschaft  der  Kräfte^ 
welcher  Art  sie  sein  mögen,  ist  deshalb,  materiellen  Teil- 
chen  oder  Körpern   Beschleunigungen  zu  erteilen.    Die 
Beschleunigungen    werden    als   die   directen   Wirkungen 
der  Kräfte  angesehen;  von  dem  Vorhandensein  von  Be- 
schleunigungen wird  auf  das  Dasein  von  Kräften  geschlos- 
sen.   Auf  Grund  eines  wichtigen  Erfahrungssatzes  kann 
man   ferner  den   Einfluss  verschiedener,  gleichzeitig  auf 
einen  Punkt  oder  Körper  wirkender  Kräfte  von  einander 
unterscheiden.    Dieser  Satz  von  der  sog.  unabhängi- 
gen  Wirkung   der   Kräfte   lautet: 
Princip  der        Jede  Kraft  erteilt   einem   materiellen  Punkte  eine  Be- 
anabhängi'   schleunigung  in  ihrer  eigenen  Richtung,  welche  unabhän- 
^k"^    de     ^^  ^^^  ^^^  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  von  den- 
Kräfte,      j^nigen  Beschleunigungen  ist,   welche  andere  Kräfte  mög- 
licherweise dem  Punkte  erteilen. 

Weil  die  Grösse  einer  Beschleunigung  gemessen  wer- 
den kann,  so  ergiebt  sich  aus  dem  oben  gesagten  die 
Möglichkeit,  Kräfte  mit  einander  zu  vergleichen. 
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Eine  der  Grösse  und  Richtung  nach  unveränderliche    Constante 
Kraft  heisst  eine  constante  Kraft;   sie  erteilt   einem  t^veränäer- 
materiellen  Körper  eine  gleichförmig  veränderliche  Bewe-  ^^^  Kräfte. 
gung  in  der  Richtung  der  Kraft.    Wenn  ein  Körper  umge- 
kehrt eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung  besitzt, 
so  wirkt  auf  ihn   eine  constante   Kraft  oder  ein  System 
von  Kräften,  welche  zusammen  eine  constante  Kraft  erge- 
ben.   Veränderlich    nennt  man  eine  Kraft,  welche 
einem  Körper  eine  Beschleunigung  erteilt,  deren  Grösse 
oder  Richtung   oder   beide   zugleich    sich   mit  der  Zeit 
verändern.    Eine  veränderliche  Kraft  kann  in  jedem  Au- 
genblicke mit  einer  constanten  Kraft  verglichen  werden. 

Zwei  Kräfte  heissen  gleich  gross,  wenn  sie  einem  Kör-  Das  Verglei- 

per  gleich  grosse  Beschleunigungen  erteilen.  ^^  ^^ 

Eine   Kraft  heisst  n  Mal   so  gross   wie  eine  andere    Kraßemi 
.,    «.  ..  w,    r      .  »,  .  ...      einander. 

Kraft,    wenn  die  erstere  Kraft  einem  Korper  eine  n  Mal 

so  grosse  Beschleunigung  wie  die  letztere   Kraft  erteilt. 

Diese  beiden  Definitionen  sind  in  dem  allgemeineren 
Satze  enthalten: 

Die  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Beschleunigungen, 
die  sie  ein  und  demselben  Körper  erteilen. 

Wählt  man  also  eine  genau  bestimmte  Kraft  als  Ein- 
heit, so  können  alle  Kräfte  durch  Zahlen  ausgedrückt  und 
ihrer  Grösse  nach  so  gemessen  werden,  dass  man  die 
Beschleunigungen  bestimmt,  welche  sie  einem  und  dem- 
selben Körper  erteilen.  Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  ob 
diese  Zahlwerte  sich  ändern,  wenn  man  einen  anderen 
Körper  wählt  und  diejenigen  Beschleunigungen  zu  Grunde 
legt,  welche  dieselben  Kräfte  diesem  Körper  erteilen. 
Die  Antwort  kann  nur  aus  der  Erfahrung  geschöpft  wer- 
den und  lautet:  die  Grösse  der  Kräfte  ist  unabhängig 
von  demjenigen  Körper,  dessen  Beschleunigungen  bei 
der  Bestimmung  benützt  werden. 
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§  36. 

Masse  der  Körper.    Einheiten  der  Kraft  und  der  Masse. 

Messen  der  Es  seien  P^  und  P^  zwei  Kräfte,  welche  einem  Kör- 
Kräfle,  per  A  die  Beschleunigungen  a^  und  a^,  einem  Körper  B 
zwei  andere  Beschleunigungen  b^  und  b^  erteilen.  Die 
Erfahrung  lehrt,  dass  das  Verhältnis  zwischen  den  Be- 
schleunigungen 02  und  fli  dasselbe  ist  wie  zwischen  den 
Beschleunigungen  Äg  ^"d  b^  und  zwar  unabhängig  von 
der  Beschaffenheit  der  Körper  und  von  der  Art  der  Kräfte. 
Also  ist 

(78)  ^  =  ^. 

Vorausgesetzt,  dass  der  Körper  A  bei  der  Bestimmung 
der  relativen  Grösse  der  Kräfte  benützt  wurde,  so  ist 

(7g)  ^^  =  ^. 

Nach  der  Gleichung  (78)  ergiebt  sich  dann  auch 

(80)  ^  =  |. 

Man  erhält  also  dieselbe  gegenseitige  Grösse  der  Kräfte 
wie  früher,  wenn  man  die  dem  Körper  B  erteilten  Be- 
schleunigungen der  Bestimmung  zu  Grunde  legt. 
Masse  eines  Das  Erfahrungsergebnis,  dass  dieselbe  Kraft  Pzwti  ver- 
Körpers,  schiedenen  Körpern  A  und  B  im  allgemeinen  zwei  ver- 
schiedene Beschleunigungen  a  und  b  erteilt,  erklärt  man 
sich  dadurch,  dass  die  beiden  Körper  verschiedene  Mas- 
sen haben.  Der  Begriff  der  Masse  soll  jetzt  näher  de- 
finirt  werden.    Nach  der  Gleichung  (7Q)  kann 
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gesetzt  werden,  wenn  man  mit  niA  das  constante  Verhält- 
nis einer  Kraft,  welche  auf  den  Körper  A  wirkt,  und  der 
von  der  Kraft  erzeugten  Beschleunigung  bezeichnet  In 
derselben  Weise  erhält  man  für  den  Körper  B  zufolge 

(80)  und  mit  Anwendung  einer  entsprechenden  Bezeich- 
nung niB 

Pi      P2 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  das  Verhältnis  zwischen 
den  Zahlwerten  einer  Kraft  und  der  Beschleunigung,  wel- 
che die  Kraft  ein  und  demselben  Körper  erteilt,  eine 
von  der  Kraft  unabhängige,  für  den  Körper  charakte- 
ristische Constante  darstellt.  Nach  Übereinkunft  wird 
diese  Constante  jetzt  als  Ausdruck  für  die  M  a  s  s  e  des 
Körpers  gewählt.  Wenn  somit  P,  a  und  m  beliebige 
zusammengehörende  Werte  der  Kraft,  der  Beschleuni- 
gung und  der  Masse  des  Körpers  bezeichnen,  so  ist 

P 

m  =  — 
a 

oder 

(81)  P=ma. 

Die  Zahl,  welche  die  Masse  eines  Körpers  angiebt,  ist  Beziehung 
gleich  dem  Quotienten  des  Zahlwertes  einer  Kraft  und  der  ^^^(^hen 
durch  die  Kraft  erzeugten  Beschleunigung  des  Körpers.       \^d    ^^, 

Oder  kürzer:  Die  Kraft  ist  gleich  dem  Producte  aus      nigung, 
Masse  und  Beschleunigung. 

Wenn  die  Kraft  und  die  Masse,  ausgedrückt  in  ihren 
Einheiten  (von  denen  unten  die  Rede  sein  wird)  gegeben 
sind,  so  folgt  die  Beschleunigung  als  der  Quotient 

P 

m 

Diese  Gleichung,  welche  das  sog.  Gesetz  von  der 
Beschleunigung  ausspricht,  ist  eine  wichtige  Grund- 

11 
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formel  für  die  ganze  Mechanik.    Einige  directe  Anwen- 
dungen der  Formel  verdienen  Interesse. 

Wenn  eine  Kraft  P^  dem  Körper  A-^  mit  der  Masse 
nii  und  eine  Kraft  P^  dem  Körper  A^  mit  der  Masse 
m^  dieselbe  Beschleunigung  a  erteilen,  so  erhält  man 
nach  (81) 

Pi  =  m^üf 
P2  =  ^2^ 


und  durch  Division 


P2^rn^ 


—  > 


d.  h.  zwei  Kräfte,  welche  je  zwei  verschiedenen  Körpern 
dieselbe  Beschleunigung  erteileny  verhalten  sich  wie  die 
Massen  der  betreffenden  Körper 

Wenn  dieselbe  Kraft  P  nach  einander  dem  Körper  A^ 
mit  der  Masse  m^  die  Beschleunigung  a^  und  dem  Kör- 
per A2  mit  der  Masse  m^  die  Beschleunigung  a^  erteilt, 
so  erhält  man 

p  =  rn^a^  =  m^a^ 


und  femer 


nii ^2 


d.  h.  die  Massen  zweier  Körper  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Beschleunigungen,  welche  dieselbe  Kraft  ihnen 
erteilt 
Einheit  der  Wie  gesagt,  werden  Kräfte  dadurch  gemessen,  dass 
Kraft.  jiian  sie  mit  einer  genau  bestimmten  Kraft,  welche  zur 
Einheit  gewählt  wird,  vergleicht.  Diese  Krafteinheit  soll 
jetzt  festgestellt  werden.  Eine  Kraft,  deren  Wirkungen  in 
der  Natur  in  jedem  Augenblicke  wahrgenommen  werden, 
ist  die  Schwerkraft.  Jeder  Körper,  welcher  von  der  Erd- 
oberfläche aus  gehoben  wird  und  den  m  andann  frei  fal- 
len lässt,  nimmt,  wie  die  Erfahrung  zeigt,  (im  luftleeren 
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Räume)  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  senk- 
recht nach  unten  an.  Die  Grösse  der  Beschleunigung 
dieser  Bewegung  verändert  sich  etwas,  wenn  auch  sehr 
wenig,  von  Ort  zu  Ort  an  der  Erdoberfläche.  Sie 
heisst  Beschleunigung  der  Schwere  oder 
Beschleunigung  beim  freien  Falle  und 
wird  mit  g  bezeichnet  (Vergl.  §  9).  Bei  der  Polhöhe 
45°  hat  man 

Die  zugehörige  Kraft,  die  Schwerkraft,  ist  für  jeden  Ort 
der  Erde  eine  constante  Kraft.  Sie  verleiht  den  Körpern 
an  der  Erdoberfläche  diejenige  Eigenschaft,  welche 
Schwere  genannt  wird.  Verschiedene  Körper  sind  im 
allgemeinen  verschieden  schwer.  Wenn  ein  Körper  auf 
einer  Unterlage  ruht,  so  übt  er  einen  mit  seiner  Schwere 
gleich  grossen  Druck  auf  die  Unterlage  aus.  Nach  dem 
Gesetze  von  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  erleidet 
der  Körper  von  der  Unterlage  einen  ebenso  grossen,  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Druck;  die  diesem  letzteren  Druck 
entsprechende  Beschleunigung  hebt  die  Beschleunigung 
der  Schwere  auf.  Wenn  man  diese  Drücke  z.  B.  mit 
elastischen  Kräften  vergleicht  und  zwar  mit  Hülfe  der 
von  den  elastischen  Kräften  herrührenden  Deformationen 
(wie  bei  der  gewöhnlichen  Federwage),  kann  man  die  Ge- 
wichte der  Körper  messen.  Eine  genauere  Methode  ist 
das  Wägen  mit  der  gewöhnlichen  Wage.  Die  Theorie 
der  Wage,  welche  sich  auf  die  Lehre  vom  Hebel  grün- 
det, wird  jedoch  hier  nicht  aufgenommen. 

Zur  Bestimmung  der  Gewichte  wird  eine  Gewichts- 
einheit festjgestellt  und  zwar  nach  Übereinkunft  das  sog. 
Kilogramm.^    Das  Kilogramm  ist  das  Gewicht  von 

1  Eigentlich  ist  das  Kilogramm  ursprünglich  zur  Masseneinheit 
gewählt  worden,  und  zwar  nahm  man  1  kg  =  der  Masse  von  1  Cubik- 
decimeter  physikalisch  und  chemisch  reinem  Wasser  bei  4°  C.  an.    Die 
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einem  Cubikdecimeter  physikalisch  und  chemisch  reinem 
Wasser,  bei  der  Temperatur  der  grössten  Dichte +  4° 
Celsius,  am  Meeresniveau. 

Das  Kilogramm,  welches  in  dieser  Weise  als  Einheit 
bei  der  Messung  von  Gewichten  oder  von  der  Wirkung 
der  Schwere  auf  die  Körper  festgestellt  worden  ist,  wird 
jetzt  als  allgemeine  Krafteinheit  gebraucht.  Eine  Kraft  wird 
also  in  kg  (oder  dessen  Ober-  und  Unterabteilungen: 
Tonne,  Gramm  u.  s.  w.)  angegeben.  Es  mag  hier  be- 
merkt werden,  dass  die  in  der  obigen  Weise  festgestellte 
Krafteinheit  ganz  wie  die  Beschleunigung  der  Schwere 
mit  dem  Orte  auf  der  Erdoberfläche  sich  ein  wenig 
ändert,  wie  man  z.  B.  mittelst  der  Federwage  nach- 
weisen kann.  Um  eine  derartige  Krafteinheit  ganz  genau 
zu  bezeichnen,  müsste  deshalb  der  Ort  oder  die  Breite 
hinzugefügt  werden,  wie  z.  B.  kg  (Paris)  oder  kg  (bei  45"^). 

Es  sei    W  das  Gewicht,  m  die  Masse  eines  Körpers, 
man  hat  dann  nach  der  Formel  (81) 
(82)  W=  mg 


und 


W 

g 


Die  Masse  eines  Körpers  wird  also  dadurch  erhalten, 
dass  man  sein  Gewicht  durch  die  Beschleunigung  der 
Schwere  dividirt.  In  der  Breite  45°  muss  man  also  das 
Gewicht  des  Körpers  in  kg  durch  9.806  teilen  um  die 
Masse  zu  erhalten.  Weil  g  mit  dem  Orte  auf  der  Erde 
etwas  variirt,  so  findet  man  für  denselben  Körper  et- 
was verschiedene  Zahlwerte  der  Masse  je  nach  dem 
Orte  auf  der  Erde.  Nach  p.  161  bleibt  aber  die  wahre 
Masse  des  Körpers  unverändert,  welche  Kraft  auch  auf 
den  Körper  wirken  mag.     Der  Widerspruch  erklärt  sich 

Herstellung  der  so  bestimmten  Pariser  Normalmasseneinheit  1  kg, 
welche  die  wirkliche  Masseneinheit  bildet  und  von  der  mehrere  Lan- 
der Kopien  besitzen,  gelang  aber  nicht  vollkommen,  sondern  wurde 
etwa  10  bis  15  Millionstel  zu  klein. 
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dadurch,  dass  die  hierbei  eingeführte  Masseneinheit  selbst 
veränderlich  ist.  In  Übereinstimmung  mit  der  Glei- 
chung (81)  ist  die  Einheit  der  Masse  die  Masse  desjeni- 
gen Körpers,  welchem  die  Kraft  1  kg  die  Beschleunigung 

^  c~"2  erteilt.    Nun   erhält   ein    1    kg   schwerer  Körper 

durch  sein   Gewicht  die  Beschleunigung  g  (==  Q.soe  ^-^ 

bei  45°);  also  muss  derjenige  Körper,  welcher  durch  die 

Kraft  1  kg  die  Beschleunigung  1  ^^-^  erhalten  soll,  das 

Gewicht  g  (=  9.806)  kg  besitzen.  Die  Masseneinheit  ist 
also  die  Masse  desjenigen  Körpers,  welcher  g  kg  wiegt 
Die  Masseneinheit  variirt  folglich  proportional  mit  gj  der 
Zahlwert  der  Masse  aber  mit  g  umgekehrt  proportional; 
das  Product  beider  bleibt  unverändert. 

Bis  jetzt  wurden   nur  die  Einheiten  der  Länge,  z.  B.  Orundeinhei- 
der  Meter  und  der  Zeit,  die  Secunde  nebst  solchen  Ein-  ^^ll'^^f/^^^' 
heiten  gebraucht,  die  mit  Hülfe  dieser  beiden  gebildet      y^^^^^ 
sind,  wie  z.  B. 

Geschwindigkeitseinheit  =  — ^  .   .  ,      z.  B.  -^  — » 


Beschleunigungseinheit  =  .^  .   .  ,  ~  z.  B. 


m 


(Zeiteinh.)2  "'  ^'  Sec^ 

Zuletzt  kam  noch  eine  neue  selbstständige  Einheit,  die 
Krafteinheit  hinzu,  z.  B.  das  Kilogramm.  Die  drei  Ein- 
heiten für  Länge,  Zeit  und  Kraft  werden  Grundein- 
heiten genannt;  alle  übrigen  Einheiten,  welche  durch 
die  Grundeinheiten  ausgedrückt  werden  können,  heissen 
abgeleitete  Einheiten.  Die  Masseneinheit  ist 
somit  eine  abgeleitete  Einheit;  sie  wird  durch  die 
Gleichung 

..  .  u  -x  Krafteinheit 

Massenemheit  =  ^ — ri ^ .  .    ..  = 

Beschleunigungsemheit 

Krafteinh.  (Zeiteinh.)^     _  kg-Sec^ 
= Längeneinh. ^  ^'  —Sf- 
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bestimmt  und  hat  die  Dimension  1  in  Bezug  auf  die 
Krafteinheit,  2  in  Bezug  auf  die  Zeiteinheit  und  —1  in 
Bezug  auf  die  Längeneinheit  (siehe  p.  11). 

Verändert  man  eine  oder  mehrere  der  Grundeinhei- 
ten, so  ändern  sich  auch  die  abgeleiteten  Einheiten  und 
die  Zahlwerte  der  in  ihnen  ausgedrückten  Grössen.  Wenn 
die  Dimensionen  angegeben  sind,  wie  man  ja  immer 
verlangen  muss,  so  sind  alle  derartige  Änderungen  leicht 
zu  überschauen.  So  z.  B.  hat  ein  Körper  von  100  kg 
Gewicht  (bei  45"^  Polhöhe)  die  Masse 

100   .,  .  ,         ,n.    kg  (bei  45°).  Sec^ 

m  =  TT —  Massenemh.  =  IO.20  -^-^^ 

9.806  m 

fiT  Min^ 
In  neuen  Masseneinheiten  ^^ —  —   wird   der  Zahlwert 

m 

der  Masse 

60^  m 

Verschiedene  Das  System  mit  den  Einheiten  der  Zeit,  der  Länge 
Einheitssy-  und  der  Kraft  als  Grundeinheiten  ist  das  von  den  Inge- 
steme.  nieuren  am  meisten  gebrauchte  und  heisst  auch  das  tech- 
nisch e  oder  das  praktische  Mass-system. 
Doch  wird  die  oben  gefundene  abgeleitete  Masseneinheit 
fast  gar  nicht  gebraucht,  sondern  man  entlehnt  die  Mas- 
seneinheit einem  anderen  Systeme,  von  welchem  unten 
die  Rede  sein  wird,  und  schreibt  einem  Körper  von  1 
kg  Gewicht  auch  die  Masse  1  kg  zu.  Diese  neue  Mas- 
seneinheit soll  hier  der  Deutlichkeit  wegen  Massen- 
kilogramm genannt  werden.  Sie  ist  nur  der  g^Xt 
Teil  der  früheren  Masseneinheit,  und  wird  als  die  Masse 
des  Pariser  Normalkilogramms  definirt.  Die  Zahlwerte 
aller  Massen   in   Massenkg  sind  g  mal  so  gross  als  in 

kp"  Sec^ 
der  Einheit  -^ —  -    In  einer  aus  der  Gleichung  (81) 

(81)  P=ma 


Mechanik  des  materiellen  Punktes,  167 

abgeleiteten  Formel  dürfen  aber  nie  z.  B.  Kräfte  in  kg 
und  Massen  in  Massenkg  eingeführt  werden,  sondern  es 
müssen  immer  zusammengehörende  Einheiten  benützt 
werden.  Statt  der  Gleichung  (81)  wäre  es  zwar  möglich 
eine  Beziehung 

P=cma 

einzuführen;  man  würde  dann  z.  B.  mit  Kräften  in  kg 
und  Massen  in  Massenkg 

_\        kg       Sec^ 
g  Massenkg    m 

erhalten,  doch  wollen  wir  dies  nicht  thun. 

Ein  wissenschaftlicheres,  in  der  Physik  und  in  der 
Elektrotechnik  vielfach  angewandtes  Einheitssystem  er- 
hält man,  wenn  man  die  Längeneinheit,  die  Zeiteinheit 
und  die  Masseneinheit  als  Grundeinheiten  wählt  und  die 
Krafteinheit  zu  einer  abgeleiteten  Einheit  macht.  Dabei 
folgt  aus  (81) 

Krafteinheit  =  Masseneinh.  X  Beschleunigungseinh.  = 

Masseneinh.  X  Längeneinh. 

~  (ZeileTnlhp  ' 

so  dass  also  die  Dimensionen  der  Krafteinheit  1  in  Bezug 
auf  die  Masseneinheit,  1  in  Bezug  auf  die  Längeneinheit 
und  —2  in  Bezug  auf  die  Zeiteinheit  sind.  Mit  dem 
Massenkg  als  Masseneinheit,  dem  Meter  als  Längenein- 
heit und  der  Secunde  als  Zeiteinheit  ist  die  Krafteinheit 

Massenkg.  m 
Sec2 

Die  Kraft  1   erteilt  dem   Massenkg  die  Beschleunigung 

m  *  1 

1  ^— 2f  woraus  hervorgeht,  dass  diese  Krafteinheit  - 
(=:  ^ —  bei  45°)  mal  so  gross  wie  die  Schwere  des  Mas- 
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senkilogramms  ist.  Sie  ändert  sich  etwas  von  Ort  zu 
Ort  an  der  Erdoberfläche,  während  die  Masseneinheit  un- 
verändert bleibt. 

Systeme  mit  den  Einheiten  der  Länge,  der  Zeit  und 
der  Masse  als  Grundeinheiten  werden  gewöhnlich  abso- 
lute Einheitssysteme  genannt.  Ein  solches  ist  das  sog. 
COS  System  mit  dem  Centimeter  als  Längen-,  der  Se- 
cunde  als  Zeit-  und  dem  Massengramm  als  Massenein- 
heit. In  diesem  System  hat  die  Krafteinheit  den  Namen 
Dyne,  so  dass  also 

P^       Massengr.  cm 

1  uyne—         ^^ 

ist.    Sie  ist  diejenige  Kraft,  welche  der  Masse  1  gr  die 

cm 
Beschleunigung  1  ^—^  erteilt,  und  zwar  ist  sie  bei  45° 

Polhöhe  gleich  jr^r^  mal  dem  Gewichte  des  Gramms. 
^  980.6 

Es  sollen  hier  noch  einige  aus  dem  obigen  unmittel- 
bar hervorgehende  Beziehungen  zwischen  den  verschiede- 
nen Krafteinheiten  sowie  zwischen  den  verschiedenen  Mas- 
seneinheiten aufgestellt  werden,  wobei  g  gleich  9.8i  ^— 2 
angenommen  wird. 

1  kg  =  9.81  M^5g^  =  981000  Dynen. 

1  T^  n         Massenkg.  m      ^  , 

1  Dyne  =  O.ooooi  —  ^    ^ —  =  O.000001019  kg. 

ke  Sec^  ke  Sec^ 

1  — =  9.81  Massenkg;  1  Massenkg  =  O.1019  -^^ 

m  m 

Im  folgenden  wird  nicht  das  absolute,  sondern  das 

technische  Mass-system  angewandt  werden. 

Vervollstän-        Durch  die  bisherige  Darstellung  wird  der  Kraftbegriff 

digung  des   noch  nicht  genügend  genau  bestimmt  um  einer  strengen, 

Kraft'       mathematischen   Behandlung  der  Bewegung  der  Körper 
begnffes. 
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ZU  Grunde  gelegt  werden  zu  können.  Es  ist  von  Kräf- 
ten die  Rede  gewesen,  welche  zwischen  zwei  Körpern 
von  einer  gewissen  Ausdehnung  bei  ihrer  Berührung  oder 
aus  der  Feme  wirken.  Damit  sind  aber  der  Angriffs- 
punkt und  die  Richtungslinie  der  Kraft  nur  annähernd 
bestimmt  Wenn  beispielsweise  zwei  Körper  einander  be- 
rühren, so  wirkt  nicht  nur  eine  Kraft  an  der  Berührungs- 
fläche, sondern  es  wirken  Kräfte  in  sämtlichen  Berüh- 
rungspunkten. Ebenso  existiren  zwischen  Körpern  in  ei- 
ner Entfernung  von  einander  gegenseitige  Kraftwirkun- 
gen zwischen  sämtlichen  materiellen  Teilchen  des  einen 
Körpers  und  sämtlichen  materiellen  Teilchen  des  anderen 
Körpers.  Diese  Kräfte  werden  Elementarkräfte 
genannt  Die  Körper  können  als  materielle  Punktsy- 
steme aufgefasst  werden,  d.  h.  als  geometrische  Systeme 
von  Punkten,  in  welchen  die  Masse  sich  concentrirt  befin- 
det Diejenige  Kraft,  mit  welcher  ein  materieller  Punkt  des 
einen  Körpers  einen  materiellen  Punkt  des  anderen  Kör- 
pers beeinflusst,  ist  dann  die  Elementarkraft.  Sie  ist  völlig 
bestimmt  hinsichtlich  des  Angriffspunktes,  vtjelcher  der 
Punkt  des  zweiten  Körpers  ist,  hinsichtlich  der  Richtungs- 
linie, welche  die  Verbindungslinie  beider  Punkte  ist,  und 
hinsichtlich  der  Grösse,  vorausgesetzt  dass  man  die  Masse 
m  des  dem  zweiten  Körper  angehörenden  Punktes  und 
seine  von  der  Kraft  erzeugte  Beschleunigung  a  kennt; 
die  Grösse  der  Kraft  ist  dann 

(81)  P=ma. 

Die  Mechanik  des  materiellen  Punktes  behandelt  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  auf  den  eine  oder 
mehrere  Kräfte  wirken. 


m 
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Kräften, 


§  37. 

Zusammensetzung  von  Kräften  mit  gemeinsamem  Angriffs- 
punkte.   Gleichgewicht. 

Zusammen-  Die  Zusammensetzung  von  Kräften  mit  gemeinsamem 
^^^^'!^^Z^"  Angriffspunkte  gründet  sich  auf  den  auf  p.  158  gegebenen 
Erfahrungssatz  von  der  unabhängigen  Wirkung  der  Kräfte. 
Nach  diesem  Satze  ist  die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen 
materiellen  Punkt  unabhängig  von  dem  Bewegungszu- 
stande dieses  Punktes  und  von  den  Kräften,  welche  gleich- 
zeitig auf  den  Punkt  wirken.  Jede  Kraft  erteilt  dem 
Punkte  in  ihrer  eigenen  Richtung  eine  Beschleunigung, 
deren  Grösse  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Kraft  und 
der  Masse  des  Punktes  ist.  Man  kann  also  zuerst  dieje- 
nigen Beschleunigungen  bestimmen,  welche  ein  Punkt  un- 
ter dem  Einflüsse  jeder  einzelnen  Kraft  erhält,  und  nach- 
her diese  Beschleunigungen  mit  Hülfe  früher  gefundener 
Regeln  (d.  h.  vermittelst  des  Parallelogramms,  Parallelepi- 
peds  u.  s.  w.  der  Beschleunigungen)  zu  einer  einzigen 
Beschleunigung  zusammensetzen.  Bei  der  Untersuchung 
der  Bewegung  selbst  wird  dann  die  von  der  Trägheit 
herrührende  gleichförmige,  geradlinige  Bewegung  mit  der 
wirklichen  Geschwindigkeit  des  Punktes  entweder  mit 
sämtlichen  einzelnen  beschleunigten  Bewegungen,  wobei 
die  Anfangsgeschwindigkeit  der  letzteren  gleich  Null  ist, 
oder  mit  einer  einzigen  beschleunigten  Bewegung  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  zusammengesetzt,  welche  der  re- 
sultirenden  Beschleunigung  entspricht. 

Die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Bewegun- 
gen erlangt  also  eine  wesentliche  Bedeutung  für  die  Be- 
stimmung der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  auf 
welchen  mehrere  Kräfte  wirken.  Man  kann  aber  auch, 
wie  wir  sehen  werden,  in  directerer  Weise  verfahren, 
wenn  man  zuerst  alle  Kräfte  zu  einer  Resultirenden  ver- 
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Kräfte. 


einigt  und  nachher  die  von  dieser  Resultirenden  verur- 
sachte Bewegung  bestimmt 

Es  werde  angenommen,  dass  zwei  Kräfte  P^  und  P^    P(^raüelo- 
auf  einen   materiellen   Punkt  mit  der  Masse  m  wirken,   ^^^^^^^^ 
von  welchen  die  erstere  dem  Punkte  die  Beschleunigung 
^1,  die  letztere  die  Beschleunigung  ög  erteilt    Diese  Be- 
schleunigungen  können   dann  vermittelst  des  Parallelo- 
grammgesetzes zu   einer  resultirenden  Beschleunigung  a 
zusammengesetrt     werden,       p 
welche  die   Diagonale  des 
Parallelogramms    mit    den 
Seiten  a^  und  a<^  ist    Nach   ^f 
der  Gleichung  (81)  ist 

P^  =  ma^, 

r»  FJg.  93. 

Construirt  man  deshalb  ein  Parallelogramm,  in  wel- 
chem die  durch  Strecken  geometrisch  dargestellten  Kräfte 
/\  und  Pg  Seiten  sind,  so  wird  es  dem  aus  a^  und 
a^  gebildeten  Parallelogramm  ähnlich,  und  hat  mit  die- 
sem eine  Ecke  und  zwei  Seitenrichtungen  gemeinsam. 
Seine  Diagonale  ist  deshalb 

R  =  ma 

und  hat  die  Richtung  von  a,  d.  h.  stellt  geometrisch  eine 
Kraft  dar,  welche  allein  dem  Punkte  dieselbe  Beschleuni- 
gung in  Bezug  auf  Richtung  und  Grösse  erteilt  wie  die 
Kräfte  P^  und  P^  zusammen.  Sie  heisst  deshalb  die 
Resultirende  von  P^  und  Pg?  welche  selbst  Kraft- 
componenten  genannt  werden.  Die  Zusammenset- 
zung geschieht  also  vermittelst  des  sog.  Parallelo- 
gramms  der   Kräfte. 

Aus  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  ergiebt  sich  eine   Zusammen- 
Anzahl  von  Relationen  zwischen  den  Componenten,  der  setzungzweier 
Resultirenden  und  den  Winkeln  des  Parallelogramms,  wel-      ^'^f^- 
che  den  entsprechenden   Relationen  im   Parallelogramm 
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der  Geschwindigkeiten  oder  der  Beschleunigungen  ana- 
log sind  (§§  13  und  14).  Bei  der  Construction  braucht 
nicht  das  ganze  Parallelogramm  gezeichnet  zu  werden; 
es  genügt  die  Construction  der  einen  Hälfte  des  Parallelo- 
gramms, des  sog.  Kraftdreieckes.  Die  Regel  für 
die  Zusammensetzung  lässt  sich  so  formuliren:  Die  Resul- 
tirende  R  zweier  Kräfte  P  und  Q  ist  die  dritte  Seite 
eines  Dreieckes,  dessen  andere  Seiten  die  beiden  nach  ei- 
nander  mit  unveränderter  Grösse  und  Richtung  abgetra- 
genen Kräfte  P  und  Q  sind  (Fig.  94). 

Die  Winkel  des  Drei- 
eckes seien  a,  ß  und  180°—}', 
wobei 

y  =  a  +  ß 

ist.    Es  bestehen  dann  die 
Relationen 

(83)  sin a:sin ß : sin  y  =  P:  Q : R 

und 


(84)  R  =  y/>2  +  (22  +  2  PQ  cos  y . 

Die  letztere  Formel  dient  in  Verbindung  mit  einer  der 
Relationen 

P  . 

sm  a  ~-     sm  y, 

'   o     Q  ' 

sm  ß^=-y^  sm  y 

bei  gegebenen  Componenten  P  und  Q  zur  analytischen 
Bestimmung  der  Resultirenden. 

Wenn  der  Winkel  y  speciell  gleich  Null  ist,  d.  h. 
wenn  die  beiden  Kräfte  dieselbe  Richtung  haben,  so  giebt 
die  Formel  (84)  die  Resultirende 


R=^P^-[-Q^^2PQ  =  P+Q 

gleich  der  Summe  der  beiden  gegebenen  Kräfte. 
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Ist  dagegen  y  =  180°,  d.  h.  wenn  die  beiden  Kräfte 
entgegengesetzten  Sinn  haben  und  beispielsweise  P>Q 
ist,  so  wird 


Die  Resultirende  ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den 
beiden  Kräften  und  hat  die  Richtung  der  grösseren  Kraft. 
Wenn  die  Kräfte  entgegengesetzt  gerichtet  und  gleich 
gross  sind,  d.  h.  wenn  P=Q  ist,  so  wird  /?  =  o,  und 
man  sagt,  dass  die  beiden  Kräfte  einander  aufheben  oder 
auch  dass  der  materielle  Punkt  im  Oleichgewichte 
sei;  dabei  befindet  er  sich  entweder  in  Ruhe  oder  er 
besitzt  eine  geradlinige,  gleichförmige  Bewegung.  Bei 
dem  auf  p.  163  angeführten  Falle  eines  schweren  Körpers 
auf  horizontaler  Unterlage  besteht  Oleichgewicht  zwischen 
der  Schwere  des  Körpers  und  dem  damit  gleich  grossen 
Drucke  der  Unterlage,  der  lotrecht  nach  oben  gerichtet  ist. 

Ein  bemerkenswerter  specieller  Fall  ist  auch  der,  in 
welchem  die  Kräfte  P  und  Q  zu  einander  senkrecht  sind, 
und  das  Parallelogramm  der  Zusammensetzung  somit  ein 
Rechteck  wird.    Es  ergiebt  sich 

P  o 

cosß  =  s\na  =  -^]  cosa=zsmß=~f 

P 

tgaz=cot^  =  ^- 

Umgekehrt  kann   eine  Kraft  mit  Hülfe  der  Parallelo-  Zerlegung  ei- 
gramm-  oder  der  Dreiecksregel  in  zwei  Componenten  zer-    ner  Kraft 
legt  werden.    Dabei  kann  man  folgende  Fälle  betrachten : 

1)  Die  Richtung  der  beiden  Componenten  ist  gegeben. 

2)  Die  eine  Componente  ist  der  Orösse  und  Richtung 
nach  gegeben. 

3)  Die  Orösse  der  einen  und  die  Richtung  der  ande- 
ren Componente  sind  gegeben. 
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4)  Beide  Componenten  sind  der  Grösse  nach  gegeben. 
Das  Problem  wird  in  jedem  Falle  in  einfacher  Weise 
analytisch   oder  graphisch  gelöst,  was  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  zu  werden  braucht. 
Zusammen-        Es  mögen  jetzt  mehrere  Kräfte  P^,  fa  . . .  P«  auf  den- 
säzung  meh-  selben  Angriffspunkt  wirken,  wobei  zuerst  vorausgesetzt 
rerer  Kräfte,  ^j^.^^  ^^^^  ^n^   j^j-jj^^  jj^  derselben  Ebene  liegen.    Die 
Kräfte  können  sowohl  graphisch  als  auch  analytisch  zusam- 
mengesetzt werden. 
Kräftepoly-         Die  graphische  Zusammensetzung  kann  in  folgender 
gon.        Weise  ausgeführt  werden.   Die  Kraft  P^  wird  zuerst  nach 
der  Dreiecksregel  mit  der  Kraft  P^  zu  einer  Resultiren- 
den   Ri2  zusammengesetzt  (Fig.  95);   die  Kraft  Pg  wird 

dann  mit  R12  zu  der  Re- 
sultirenden  Ri2s   zusam- 
mengesetzt u.  s.  w.;  man 
fügt    immer    nach    der 
Dreiecksregel    jede    fol- 
gende  Kraft  zu  der  Re- 
sultirenden  der  vorherge- 
henden  Kräfte,  bis  man 
zuletzt    die    Resultirende 
R     sämtlicher     /z- Kräfte 
erhält.     Wie    ersichtlich 
ist  es  aber  nicht  erfor- 
derlich die  Zwischen-Re- 
w.  zu   zeichnen;   die   Regel 
der    Zusammensetzung    wird    also  folgende:     Sämtliche 
Kräfte  werden  mit  anveränderter  Grösse  und  Richtung 
nach  einander  abgetragen.    Diejenige  Strecke,  welche  von 
dem  Anfangspunkte  der  ersten  Kraft  nach  dem  Endpunkte 
der  zuletzt  abgetragenen  Kraft  gezogen  wird,  stellt  dann 
die  Resultirende  des  gegebenen  Kraftsystemes  dar. 

Diese  Regel  der  graphischen  Zusammensetzung  einer 
Anzahl  von  Kräften  in  derselben  Ebene  mit  gemeinsamem 
Angriffspunkte  wird  die  Polygonregel  genannt  und 


Fig.  95. 


sultirenden    R^^  R^^  u.   s. 
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ist  völlig  analog  der  Polygonregel  für  Geschwindigkeiten 
oder  für  Beschleunigungen  (p.  48  u.  53).  Die  nach  einander 
abgetragenen  Kräfte  und  die  Resultirende  R  bilden  eine 
geschlossene  gebrochene  Linie,  das  sog.  Kräftepo- 
1  y  g  o  n. 

Bei   der  analytischen  Zusammensetzung  von  Kräften 
in  einer  Ebene  mit  dem  gleichen  Angriffspunkte  werden 
zwei  zu  einander  senkrechte  Richtungen  durch  den  Punkt  ^^^J^^^^.'^ 
als   Coordinatenaxen   gewählt  (Fig.  96).    Eine   Kraft  P^ 


Analytische 
Zusammen- 


giebt  nach  diesen 
Axen  die  Com- 
ponenten  X^  und 
Kl,  eine  Kraft  P^ 
die  Componen- 
ten  Xa  und  Kg 
u.  s.  w.  endlich 
Pn  die  Compo- 
nenten  Xn  und 
K„,   wobei    jede  Fig.  96. 

Componente  po- 
sitiv in  der  positiven  Axenrichtung  und  negativ  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  gerechnet  wird.  Durch  alge- 
braische Addition  werden  die  X-Componenten  zu  der 
Kraft  Rx,  die  K-Componenten  zu  der  Kraft  Ry  zusammen- 
gesetzt; es  wird  also 


Kräften  in 
einer  Ebene. 


(85) 


li^  =  2Y=Y,  +  Y^  +  ...  +  Y„. 


Die  beiden  Kräfte  Rx  und  Ry  geben  dann  als  resultirende 
Kraft  die  Diagonale  R  eines  Rechteckes;  und  zwar  ist 


(86) 


/?=y^2  +  /?/; 


R  bildet  einen  Winkel  cp  mit  der  positiven  jc-Axe,  für 
den  die  Formeln 
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R.. 


Ry 


(87) 


COS  <p  =  -^f  sin  9?  =:   -j 


gelten. 

Drückt  man  die  Kraftcomponenten  Xi,  Kj,  Xg,  Kj 
u.  s.  w.  durch  die  Kräfte  und  die  Winkel  bez.  a^,  og . . . 
an  aus,  welche  ihre  Richtungen  mit  der  positiven  jc-Axe 
bilden,  setzt  man  also 

Xi  =z  P^  cos  a^ ;  Kl  =  Pi  sin  a^, 
X2  =  P2COSa2]   Ka^PgSinag, 


Xn  =  Pn  COS  an]    y«=P„Sina„, 

so  ergiebt  sich 


(88) 


llc=2:X=2{Pc0Sa), 

Ry=i:Y=2;(Psma), 


Glieder  enthält.     Die   Resultirende 
dann  wie  vorher  aus  den  Formeln 


wo  jede  Summe  n 
R  aller  Kräfte  folgt 
(86)  und  (87). 

Es  sollen  jetzt  Kräfte  Pi,  P^..,  Pn  betrachtet  werden, 
welche  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben,  aber  ein 
räumliches  System  bilden.  Sie  können  wieder  sowohl 
graphisch  als  analytisch  zusammengesetzt  werden. 

Die  Zusammensetzung  wird  graphisch  vermittelst  eines 
Zusammen-  Kräftepolygons  ausgeführt,  welches  man  erhält,  wenn  man 
Setzung,  clig  Kräfte  der  Reihe  nach  mit  unveränderter  Grösse  und 
Richtung  nach  einander  abträgt.  Dieses  Polygon  ist  aber 
ein  räumliches  Polygon  und  wird  nach  den  Regeln  der 
darstellenden  Geometrie  durch  Zeichnen  seiner  Projectio- 
nen  auf  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  construirt. 
In  den  meisten  Fällen  wird  es  bequemer  sein  die  Zusam- 
mensetzung analytisch  auszuführen. 


Kräfte  im 
Räume, 


Graphische 
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Für    die    analytische    Zusammensetzung    wählt    man    Analytische 
drei  zu  einander  senkrechte  Coordinatenaxen  im  Räume   Zusammen- 


(Fig.  97).    Es  seien  die 
Richtungswinkel     der 
Kräfte    in    Bezug  auf 
diese  Axen 
ai,)8iundyif.d.KraftPi, 


P„  ^ 


Setzung. 


<^nt  ßn    w     yn  n  »       n      Pri' 

Jede  Kraft  wird  ver- 
mittelst eines  recht- 
winkligen Parallelepi- 
peds  in  ihre  Compo- 
nenten  nach  den  drei 
Axen  zerlegt  (vergl.  p. 
49).    Diese  Componenten  sind  für  die  Kräfte 


Fig.  97. 


Pl  P2 Pn 

n2LChdtrX'AxtXi=iPlCOSa^fX2^=P20OSa2..Xn^=PnCOSa„f 

„    y-    „       Y^=P^COSßi,Y2=PciCOSß2..Yn=PnCOSßn, 
n  w      Z-    ;;       Zi  =  P^  COS  ^i, Zg^PQ  COS  72- •  ^«  =  Prt  COS  y«. 

Summirt  man  jetzt  alle  Componenten  längs  jeder  Coor- 
dinatenaxe,  so  erhält  man  als  Componenten  der  gesuchten 
Resultirenden 


(89) 


lic=^X=2:{PcOSal 
Ry=i:Y  =  2:{Pcosß), 
R,=2:Z  =  2:(Pcosy). 


Die  resultirende  Kraft  R  hat  die  Grösse 


(90) 


R  =  y'Rj^r}^^2_^f^2 


und  ihre  Richtungswinkel  a,  ß,  y  ergeben  sich  aus  den 
Formeln 

12 
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COSa=r  -ßi 


(91)  cos/?  =  -^, 

Rz 

cosy  =  -^' 

Beschleuni-  Die  vorhin  beschriebene  Art  der  Zusammensetzung 
S^'^^des  An- ^Q^  Kräften  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  hat  eine 
^der^^Krüfte  besondere  Bedeutung  für  die  Untersuchung  der  Bewegung 
dieses  Angriffspunktes,  welcher  ein  freier  materieller  Punkt 
mit  der  Masse  m  sein  möge.  Die  Untersuchung  der  Be- 
wegung eines  Punktes  im  Räume  wird  nach  §  12  ver- 
mittelst ihrer  Projectionsbewegungen  auf  drei  Coordina- 
tenaxen  ausgeführt.  Wenn  die  Componenten  Rx^  Ry  und 
Rz  der  Oesamtkraft  R  nach  den  drei  Coordinatenaxen 
gefunden  sind,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Beschleuni- 
gungen in  diesen  drei  Projectionsbewegungen  mit  Hülfe 
der  Formeln 

n            ^ 
üx  = f 

m 

Ry 

(92)  ^-^=i' 

Aus  den  gefundenen  Formeln  können  mehrere  Schlüsse 

gezogen  werden. 

Qleichge-  Das  aus  n  Kräften  gebildete   Kraftsystem   heisst  ein 

wicht       Qleichgewichtssystem,   wenn  die  Resultirende 

gleich  Null  ist.    Es  wird  R  gemäss  der  Formel  (90)  nur 

dann  gleich  Null,  wenn  die  drei  Bedingungen 

Rx  =  2{Pcosa)  =  o, 

(93)  Ry  =  ^Pcosß)=^o, 
Rz  =  2:(Pcosy)  =  o 
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erfüllt  sind.  Es  ergiebt  sich  also  der  Satz:  Kräfte  mit 
gemeinsamem  Angriffspunkte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn 
die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  jede  von  drei  zu  einan- 
der senkrechten  Axen  gleich  Null  ist. 

Die  Bedingung  /?z=o  wird  graphisch  dadurch  aus- 
gedrückt, dass  der  Endpunkt  der  letzten  Kraft  im  Kräfte- 
polygon mit  dem  Anfangspunkte  der  ersten  Kraft  zu- 
sammenfällt Das  Kräftepolygon  heisst  dann  ein  ge- 
schlossenes. 

Wenn  die  drei  Bedingungen  (93)  erfüllt  sind,  so  folgt 
aus  den  Formeln  (Q2) 

fljc  =  öy  =  flr  =  o, 

d.  h.  die  drei  Projectionsbewegungen  sind  gleichförmig. 
Die  Bewegung  des  Angriffspunktes  des  im  Gleichgewicht 
befindlichen  Kräftesystems  ist  dann  geradlinig  und  gleich- 
förmig oder  der  Punkt  befindet  sich  in  Ruhe.  Man  sagt, 
dass  der  Punkt  selbst  im  Gleichgewicht  sei  und  unter- 
scheidet je  nach  den  beiden  Fällen  zwischen  dyna- 
mischem und  statischem  Gleichgewichte. 
Wenn  die  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  alle  in 
einer  Ebene  liegen,  so  sind  nach  der  Formel  (86)  die 
Bedingungen,  dass  die  Resultirende  gleich  Null  sei, 

„4)  "■  =  <"■ 

d.  h.  Kräfte  in  derselben  Ebene  und  mit  gemeinsamem 
Angriffspunkte  sind  im  Oleichgewicht,  wenn  die  Summe 
der  Projectionen  sämtlicher  Kräfte  auf  jede  von  zwei  zu 
einander  senkrechten  Axen  in  der  Ebene  gleich  Null  ist 

Wenn  z.  B.  drei   Kräfte  in  der  Ebene  gegeben  sind,     LamVs 
so  erfordert  das  Gleichgewicht,  dass  eine  beliebige  von      Princip. 
ihnen  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  zu  der 
Resultirenden  der  beiden  übrigen  Kräfte  sei.    Die  Grössen 
der  drei  Kräfte  werden  dann  durch  zwei  Seiten  und  die 
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p  fj^.  Diagonale  ei- 

' ~ ^  nes  Parallelo- 
gramms dar- 
gestellt (Fig. 
98).  Es  seien, 
P,  Q  und  R 
Fig.  Q8.  i"  der  Figur 

drei  Kräfte  im 
Oleichgewicht;  die  entgegengesetzte  Kraft  (/?)  zu  R  ist  die 
Resultirende  aus  P  und  Q. 

Mit  Hülfe  des  Sinussatzes  findet  man 

P\  Q:R  =  sm  (180^-fl) :  sin  (180°-*) :  sin  (180"-r) 
d.  h. 

{95)  P:Q:  R=  sin a:smb: sin c. 

Die  Kräfte  verhalten  sich  also  im  Falle  des  Gleichge- 
wichtes wie  die  Sinusse  der  ihnen  gegenüberliegenden  Win- 
kel Dieser  Satz  wird  nach  seinem  Aufsteller  das 
L  a  m  i '  sehe  Princip  genannt. 

Diese  Oleichgewichtsbedingungen  eines  Systems  von 
Kräften  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  werden  bei  der 
Lösung  einer  grossen  Menge  von  Aufgaben  benützt. 

Anwendungen. 

1)  Drei  Kräfte  wirken  längs  der  Halbirungslinien  der  Winkel  ei- 
nes Dreieckes,  und  zwar  von  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  dieser 
drei  Linien  gegen  die  Ecken  hin.  Das  Grössenverhältnis  der  Kräfte 
beim  Gleichgewicht  zwischen  denselben  sei  zu  bestimmen.  Mit  den 
Bezeichnungen  in  der  Figur  99  ergiebt  sich 


fl  =  180°-^-+^  =  90^  +  ^, 


b^ 


c  = 


Fig.  99. 
Das  Lam  i'sche  Princip  liefert  also  die  Lösung 


90' +|, 
90'  +  -^-. 
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P :  Q :  /?  =  cos  ^ :  cos  1^ :  cos  ^. 

2)  Das  Problem  1)  sei  mit  der  Abänderung  zu  behandeln,  dass 
die  Winkelhalbirenden  des  Dreieckes'  durch  die  Höhenlinien  ersetzt 
werden. 

3)  Ein  Gewicht  P  hängt  an  drei  gleich  langen'Fäden,  deren  obere 
Endpunkte  sich  in  einer  Horizontalebene  befinden  und  die  mit  dem 
Aufhängepunkte  des  Gewichtes  die  Ecken  eines  regulären  Tetraeders 
bilden.    Die  Spannung  der  Fäden  wird  gesucht 

Die  in  allen  Fäden  gleich  grosse  Spannung  sei  X.  Jeder  Faden 
bildet  mit  der  Richtung  senkrecht  nach  oben  einen  Winkel,  dessen 
Cosinus  gleich  f\  ist.  Setzt  man  jetzt  die  Projectionssumme  der  drei 
Spannungen  X  und  der  Kraft  P  auf  die  Verticale  gleich  Null,  so 
folgt 

3Xcosr  =  P. 


Die  Grösse  der  Spannung  ist  also: 

P 


X  = 


3  cos  V 

4)  Ein  Hebezeug  besteht  aus 
drei  zu  einander  senkrechten  Stä- 
ben von  den  Längen  bez.  /j,  4 
und  /g,  welche  in  einem  Punkte 
verbunden  sind  und  deren  untere 
Endpunkte  sich  in  einer  Horizon- 
talebene befinden.  Die  Last  P 
wirkt  lotrecht  unter  dem  Verbin- 
dungspunkte. Es  werden  die 
Drücke  in  den  Stäben  gesucht. 

Der  Verbindungspunkt  O  (Fig. 
100  und  101)  werde  als  Anfangs- 
punkt eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  im  Räume  ge- 
wählt, dessen  Axen  die  Mittellinien 
OA,  OB  und  OC  der  drei  Stäbe 
seien.  Es  wird  die  Richtung  der 
Normalen  OP  von  O  aus  auf  die 
Ebene  ABC  in  Bezug  auf  dieses 
Coordinatensystem  gesucht.  Die 
Ebene  ABC  schneidet  auf  den 
Axen  die  Stücke  /j,  I2  und  ^  ab 
und  hat  folglich  die  Gleichung 


p 

-^  =  0.4082  P. 

V6 
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In  der  Normalform  lautet  dieselbe  Gleichung 


i'i  ^j  4.^  1 1 . 1+r 


sie  giebt  für  die  Länge  h  der  Normale  aus  O  zu  der  Ebene  den  Wert : 

Für  die  Winkel  o,  /?  und  ;',  welche  die  Normale  mit  den  Coordina- 
tenaxen  einschliesst,  erhält  man 

COSß  =  -,-=  ^'^ 


k      \li'lf+ljl^  +  ll'li 
cos/?  = 


cos;'=>-=   : .    _    . 

^3      Mil^  +  l^l^  +  l^li 

Die  Kraft  P  ist  die  Diagonale  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds, 
dessen  Kantenlängen  die  gesuchten  Drücke  darstellen.  Bezeichnet  man 
sie  mit  P,,  P^  und  Pg  nach  den  Richtungen  der  x-,  y-  und  z-Axe, 
so  folgt 


Pj  =  P  cos  o  = 


y, 


Yk^k^  +  k^i^+k^l^^' 

P2  =  PcOSß  =  -r--=^  .y'=^-.=^-^.p 

W/s^  +  ^^V  +  Zi-V    ' 

Pä  =  P  COS  y  =  — r-  -T^z^  ^  ^  — p 

\k^lr  +  lMi'  +  l^l,' 

5)  Man  zeige,  dass  Gleichgewicht  bei  einem  räumlichen  Kräfte- 
systeme mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  besteht,  wenn  die  Projec- 
tionssumme  der  Kräfte  auf  jede  von  drei  Axen,  welche  nicht  parallel 
einer  Ebene  sein  dürfen,  gleich  Null  ist. 

6)  In  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  der  Höhenlinien  eines 
Tetraeders   wirken    Kräfte,  und   zwar  in  den  Richtungen  der  Höhen- 
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linien  gegen  die  Seitenflächen  hin.  Die  Kräfte  sind  diesen  Seiten- 
flächen proportional.  Man  beweise,  dass  Gleichgewicht  besteht.  Das 
Tetraeder  sei  H^H^H^h^  (Fig  102),  die  nächeninhaltc  der  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  seien  bez. 
i4i,  A^t  A^  und  A^,  die  entsprechen- 
den Kräfte  seien  endlich  kA^,  kA^  kA^ 
und  kA^.  Zuerst  wird  nachgewiesen, 
dass  die  Summe  der  Projedionen 
der  vier  Kräfte  auf  die  Höhenlinie 
//,A^i  gleich  Null  ist.  Die  Seiten- 
fläche //2//S//4  des  Tetraeders  wird 
durch  die  Geraden  M^^,  Hf^Ni 
und  //4A/1  in  drei  Dreiecke  geteilt, 
deren  Flächeninhalte  mit  Og,  ^3  und 
^4  bezeichnet  werden  mögen.  Wer- 
den die  Neigungswinkel  der  drei 
übrigen  Tetraederseiten  gegen  die  Grundfläche  M^^H^  bez.  03,  aj 
und  04  genannt,  so  hat  man 


«2 


'^3  — -;;r— »>»4- 


«4 


cos  02     *     cos  03'    "     cos  04 

Die  Kräfte  kA2,  kA^  und  kA^  schliessen  mit  der  Richtung  M^Ni  die 
Winkel  180' -«2,  180**- «3  und  180** -04  ein.  Die  Projectionssumme 
aller  vier  Kräfte  auf  diese  Richtung  ist  also 

kAi  —  kA2  cos  02 — kA^  cos  03 — kA^  cos  a^  = 
=  k(Ai-a2-aQ-a^)  =  o, 
weil 

Ai  =  a2  +  a^  +  «4 
ist. 

In  derselben  Weise  zeigt  man,  dass  die  Projectionssumme  auf  jede 
der  drei  übrigen  Höhenlinien  gleich  Null  ist.  Hieraus  folgt  dann,  dass 
sie  für  jede  Axe  des  Raumes  gleich  Null  ist;  d.  h.  die  vier  betrachte- 
ten Kräfte  sind  im  Gleichgewichte,  w.  z.  b.  w. 


Fünfter  Abschnitt 

Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§  38. 

Allgemeine  Resultate. 

Nach  der  Zusammensetzung  der  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkenden  Kräfte  zu  einer  Resultirenden  folgt  die 
Untersuchung  der  Bewegung,  welche  der  Punkt  unter 
dem  Einflüsse  dieser  Resultirenden  annimmt. 

Wenn  die  Resultirende  der  wirkenden  Kräfte  gleich 
Null  ist,  so  bleibt  der  materielle  Punkt  entweder  in  Ruhe 
*  oder  er  hat  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung. 
Es  besteht  dann  Gleichgewicht;  in  dem  ersteren  Falle  ein 
statisches,  in  dem  letzteren  Falle  ein  dynamisches  Oleich- 
gewicht (vergl.  p.  179). 
Differential-  Wenn  dagegen  die  Resultirende  R  nicht  gleich  Null 
gleichungen  \^^  §0  erhält  der  materielle  Punkt,  dessen  Masse  gleich 
m  ist,  in  der  Richtung  der  Resultirenden  eine  Beschleu- 
nigung a  von  der  Grösse 

R 

m 

Die  Componenten  dieser  Beschleunigung  nach  drei  Coor- 
dinatenaxen  im  Räume  sind 


der  Bewe- 
gung, 
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m 
(92)  a,=z^> 

n  ^ 

m 

wo  Rx,  Ry  und  R»  die  Componenten  der  Resultirenden  nach 
den  betreffenden  Axen  bezeichnen  (siehe  p.  178).  Führt 
man  gemäss  den  Gleichungen  (36)  die  Ausdrücke  für  die 
Componenten  der  totalen  Beschleunigung 

_(Px 

_(Pz 

ein,  so  erhält  man  nach  Multiplication  mit  m 

(96)  m^f^=.Ry^ 

welche  Gleichungen  die  Differentialgleichun- 
gen der  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
genannt  werden.  Aus  den  Differentialgleichungen  folgen 
die  Gleichungen  der  Bewegung,  d.  h.  die  Ausdrücke  für 
jc,  y  und  z  als  Functionen  von  /,  durch  Integration. 

Wenn  die  Resultirende  der  auf  den  Punkt  wirkenden 
Kräfte  fortwährend  in  einer  Ebene  liegt,  welche  auch  die 
Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes  enthält,  so  verläuft 
die  Bewegung  ganz  in  dieser  Ebene.  Wählt  man  diese 
Ebene  zur  jcy-Ebene,  so  sind  nur  zwei  Differentialglei- 
chungen 
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"^dt^  —  ^y 

der  Bewegung  erforderlich. 

Wenn  die  Resultirende  fortwährend  dieselbe  Richtung 
wie  die  Anfangsgeschwindigkeit  hat,  so  ist  die  Bewegung 
geradlinig.  Nimmt  man  dann  die  Gerade,  in  der  die 
Bewegung  stattfindet,  zur  jc-Axe,  so  hat  man  nur  die  eine 
Differentialgleichung 

(98)  '^^J^^ 

Bleibt  die   Resultirende  ausserdem  der  Grösse  nach  un- 
verändert, so  ist  die  Bewegung  gleichförmig  veränderlich. 
Tangential'        Wenn   die   Richtung  der  Resultirenden  nicht  mib  der 
und  Normal'  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  zusammenfällt,  so 
kraft.       jgj  jjg  ß^j^j^  immer  krummlinig.    Die  totale  Beschleuni- 
gung a  einer  krummlinigen  Bewegung  ist  früher  sowohl 
in  ihre  Componenten  nach  drei  Coordinatenaxen  als  auch 
in   ihre   beiden   Componenten   nach   der  Tangente  und 
nach  der  Hauptnormalen  der  Bahn  zerlegt  worden.    Für 
die  Tangentialbeschleunigung  wurde  der  Ausdruck 

du 


und  für  die  Normalbeschleunigung  der  Ausdruck 

an—   - 
Q 

gefunden.  In  derselben  Weise  zerlegt  man  die  Resulti- 
rende R  der  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Componenten: 
die  Tangentialkraft 

(09)  R,=ma,  =  m^"^ 
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und  die  Normal-  oder  Centripetalkraft 


u 


2 


<100)  ll,  =  man  —  m—f 

Q 

von  welchen  die  erstere  die  Richtung  der  Tangential- 
beschleunigung und  die  letztere  die  Richtung  der  Nor- 
malbeschleunigung besitzt. 

Für  die  drei  Kräfte  /?,  Rt  und  Rn  gelten  die  Formel- 
systeme 

<101)  Rt  =  Rcos&, 

^^^^^  Rn  =  Rsint% 

und 


R=iR;y+R„^^ 

^^^  =  R/ 

wo  &  der  Winkel  zwischen  der  Resultirenden  und  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  ist  (Vergl.  p.  68  und  6Q). 
Ferner  ergiebt  sich  aus  (99),  (100)  und  (102) 


(103)  ^2 

'dt 

Die  der  Tangentialkraft  und  der  Normalkraft  entge- 
gengesetzt gleichen  Kräfte  heissen  Tangentialreac- 
t  i  o  n  und  Normalreaction  oder  Centrifugal- 
kraft;  die  Benennungen  rühren  davon  her,  dass  wenn 
2.  B.  nur  eine  normale  Kraft  auf  den  Punkt  wirkt,  der 
Punkt  selbst  auf  den  Ausgangspunkt  dieser  Kraft  die  entge- 
gengesetzte Reaction  ausübt. 

In  der  geometrischen  Bewegungslehre  sind  mehrere  SpedelU  Fälle 
specielle  Fälle  der  Bewegung  eines  Punktes  untersucht  der  Bewegung 
worden,  z.  B.  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  ««« Punktes, 
längs  der  Verticalen,  die  parabolische  Wurfbewegung,  die 
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einfache  oscillirende  Bewegung,  die  gleichförmige  Bewe- 
gung  in  einem  Kreise  u.  s.  w.  In  allen  diesen  Fällen 
ist  von  der  in  der  Bewegung  vorhandenen  Beschleuni« 
gung  ausgegangen  worden.  Man  könnte  aber  auch  von 
der  die  Bewegung  verursachenden  Kraft  ausgehen,  und 
erhielte  dann  die  Beschleunigung  durch  Division  der 
Kraft  durch  die  Masse  m  des  Punktes. 

Diejenige  Kraft,  deren  zugehörende  Beschleunigung 
im  obigen  mit  g  bezeichnet  worden  ist,  ist  die  Schwere 
und  hat  also  für  einen  Punkt  von  der  Masse  m  die 
Grösse  mg^  gleich  dem  Gewichte  des  Punktes.  Die 
Schwere  hat  die  Richtung  der  Lotlinie  nach  unten  und 
ist  sehr  nahe  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet. 
Wie  mehrmals  erwähnt,  ändert  sich  ihre  Grösse  ein  we- 
nig mit  dem  Orte  auf  der  Erdoberfläche,  worüber  näheres 
in  §  46,  sowie  auch  mit  der  Höhe  über  dem  Meeres- 
spiegel. Für  einen  nach  Breite  und  Höhe  nicht  allzu  grossen 
Raum  kann  aber  die  Schwere  praktisch  genommen  als 
der  Grösse  und  Richtung  nach  constant  betrachtet 
werden. 

Ein  materieller  Punkt,  auf  den  die  Schwere  allein 
wirkt,  nimmt  die  parabolische  Wurfbewegung  an,  wenn 
die  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  vertical  ist,  und  bewegt 
sich  mit  gleichförmig  veränderlicher  Bewegung  längs  der 
Verticalen,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  vertical 
gerichtet  ist  oder  wenn  dem  Punkte  keine  Anfangsge- 
schwindigkeit erteilt  wird.  In  beiden  Fällen  ist  die 
Beschleunigung  die  senkrecht  nach  unten  gerichtete  Be- 
schleunigung g  der  Schwere. 

In  der  gleichförmigen  Bewegung  mit  der  Geschwin- 
digkeit u  in  einem  Kreise  vom  Radius  r  fällt  die  totale 
Beschleunigung  mit  der  Centripetalbeschleunigung  zusam- 
men, sie  ist  somit  gegen  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ge- 
richtet und  hat  die  unveränderliche  Grösse 

a  =  an-=     ' 
r 
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Der  Constanten  Centripetalbeschleunigung  entspricht  eine 
constante  Centripetalkraft 

Rn=m-' 

Giebt  es  umgekehrt  eine  gegen  einen  festen  Punkt  ge- 
richtete constante  Kraft  P,  welche  auf  einen  materiellen 
Punkt  von  der  Masse  m  wirkt,  so  wird  sich  dieser  Punkt 
gleichförmig  in  einem  Kreise  bewegen,  falls  die  Anfangs- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  der  Kraft  P  ist  und  die 
Grösse 


^-y 


p 

—  r 
m 


hat;   r  bezeichnet  den  Abstand  des  Punktes  vom  Mittel- 
punkte, gegen  den  die  Kraft  P  gerichtet  ist. 

In  der  einfachen  oscillirenden  Bewegung  ist  die  Be- 
schleunigung in  der  Bahn  gemäss  §  1 1  proportional  dem 
Abstände  von  einem  festen  Punkte  der  Bahn,  dem  sog. 
Schwingungsmittelpunkte.  Unter  dem  Einflüsse  einer 
veränderlichen  Kraft,  welche  gegen  einen  festen  Punkt 
gerichtet  ist  und  deren  Grösse  proportional  dem  Abstände 
von  diesem  Punkte  ist,  entsteht  immer  eine  einfache 
oscillirende  Bewegung  in  einer  geradlinigen  Bahn,  falls 
die  Richtungslinie  der  Anfangsgeschwindigkeit  durch  den 
festen  Punkt  geht. 

Die  Bewegungen  des  materiellen  Punktes  werden  in  Freie  undge- 
freie  Bewegungen  und  gebundene  Bewe-  JJ^^äj^^" 
gungen  eingeteilt. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  heisstfrei,  wenn  die  Bahn 
in  keiner  Weise  vorausbestimmt  ist,  sondern  nur  von  den 
die  Bewegung  verursachenden  Kräften  und  der  Anfangs- 
geschwindigkeit  abhängt.  Eine  freie  Bewegung  ist  z.  B. 
die  Wurfbewegung. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  heisst  gebunden,  wenn  der 
Punkt  gezwungen  ist  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  oder 
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einer  gegebenen  Curve  zu  bewegen}  Im  ersten  Falle  ist  die 
Bahn  eine  auf  der  Fläche  liegende  Curve,  im  zweiten 
Falle  die  gegebene  Curve  selbst  und  somit  völlig  be- 
stimmt. Bei  der  gebundenen  Bewegung  treten  ausser 
den  die  Bewegung  verursachenden  Kräften  sog.  Wi- 
derstandskräfte auf,  die  von  den  Hindernissen 
herrühren,  durch  welche  der  Punkt  gezwungen  wird,  von 
der  einer  freien  Bewegung  entsprechenden  Bahn  abzu- 
weichen. Ein  Beispiel  der  gebundenen  Bewegung  liefert 
die  gewöhnliche  Pendelbewegung. 

§  39. 

Beispiele  der  freien  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Bew^ung  1)  Die   Bewegung   des   Mondes  um  die  Erde  ist  an- 

des  Mondes,  näherungsweise  eine  freie  gleichförmige  Bewegung  in 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  der  Erde  als  Mittel- 
punkt. Der  Radius  des  Kreises  ist  imgefähr  60  Erd- 
radien =  60  X  6370000  m;  die  Zeit  deines  Umlaufs  be- 
trägt 27.3  Tage.  Aus  diesen  Angaben  können  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Beschleunigung  der  Mondbewe- 
gung berechnet  werden.  Die  unveränderliche  Geschwin- 
digkeit u  hat  den  Wert  (Anw.  2,  p.  46) 

_2.t/?_  2^X60X^6370000    m  _i^^^  m_ 
^—T—       27.3  X 8640Ö       See ~  ^^^^  See 
und  die  Centripetalbeschleunigung  ist 

_ul_ 10202   _    rn    _  m 

^"~R~  60  X"6370000  "Sec^  "  ^-^''^  Sec^* 

Newtons         Die   Beschleunigung   der  Mondbewegung  kann  noch 

Qravitations-  in  anderer  Weise  abgeleitet  werden.    Die  Bewegung  des 

gesäz.       Mondes   erfolgt   1)   unter  dem  Einflüsse  seiner  Trägheit, 

welche   ihm   eine    gleichförmige  geradlinige   Bewegung 

längs   der  Tangente   der   Bahn   erteilen   würde   und   2) 

1   Der  allgemeinere   Fall,  in  welchem  die  Fläche  oder  die  Curve 
sich  mit  der  Zeit  verändert,  wird  hier  nicht  behandelt. 
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infolge  der  Anziehung  der  Erde,  welche  die  Abweichung 
von  der  geradlinigen  Bahn  verursacht.  Diese  Anziehung 
zwischen  zwei  Himmelskörpern,  hier  der  Erde  und  dem 
Monde,  heisst  die  universelle  Gravitation  und 
ist  von  Newton  entdeckt  worden.  Nach  dem  New- 
tonischen  Gravitationsgesetze  ziehen  sich  zwei  Himmels- 
körper mit  einer  Kraft  an,  welche  direct  proportional  ihren 
Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihrer 
gegenseitigen  Entfernung  ist  Dasselbe  Gesetz  gilt  nicht 
nur  für  die  Himmelskörper  sondern  für  zwei  beliebige 
materielle  Teilchen,  wenigstens  dann,  wenn  ihre  gegen- 
seitige Entfernung  nicht  so  klein  ist,  dass  sie  mit  der 
Grösse  der  Teilchen  selbst  vergleichbar  ist,  in  welchem 
letzteren  Falle  sog.  Molecularkräfte  auftreten.  Die 
Masse  des  einen  Punktes  sei  m,  die  des  anderen  m\  der 
Abstand  r;  dann  ist  die  Kraft 

(104)  P^k"^^ 

wo  k  die  sog.  Gravitationsconstante  bezeich- 
net. Es  ist  k  dem  Zahlwerte  nach  gleich  derjenigen 
Kraft,  mit  der  sich  zwei  Masseneinheiten  in  dem  Ab- 
stände 1  von  einander  anziehen.  Diese  Kraft  erteilt  dem 
Körper  m  die  Beschleunigung 

P       ,/n' 
m  n 

in  der  Richtung  gegen  m'  und  dem  Körper  m'  die  Be- 
schleunigung 

m'         A® 

in  der  Richtung  gegen  m. 

Nennt  man  nun  die  Masse  der  Erde  M^  die  Masse 
des  Mondes  m  und  die  Masse  eines  Körpers  an  der 
Erdoberfläche  m\  so  wirkt  zwischen  M  und  m'  die  Kraft 
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wo  r  der  Radius  der  Erde  ist.  Diese  Kraft  ist  die  Schwere 
des  Körpers  und  erteilt  ihm  die  Beschleunigung^.  So- 
mit folgt 

Zwischen  der  Erde  und  dem  Monde  wirkt  eine  Kraft  P 
von  der  Grösse 

wo  R  der  Abstand  zwischen  den  Mittelpunkten  der  Erde 
und  des  Mondes  ist  Die  Kraft  P  erteilt  dem  Monde 
die  Beschleunigung 

P       .M 

in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  und 
der  Erde  die  Beschleunigung 

_  P  _yni 

in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  des  Mondes. 
Die  relative  Beschleunigung  ür  des  Mondes  in  Bezug 
auf  die  Erde  ist  somit  nach  dem  Satze  auf  p.  143 

und  ist  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet. 

Aus  den  Ausdrücken  für  g  und  flr  folgt  durch  Elimi- 
nation von  k 


mi'+M}^- 
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Setzt  man  hier  die  Werte 

^  =  9.80  5^, 

m 1 

7Ä  —  m 
ein,  so  erhält  man 

81 . 9.80       ^  m 

ßr  =  Qf\    Ana  =  0.00276 


80.602       "•         See« 

Dieser  Wert  stimmt  mit  dem  auf  p.  190  gefundenen  Werte 
von  ün  mit  aller  nur  zu  wünschenden  Genauigkeit  über- 
ein. Hierin  liegt  eine  glänzende  Bestätigung  des  New- 
ton sehen  Qravitationsgesetzes. 

Noch  eine  Anwendung  dieses  Gesetzes  mag  hier  fol-    Beschleuni- 
gen.    Bezeichnet  man   mit  p  die   Beschleunigung  eines  ^f^s  on  der 
an  der  Mondoberfläche  fallenden  Körpers,  mit  q  den  Ra-    ^^J^J'^''' 
dius  des  Mondes,  so  ergiebt  sich  j  c  e. 

woraus 

m  f^ 

folgt.    Mit  den  Werten 

ni^_  1 

^  z=  0.273 

r 

ergiebt  sich  also  für  die  Beschleunigung  des  freien  Falles 
an  der  Mondoberfläche 


^=i(äkr^-^=i-' 


m 

,64 


Sec2 

13 
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Einfache  2)  In   einer   einfachen  oscillirenden  Bewegung  in  ge- 

osciUirende  radliniger  Bahn  ist  die  wirkende  Kraft  P  nach  p.  189 
Bewegung,  proportional  dem  Abstände  von  dem  Schwingungsmittel- 
punkte O.  Diese  Kraft  P  kann  als  die  Projection  der  con- 
stanten  Centripetalkraft  N  einer  gleichförmigen  Bewegung 
in  einem  Kreise  auf  die  Richtung  der  Bewegung  aufge- 
fasst  werden,  welche  die  einfache  oscillirende  Bewegung 
selbst  als  Projection  auf  einen  Durchmesser  ergiebt  (Fig, 
103).    Man  hat  nun  nach  p.  189 

N=m  —t 
r 

worin  u  die  Geschwindig- 
keit der  gleichförmigen  Be- 
wegung ist.  Man  findet 
also 

(105)  P=Ny  =  m^X' 

Wird  für  die  Kraft  P  ein 
Ausdruck  von  der  Form 


Fig.  103. 


(106)  P=mcx 

bestimmt,  nimmt  man  also  die  Kraft  proportional  dem 
Abstände  x  vom  Schwingungsmittelpunkte  an,  so  er- 
giebt sich 

//2 


c  = 


^' 


ferner  aus 


m  =  ''  =  7^'' 


für  den   Zahlwert  der  Beschleunigung  Cq  in  dem  Ab- 
stände 1  vom  Schwingungsmittelpunkte  der  Ausdruck 
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Wie  aus  der  Gleichung  (106)  hervorgeht,  ist  die  Einheit  der 
Grösse  c  Zeiteinheit"^.  Wenn  der  Radius  r  des  Kreises 
und  die  Grösse  c  gegeben  sind,  so  folgen  für  die  Ge- 
schwindigkeit u  der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise 

(107)  u  =  icr 

und  für  die  Umlaufszeit  T  dieser  Bewegung,  welche  gleich 
der  Zeit  einer  vollständigen  Oscillation  ist, 

(108)  T=^  =  2-^^. 

T 

Die  Zeit  x-    einer  einfachen  Schwingung  (nach  der  einen 

Seite)  wird  also  erhalten^  indem  man  n  durch  die  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Zahlwerte  der  Beschleunigung  im  Abstände 
1  vom  Schwingungsmittelpunkte  dividirt. 

Wenn  die  Oscillationszeit  T  bekannt  ist,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Bewegung  nach  §  11 

t 
x=.rs\n2jt  j. 

oder  auch 

(109)  x  =  r%m(ict) 

wobei  die  Zeit  t  von  dem  Augenblicke  an  gerechnet 
wird,  in  welchem  der  Punkt  den  Schwingungsmittelpunkt 
im  positiven  Sinne  durchläuft. 

Die     Differentialgleichung    der    oscillirenden    Bewe- 
gung ist 

(110)  m^^  =  ~P=-mcx 


oder 


dt'' 

d^x 


dt^—      ^' 
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Bewegung 
in  einer 
Ellipse, 


3)  Auf  einen  materiellen  Punkt  mit  der  Masse  m 
wirke  eine  Kraft,  welche  gegen  einen  festen  Punkt  O 
gerichtet  ist  und  deren  Grösse  proportional  dem  Abstände 
von  diesem  Punkte  ist  In  einem  bestimmten  Augenblicke 
befinde  sich  der  Punkt  in  der  Entfernung  /  von  O  und 
besitze  eine  auf  der  Richtungslinie  nach  O  senkrechte 
Geschwindigkeit  u^.  Man  untersuche  die  Bewegung  des 
Punktes. 

Die  Bahn  liegt 
in  einer  Ebene, 
welche  den  Punkt 
O  und  die  Rich- 
l^^jf  tungslinie  der  Ge- 
schwindigkeit öo 
enthält.  In  dieser 
Ebene  werde  eine 
Fig.  104.  -«-Axe     gewählt, 

welche  den  Punkt 
O  mit  derjenigen  Lage  A  des  beweglichen  Punktes  ver- 
bindet, in  welcher  die  Geschwindigkeit  u^  ist.  Diej;-Axe 
sei  die  durch  O  gezogene  Parallele  zu  Uq.  Der  Aus- 
druck für  die  wirkende  Kraft  R  ist 


(111). 


R  =  mcr  =  mc  y  a:^  -{-y^. 


Die  mit  ihren  Vorzeichen  gerechneten  Componenten  von 
R  nach  den  Coordinatenaxen  sind  dann 


Rx^= /?  ^=  —  mcx 

r 


und 


Ry  = 


-;-« 


=  -  mcy; 


es  ist  somit  jede  Componente  proportional  der  Projection 
von  r  auf  die  betreffende  Coordinatenaxe  und  gegen 
O  gerichtet  Hieraus  folgt,  dass  die  Projectionsbewe- 
gungen   auf  die  beiden  Coordinatenaxen  einfache  oscilli- 
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rende  Bewegungen  sind,  welche  jetzt  näher  bestimmt 
werden  sollen. 

Es  werde  zunächst  die  Projectionsbewegung  in  der 
j^-Axe  betrachtet  In  dem  Schwingungsmittelpunkte  O 
ist  die  Geschwindigkeit  gleich  u^,  so  dass  u^  auch  die 
Geschwindigkeit  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung  in 
einem  Kreise  darstellt,  welche  die  Schwingungsbewegung 
zur  Projection  hat.  Wird  der  Radius  des  genannten 
Kreises  q  genannt,  so  folgt  nach  der  Gleichung  (107) 

also  für  die  Amplitude  q  der  Bewegung 

ferner  nach  (109)  als  Gleichung  der  Bewegung  selbst 

ic 

mit  der  auf  p.  195  getroffenen  Annahme  über  den  Null- 
punkt der  Zeit. 

In  der  Projectionsbewegung  auf  die  jc-Axe  ist  die 
Amplitude  /,  somit  die  Gleichung  der  Bewegung 

wobei  die  Zeiten  f  von  einem  anderen  Augenblicke  als 
die  Zeiten  /  gerechnet  werden.  Die  Oscillationszeit  ist 
für  beide  Bewegungen  dieselbe  und  zwar  gleich 

(112)  T=2--' 

IC 

Es  kann  jetzt 

gesetzt  werden;  dann  folgt 
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Als  Gleichungen  der  Projectionsbewegungen  erhält  man 
schliesslich 

jc  =  /  cos  (^r /), 

ic 

Durch  Elimination  von  t  zwischen  diesen  beiden  Glei- 
chungen ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Bahn 

JJ.2  y2 

Die  Bahn  ist  somit  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  /  und 
-pi;   die   Bewegung  in  der  Ellipse  ist  periodisch  mit  der 

Periode  T. 

Zur  Zeit   t  sind   die   Componenten   der   Geschwin- 
digkeit 

^x  =  ^7  =~/]^'sin(/^/), 
(114)  ^ 

Für  ^=0  erhält  man 

Ux  =  o  und  tfy  =% 

d.  h.  die  frühere  Anfangsgeschwindigkeit.  In  der  Pro- 
jectionsbewegung  auf  die  JC-Axe  ist  die  grösste  Geschwin- 
digkeit /  /r;  der  nämliche  Wert  kommt  der  gleichförmi- 
gen Bewegung  in  einem  Kreise  zu,  welche  die  Bewegung 
auf  der  j:-Axe  zur  Projection  hat. 


Anwendungen. 

1)  Eine  Bestimmung  der  Anziehungsconstanten  k  ist  auf  Grund 
directer  Experimente  mittelst  der  sog.  Weltwage  möglich  geworden. 
Man  berechne  mit 
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.       646      m<  659  m» 

K  =  - 


1012  kg.  See*       10^3  Massenkg.  See« 

die  Masse  und  mittlere  Dichte  der  Erde. 

Nach    den   früheren    Bezeichnungen    erhält   man   die    Masse  M 
der  Erde 

^     ^  _  9.80  (6370000)«  101« 
k  646 


die  mittlere  Dichte 


4^r»  m*  m^ 

das  mittlere  specifische  Gewicht 

KK7n*^g       -,^  Tonnen       _  ^^  kg 

5570  -^  =  5.Ö7 = —  =  5.57  ^7-^ . 

m^  m»  dm^ 

2)  Eine  Schleuder  ist  aus  einer  Schnur  von  1.2  m  Länge  gebildet, 
an  deren  freiem  Ende  ein  Stein  von  2.5  kg  Gewicht  angebracht  ist. 
Man  berechne  die  Spannung  der  Schnur,  wenn  die  Schleuder  unmit- 
telbar vor  dem  Wurfe  3  Umläufe  in  der  Secunde  macht. 

3)  In  einer  einfachen  oscillirenden  Bewegung  mit  der  wirken- 
den Kraft 

Pz=mcx 

ist  die  Geschwindigkeit  in  dem  Abstände  jtq  vom  Schwingungsmittel- 
punkte gleich  Uq.    Man  suche  die  Gleichung  der  Bewegung. 

Mit  den  auf  p.  194  eingeführten  Bezeichnungen  hat  man  für  die 
Zeit  eines  Umlaufes  in  der  entsprechenden  gleichförmigen  Bewegung 
in  einem  Kreise 

sowie  für  die  Geschwindigkeit  dieser  Bew^ung 

wo  die  Amplitude  r  der  Schwingungsbewegung  vorläufig  unbekannt 
ist.    Aus  den  Gleichungen 


wird  aber 


tto=J^rcos(l^/(j) 


•=N 


.«  +  f?<L* 
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berechnet,  sodass  schliesslich  als  Bewegungsgleichung 


erhalten  wird. 

4)    Man  discutire  eine  geradlinige  Bewegung  mit  der  Gleichung 

jc  =  fl  cos  (/r/)  +  b  sin  (nt). 

§  40. 

Gebundene  Bewegung. 

Widerstands-  Bei  der  gebundenen  Bewegung  eines  Punktes  ist 
^^/f-  nach  p.  189  die  Bahn  entweder  teilweise  bestimmt,  wenn 
die  Bewegung  auf  einer  gegebenen  Fläche  vor  sich  geht 
oder  völlig  bestimmt,  wenn  die  Bahn  mit  einer  gegebe- 
nen Curve  zusammenfällt  Die  Fläche  oder  die  Curve 
bildet  ein  Hindernis  für  diejenige  Bewegung,  welche  der 
Punkt  annehmen  würde,  wenn  er  sich  unter  dem  Ein- 
flüsse der  wirkenden  Kräfte  frei  bewegen  könnte.  Das 
Hindernis  der  Bewegung  kann  durch  eine  gewisse 
Kraft  S  dargestellt  werden,  welche  eine  Widerstandskraft 
heisst.  Wenn  die  Kraft  S  bekannt  ist,  so  kann  man  sich 
das  Hindernis  entfernt  und  durch  die  Kraft  5  ersetzt 
denken;  die  Kraft  5  und  die  Resultirende  R  der  gege- 
benen Kräfte  können  zu  einer  einzigen  Kraft  zusammen- 
gesetzt werden,  unter  deren  Einfluss  der  Punkt  sich  so 
bewegt,  als  ob  er  frei  wäre.  Dabei  wird  die  Bahn  die 
Bedingung  erfüllen  in  der  gegebenen  Fläche  zu  liegen 
oder  mit  der  gegebenen  Curve  zusammenzufallen. 
Bewegung  in  ..^  .^.  ^^  yfftrdt  zunächst  der  Fall 

einer  Ebene.  \t^:-^.  betrachtet,    dass    der    materielle 

Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf 
^  einer  ebenen  Fläche  zu  bewegen. 
Auf  den  Punkt  wirke  eine  ge- 
wisse Kraft  R  (Fig.  105),  welche 
nicht   nach  aussen  von  demjeni- 
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gen  starren  Körper  gerichtet  sein  darf,  dessen  Be- 
grenzung die  Ebene  ist,  weil  der  Punkt  sich  sonst  von 
der  Ebene  entfernen  und  seine  Bewegung  frei  fortsetzen 
könnte.  Das  Hindernis  ist  hier  ein  sog.  einseitiges 
Hindernis  bei  der  Bewegung.  Aber  auch  dop- 
pelseitige Hindernisse  kommen  vor;  der  mate- 
rielle Punkt  verbleibt  dann  in  der  gegebenen  Fläche,  wie 
auch  die  Kräfte  wirken  mögen  (Fig.  106). 

Bei  der  gezwungenen  Bewegung 
in  einer  Ebene  (Fig.  105)  muss  die 
Resultirende  der  gegebenen  Kraft  R 
und  des  unbekannten  Widerstandes  S 
in  der  Ebene  liegen,  weil  sonst  der 
Punkt  sich  nicht  unter  dem  Einflüsse  von  R  und  S  als 
ein  freier  Punkt  in  der  Ebene  bewegen  könnte.  Durch 
diese  Bedingung  wird  aber  die  Kraft  5  noch  nicht  be- 
stimmt Damit  die  Resultirende  von  R  und  S  in  der  Ebene 
liege,  ist  es  in  der  That  nur  erforderlich,  dass  der  End- 
punkt von  S  in  einer  Parallelebene  zu  der  gegebenen 
Ebene  liege,  in  demselben  Abstände  wie  der  Endpunkt 
von  R  aber  auf  der  entgegengesetzten  Seite.  Zerlegt 
man  die  Kraft  5  in  zwei  Componenten,  so  dass  die  eine 
Componente  N  normal  zur  Ebene  ist  und  die  andere  T 
in  der  Ebene  liegt  (Fig.  107),  so  wird  A^  völlig  bestimmt 
und  gleich  der  normalen  Componente  Rn  der  Kraft  R  T 
dagegen  völlig  unbestimmt. 
N  und  Rn  heben  sich  auf  und 
es  bleiben  T  und  die  tangen- 
tiale Componente  Rt  der  Kraft 
R  In  Wirklichkeit  hat  T  im- 
mer einen  bestimmten  Wert, 
welcher  von  mehreren  Um- 
ständen abhängig  sein  kann, 
wie  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche,  der  Grösse 
des  Druckes  A/,  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  u.  s.  w. 
Meistens  ist  T  ein  sog.  Reibungswiderstand,  von 
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dem  die  Erfahrung  unter  anderem  gelehrt  hat,  dass  er 
der  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtet  ist  Im  eilften 
Abschn.  wird  die  Reibung  einer  ausführlicheren  Behand- 
lung unterzogen  werden.  Bis  auf  weiteres  wird  der  einfachste 
Fall  betrachtet,  in  welchem  der  tangentiale  Bewegungs- 
widerstand T  gleich  Null  ist,  d.  h.  dass  keine  Reibung 
vorhanden  ist  Flächen  mit  dieser  Eigenschaft  heissen 
glatte  Flächen.  In  einer  glatten  Ebene  reducirt 
sich   somit  die  Widerstandskraft  5  auf  den  Normaldruck 

\N—Rn  =  R€\x\a, 

wo  a  der  Winkel  zwischen  R  und  der  Ebene  ist  Als 
bewegende  Kraft  bleibt  nur  die  tangentiale  Componente 
von  R 

l^=  Rcosa. 

Wenn  R  speciell  senkrecht  zu  der  Ebene  wäre,  so  würde 
sich  Rt=:o  ergeben  und  der  Punkt  keine  Beschleunigung 
erhalten,  sondern  sich  geradlinig  und  gleichförmig  bewe- 
gen müssen. 
Bewegungauf       Es   werde    weiter   vorausgesetzt,   dass  ein  materieller 
einer  ebenen  Punkt  gezwungen  sei  sich  auf  einer  glatten  ebenen  Curve 
Curve.      unter  dem   Einflüsse   einer  in  der  Ebene  der  Curve  lie- 
genden Kraft  R  zu  bewegen.    Wie  die  oben  betrachtete 
glatte   Ebene  übt   die  glatte  Curve  auf  den  Punkt  einen 
gewissen  Normaldruck  A^  aus,  der  wie  jetzt  gezeigt  wer- 
den soll  berechnet  werden  kann,  wenn  die  Geschwindig- 
keit  des   Punktes  bekannt  ist 
Man  hat  dabei  mehrere  Fälle 
zu  unterscheiden. 

In  dem  einfachsten  Falle 
ist  die  Kraft  R  gleich  Null 
und  der  Punkt  bewegt  sich 
wie  ein  freier  Punkt,  auf  den 
eine  auf  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  normale  Kraft  N 
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wirkt  (Fig.  108).    Dabei  ist   N  identisch    mit   der   Cen- 
tripetalkraft  und  hat  den  Wert  (§  38) 


KT  ^ 

N=m  — 


wo  m  die  Masse  des  Punktes,  u  die  Geschwindigkeit 
im  Punkte  A  und  q  den  entsprechenden  Krümmungs- 
radius der  Bahn  bezeichnen.  Weil  keine  tangentiale 
Kraft  vorhanden  ist,  so  ist  die  Tangentialbeschleuni- 
gung Null  und  die  Bewegung  gleichförmig.  Die  Kraft 
A^  hat  die  Richtung  gegen  den  Krümmungsmittelpunkt, 
d.  h.  nach  der  concaven  Seite  der  Curve  (oder  kür- 
zer gesagt  nach  innen).  Der  Gegendruck,  den  der 
Punkt  auf  die  Bahn  ausübt,  ist  also  nach  aussen  gerich- 
tet und  hat  dieselbe  Grösse  N,  Damit  der  Punkt  in  der 
Curve  verbleibe,  muss  die  convexe  Seite  der  Curve  den 
erforderlichen  Widerstand  darbieten.  Würde  dieser  Wi- 
derstand irgendwo  aufhören,  so  wäre  die  Fortsetzung  der 
Bewegung  eine  geradlinige  Bewegung  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  u  in  der  Richtung  der  Tangente  der 
Bahn. 

Ein  anderer  Fall  ist  der,  dass  die  Kraft  /?,  ohne  gleich 
Null  zu  sein,  fortwährend  normal  zu  der  gegebenen  Bahn- 
curve  ist.  Auch  jetzt  erhält  man  eine  Tangentialbeschleu- 
nigung Null,  und  die  Geschwindigkeit  bleibt  unverän- 
dert. Dies  ist  augenscheinlich  noch  der  Fall,  wenn  die 
Bahn  eine  Raumcurve  ist.    Es  gilt  somit  der  Satz: 

In  jeder  gebundenen  Bewegung  in  einer  vollkommen 
glatten  krummlinigen  Bahn,  in  welcher  die  auf  den  mate- 
riellen Punkt  wirkende  Kraft  fortwährend  normal  zu  der 
Bahncurve  ist,  bleibt  die  Geschwindigkeit  unverändert. 

Nebst  der  normalen  Kraft  R  bei  der  ebenen  krumm- 
linigen Bahn  wirke  auf  den  Punkt  eine  normale  Wider- 
standskraft A/,  welche  den  Druck  der  Bahn  darstellt. 
R  und  N  müssen  zusammen  die  Centripetalkraft  der  Be- 
wegung erzeugen.    Wenn  die  Kraft  R  wie  in  der  Figur 
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Fig.  109. 


109  nach  aussen  gerichtet  ist,  so 
wirkt  der  Druck  A^  nach  innen 
und  hat  die  Grösse 

Q 

Ist  dagegen  die  Kraft  R  nach  innen 
gerichtet  und  kleiner  als  die  Cen- 
tripetalkraft  (Fig.  110),  so  hat  der 
Druck  N  die  Grösse 

N=m-^R 
Q 

und  die  Richtung  nach  innen.  Wenn 
schliesslich  R  nach  innen  wirkt  und 
grösser  als  die  Centripetalkraft  ist 
(Fig.  111),  so  übt  die  Bahn  einen 
nach  aussen  gerichteten  Druck  von 
der  Grösse 

N=R-ni- 
Q 

aus.  Wäre  ganz  besonders  R  gleich 
der  Centripetalkraft,  so  würde  N 
gleich  Null  sein  und  der  Punkt  würde  sich  in  derselben 
Bahn  bewegen,  auch  wenn  er  frei  wäre. 

Um  die  verschiedenen  Fälle  nicht  von  einander  unter- 
scheiden zu  müssen,  rechne  man  die  nach  innen  gerich- 
teten Kräfte  als  positiv,  die  nach  aussen  gerichteten  als 
negativ,  und  erhält  dann  folgende  allgemeine  Regel: 

Die  algebraische  Summe  der  gegebenen  Normalkraft 
und  des  normalen  Druckes  der  Bahn  auf  den  Punkt  ist 
gleich  der  Centripetalkraft  der  krummlinigen  Bewegung. 

In  dem  allgemeinen  Falle  ist  die  auf  den  materiellen 
Punkt  wirkende  Kraft  R  nicht  senkrecht  zu  der  Bahn, 
sondern  sie  bildet  einen  von  90°  verschiedenen  Winkel  i> 
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mit  der  Bahntangente  (Fig.  112). 
Es  giebt  dann  eine  tangentiale  Com- 
ponente  von  /?,  gleich  /?cos*, 
von  der  die  Tangentialbeschleuni- 
gung des  Punktes 


Jfeot'yS 


at  = 


Rcosj» 
m 


herrührt  und  welche  die  Bewegung  zu  einer  ungleichför- 
migen macht,  sowie  eine  normale  Componente  von  R, 
gleich  Rsiti'»,  welche  nebst  dem  normalen  Drucke  A^ 
der  Bahn  auf  den  Punkt  die  Centripetalkraft  der  Bewe- 
gung erzeugt.  Rechnet  man  wie  oben  die  Kräfte  positiv 
nach  innen,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Druckes 
A^  in  einem  Punkte  der  Bahn  die  Gleichung 


(115) 


N+Rsin'»  =  m 


u^ 


§  41. 

Bew^ung  eines  schweren   materiellen   Punktes  anf  einer 
schiefen  Ebene. 

Ein  materieller  Punkt  mit  der  Masse  m,  auf  den  seine 
Schwere  mg  allein  wirkt,  sei  gezwungen  sich  auf  einer 
glatten  schiefen  Ebene  zu  bewegen,  deren  Neigungs- 
winkel mit  der  Horizontalebene  gleich  a  ist  (Fig.  113). 
Die  Schwere  mg  ergiebt  die  Componente 

R„  =  mg  cos  a 

senkrecht    zur   Ebene    und    die 
Componente 

Ri  =1  mg  sin  a 

in  der  Ebene  selbst,  senkrecht  zu 
der  Kante  k,  längs  welcher  die  schiefe  Ebene  eine  Hori- 
zontalebene schneidet.    Die  erstere  Componente  ist  gleich 


Fig.  113. 


Kräße. 
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dem  normalen  Drucke  ^V,  die  letztere  erteilt  dem  Punkte 
die  Beschleunigung 

^sina 

in  der  Richtung  senkrecht  zu  k.  Sowohl  der  Druck  N 
wie  die  Beschleunigung  ^sina  behalten  während  der 
Bewegung  ihre  Grösse  unverändert  bei.  Weil  die  Be- 
schleunigung g  der  Schwere  hier  in  dem  Verhältnis 
1 :  sin  a  vermindert  worden  ist,  kann  die  schiefe  Ebene 
zur  experimentellen  Bestimmung  von  g  benätzt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  ersann  auch  Galilei  seine  schiefe 
Rinne. 
Gleichungen  In  der  Anfangslage  M^  möge  der  materielle  Punkt 
der  Bewe-  ^^^^  ^u  der  Kante  k  senkrechte,  abwärts  gerichtete  Ge- 
^'^^^'  schwindigkeit  c  besitzen.  Die  Bewegung  geschieht  dann 
in  einer  zu  k  senkrechten  Geraden  auf  der  schiefen 
Ebene,  einer  sog.  F  a  1 1-1  i  n  i  e,  und  ist  gleichförmig  be- 
schleunigt Bezeichnet  man  den  von  Mq  aus  nach 
abwärts  gerechneten  Wegabstand  mit  s  und  rechnet  die 
Zeit  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  der  Punkt 
sich  in  Mq  befindet,  so  erhält  man  gemäss  §  8  die 
Gleichungen 

u  =  c-\-gsin  a,t, 

s  =^  et -\-^g  sin  a.t^. 

Ist  ferner  y  der  verticale  Höhenunterschied  zwischen  Afo 
und  Af,  so  hat  man 


sm  a 

und   leitet  durch    Elimination  von  t  zwischen  den  Glei- 
chungen für  u  und  s  die  Formel 

u^-(^  =  2gy 
oder 

(116)  u  =  f^~+2^ 
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ab.  Die  Geschwindigkeit  u  wird  somit  durch  die  An-  Fallgeschwin" 
fangsgeschwindigkeit  c  und  den  Höhenunterschied  y  völ-  digkeiL 
lig  bestimmt,  ist  aber  nicht  von  dem  Neigungswinkel  a 
abhängig.  Die  Geschwindigkeit  bei  der  Ankunft  in  einer 
bestimmten  Horizontalebene  ist  dieselbe  für  alle  Ebenen 
durch  Mq  für  die  gleiche  Anfangsgeschwindigkeit  c.  (Fig. 
114).  Dasselbe  ist  noch  der  Fall,  wenn  der  Weg  aus 
mehreren  auf  einander  folgen- 
den ebenen  Stücken  gebildet 
ist,  wenn  die  Geschwindigkeit 
keine  plötzliche  Veränderung 
bei  dem  Übergange  von  einem 
Teile  der  gebrochenen  Linie 
zu  dem  folgenden  erleidet 
Schliesslich  gilt  dasselbe  Ge- 
setz noch  bei  dem  Falle  längs 
einer  continuirlichen  Curve 
(Fig.  115). 

Wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit c  gleich  Null  ist,  so 
erhält  man  die  Formeln 


c^Ji. 


Fig.  115. 


u=igs\na,  tf 
s  =  ^gs\n  a.t\ 

Es  werde  hiervon  eine  besondere  Anwendung  gemacht. 
In  einem  in  einer  Vertical- 
ebene  liegenden  Kreise  (Fig. 
116)  zieht  man  aus  dem 
höchsten  Punkte  Mq  zwei 
Sehnen  M^  und  MqM' 
mit  den  Längen  /  und  l' 
sowie  den  Neigungswin- 
keln a  und  a'  gegen  die 
Horizontalebene.  Nennt  man 
femer  /  und  f  diejenigen 
Zeiten,  welche  der  Fall  aus 
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Afo  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  längs  der  beiden  Seh- 
nen beansprucht,  so  erhält  man 

g  sin  a 
und 

gsma' 

Ist  d  der  Durchmesser  des  Kreises,  so  geben  die  Dreiecke 
M^D  und  MoM'D 

sin  a     sina'' 
sodass 

g 

folgt.  Die  aus  M^  gezogenen  Sehnen  werden  somit  alle 
in  derselben  Zeit  durchlaufen,  welche  mit  der  Fallzeit 
längs  des  verticalen  Durchmessers  übereinstimmt 

Wenn  dem  auf  der  schiefen  Ebene  befindlichen  mate- 
riellen Punkte  die  Geschwindigkeit  c  längs  der  Fall-linie 
nach  aufwärts  erteilt  wird,  so  ist  die  Bewegung  anfangs 
gleichförmig  verzögert,  dann  wird  in  einem  gewissen 
Augenblicke  ein  Umkehrpunkt  erreicht  und  der  Punkt 
gleitet  nachher  abwärts  mit  einer  gleichförmig  beschleu- 
nigten Bewegung. 
Parabolische  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  nicht  senkrecht  zu 
Bewegung,  jg^  Kante  k  und  somit  von  verschiedener  Richtung  mit 
der  Constanten  Beschleunigung  ^sina,  so  entsteht  eine 
der  parabolischen  Wurfbewegung  ganz  analoge  Bewe- 
gung in  einer  in  der  geneigten  Ebene  liegenden  Para- 
bel (vergl.  p.  67). 

§  42. 

Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  einem  verticalen 

Kreise. 

Geschwindig'       Der  materielle  Punkt  möge  seine  Bewegung  in  einem 
keit        Punkte  yWo  des   Kreises   (Fig.    117)  mit  der  Anfangsge- 
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schwindigkeit  c  beginnen.  Diese  Anfangsgeschwindigkeit 
kann  man  sich  dadurch  entstanden  denken,  dass  der 
Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  von  einem  Punkte 
H  aus  längs  einer  Curve  oder  einer  Geraden  gefallen 
ist,  welche  den 
Kreis  im  Punkte 
yVfo  berührt.  Es  seien 
r  der  Radius  des 
Kreises,  A,  y^  und 
y  bez.  die  Abstände 
der  Punkte  //,  M^ 
und  M  von  der 
horizontalen  Tan- 
gente im  untersten 
Punkte  A  des  Krei- 
ses. Der  verticale 
Höhenunterschied 
zwischen  M^  und  H  beträgt  dann  h—y^  und  ist  die  zur 
Geschwindigkeit  c  gehörende  Geschwindigkeitshöhe,  so 
dass  (p.  25) 

folgt.    In  dem  Punkte  M  ist  die  Geschwindigkeit  u 


Fig.  117. 


u  =  i2g{h-v). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  oder  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (116)  ergiebt  sich 

(117)  a^  =  ^j^2gi^^^y\ 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  u  grösser 
ist  als  die  Geschwindigkeit  c  für  j;o>J'»  d.  h.  unterhalb 
der  Horizontalen  durch  M^.  Ihren  grössten  Wert  erreicht 
die  Geschwindigkeit  in  dem  untersten  Punkte  A  des  Krei- 
ses, und  zwar  findet  man 

ttmax  =  i2gh. 
In   dem   zu   M^    symmetrischen  Punkte  M^  ist  die  Ge- 

14 
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schwindigkeit  gleich  r,  in  Punkten  des  Kreises  oberhalb 
MqMq  kleiner  als  r,  und  zwar  um  so  mehr,  je  höher 
der  Punkt  steigt.    Damit  u  den  Wert  Null  annehme,  muss 

sein,  woraus 

folgt  Weil  aber  der  Punkt  gezwungen  ist  auf  dem 
Kreise  zu  bleiben,  so  sind  nur  den  Ungleichheiten 

o^y^2r 

Einteilung    genügende    Werte  von  y  möglich.     Es  können  nun  drei 
der  Bew^^n-  Fälle  vorkommen,  je  nachdem 

^^'''  1)    A>2r         2)    h  =  2r         3)    A  <  2r 

ist  Diese  drei  Fälle  lassen  sich  auch  so  charakterisiren, 
dass  eine  horizontale  Gerade  durch  //  im  ersten  Falle 
oberhalb  des  Kreises  liegt,  im  zweiten  Falle  den  Kreis  in 
seinem  höchsten  Punkte  B  berührt  und  im  dritten  Falle 
den  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet 

Im  ersten  Falle  wird  die  Geschwindigkeit  der  Bewe- 
gung im  Kreise  nie  gleich  Null.  Der  kleinste  Wert 
kommt  im  Punkte  B  vor  und  beträgt 

Umin=i2gjh^h' 
Der  Punkt  macht  jetzt  volle  Umläufe  im  Kreise. 

Im  zweiten  Falle  entspricht  die  Geschwindigkeit  u^=o 
dem  höchsten  Punkte  B  des  Kreises.  Wie  eine  nähere 
Untersuchung  zeigt,  wird  aber  diese  Lage  nicht  in  end- 
licher Zeit  erreicht  Man  sagt,  dass  der  von  Mq  ausge- 
gangene Punkt  sich  asymptotisch  dem  Punkte  B 
nähert. 

Im  dritten  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  gleich  Null 
in  den  beiden  Schnittpunkten  Ni  und  Ni  der  Horizon- 
talen durch  H  mit  dem  Kreise.  Sie  sind  Umkehrpunkte 
der  Bewegung,  welche  in  einer  Schwingung  hin  und  her 
zwischen  diesen  Punkten  besteht 


Mechanik  des  materiellen  Punktes. 


211 


Wird   der  Winkel,  welchen  der  Radius  OM  mit  OA  Der  normale 
bildet,   mit  (p  bezeichnet  (Fig.  118),  wobei  9?  positiv  nach      Druck. 
rechts,  negativ  nach  links  gerechnet  wird,  so  erhält  man 
vermittelst  der  Gleichung  (1 15)  für  den  Normaldruck  A^,  den 
die  kreisförmige  Bahn  auf  den  Punkt  ausübt, 


(118) 


N—mg  cos  (p  =  m  — ; 


femer  folgt  mit  Hülfe 
der  Relationen 


u^  =  2g(h--y) 


und 

cos  09  =  — -t 

^        r 
(119) 

A^=: ' mg. 

N  ist  ein  Maximum 
im  Punkte  A  und  zwar 
hat  man 


c«7 


«Vmax  — 


2/t  +  r 


mg; 


je  grösser  y  wird,  desto  kleiner  ist  N. 

In  dem  auf  p.  210  betrachteten  Falle  1),  in  welchem 
der  höchste  Punkt  ß  des  Kreises  erreicht  wird,  ergiebt 
sich   in  diesem  Punkte  der  kleinste  Wert  des  Druckes  A^ 


2h-5r 
A^min  =  — -—  mg. 


Damit  dieser  Druck  positiv,  d.  h.  nach  innen  gegen  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  gerichtet  sei,  wobei  zugleich  der 
Druck  in  allen  Punkten  des  Kreises  nach  innen  gerichtet 
ist,  muss 
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sein.  Die  horizontale  Gerade  durch  den  Punkt  H  muss 
in  einem  Abstände  A'  =  A— 2^  >  ;^  oberhalb  des  höch- 
sten Punktes  des  Kreises  liegen;  dann    ist  nur  eine  äus- 

u ^sere  Bahnwand  erfor- 

N.  ^>f  7  derlich  um  den  Punkt 

\  /^^T^  y      ^^   zwingen  in  seiner 

\^^^       {      *     )  y^        Bahn    zu    verbleiben. 

^ — N^    y^^-^-^  Ein     Beispiel   hiervon 

^^s-  ^^^-  ist  die  sog.  Centri- 

fugalbahn   (Fig.   1  IQ),  welche  Gelegenheit  zu  einem 

lehrreichen    Experimente  bietet.    Dabei  bezeichnet  r  den 

Krümmungsradius  der  Schleife  in  ihrem  höchsten  Punkte. 

Wenn  die  Bedingung 

nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  zwei  symmetrisch  liegende 
Punkte  des  Kreises,  in  welchen  der  Druck  N  gleich  Null 
ist.  Bezeichnet  man  mit  z  ihre  Höhe  über  der  Horizonta- 
len durch  /l,  so  findet  man 

z  = ' — 

3 

Wenn  die  Begrenzung  in  der  Weise  einseitig  ist,  dass  der 
Punkt  sich  nach  innen  vom  Kreise  entfernen  kann,  so 
trifft  dies  in  den  betrachteten  Punkten  wirklich  ein.  Der 
Punkt  bewegt  sich  nachher  wie  ein  freier  Punkt  und 
beschreibt  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  eine  Parabel, 
welche  den  Kreis  berührt;  die  Anfangsgeschwindigkeit 
der  parabolischen  Bewegung  in  diesem  Punkte  ist  gleich 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  im  Kreise. 

Ein  besonderer  Fall  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  in  einem  verticalen  Kreise  ist  die  Bewegung  des 
sog.  mathematischen  Pendels. 
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§  43. 

Das  mathematische  Pendel. 

Unter  einem  mathematischen  oder  einfachen 
Pendel  versteht  man  einen  schweren  materiellen  Punkt, 
welcher  vermittelst  eines  gewichtlosen,  unbiegsamen  Fa- 
dens mit  einem  festen  Punkte  verbunden  ist  Das  Pendel 
schwingt  in  einer  Verticalebene  zwischen  zwei  Orenzlagen 
hin  und  zurück.  Es  werde  angenommen,  dass  diese  Orenz- 
lagen nicht  sehr  weit  von  einander  entfernt  seien;  unter 
dieser  Voraussetzung  soll  ein  angenäherter  Ausdruck  für  die 
Schwingungszeit  des  Pendels  hergeleitet 
werden. 

Der  grössteAusschlags- 
Winkel  oder  die  A  m  p  1  i  t  u  d  e, 
welche  der  Grenzlage  N^  ange- 
hört, sei  a.  Der  anderen  Orenz- 
lage  N-i'  entspricht  dann  der 
Ausschlagswinkel  —  a.  Dem  Win- 
kel (p  zwischen  dem  Pendelfaden 
OM  und  der  Verticalen  ent- 
spricht die  Geschwindigkeit  tt, 
welche  die  verticale  Höhendiffe- 
renz zwischen  N^  und  M  zur 
Geschwindigkeitshöhe  hat  (Fig. 
120).    Man  erhält  also 

(120)  u^  =  2g(lcos(p  -  l cos a). 


Qeschwindig- 
keU. 


U  =  y2^/  (cos  9?  —  COS  a) . 

In   dem  tiefsten  Punkte  A  hat  die  Geschwindigkeit  den 
Wert 

ömax  =  y2^/(l  -  cosa)  =  2  |^sin|. 

In  der  Lage  M  werde  das  Gewicht  mg  des  materiel-    Spannung 
len  Punktes  in  die  beiden  Componenten  mg  cos  (p  in  der  ^^  Fadens. 
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Richtung  des  Pendelfadens  und  mg  sin  9?  in  der  Richtung 
der  Tangente  der  Bahn  zerlegt.  Die  erstere  Compo- 
nente  ist  gleich  dem  Unterschiede  zwischen  der  Spannung 
des  Fadens,  deren  Wert  mg  (3  cos  9?  —  2  cos  a)  aus  den 
Gleichungen  (118)  und  (120)  folgt,  und  der  Centripetal- 
kraft;  der  zweiten  Componente  entspricht  die  tangentiale 
Beschleunigung 

g^mq>=g-j^, 

wo  X  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Verticalen  des 
Aufhängepunktes  O  bezeichnet.  Die  tangentiale  Be- 
schleunigung ist  somit  proportional  dem  Abstände  des 
Punktes  von  der  Verticalen  durch  O.  Bei  kleinen  Ampli- 
tuden a  kann  man  mit  einer  gewissen  Annäherung  den 
Abstand  x  durch  den  Bogen  zwischen  M  und  dem 
tiefsten  Punkte  A  ersetzen.  Die  Beschleunigung  in 
der  Bahn  ist  also  annähernd  proportional  dem  Abstände 
von  einem  festen  Punkte  der  Bahn,  und  die  Bewegung 
in  der  Bahn  folglich  sehr  nahe  eine  einfache  oscillirende 
Bewegung.  Nach  der  Gleichung  (108)  ist  die  Zeit  einer 
Schwingungs-  einfachen  Schwingung  gleich  dem  Quotienten  von  n  durch 
zeit  die  Quadratwurzel  aus  dem  Zahlwerte  a^  der  Beschleu- 
nigung in  dem  Abstände  1.    Es  ergiebt  sich  jetzt 


flo  = 


S 

0 


die  Schwingungszeit  des  Pendels  ist  also 

(121)  ^"""^Vi* 

Dieser  angenäherte  Ausdruck  der  Schwingungszeit  ist  etwas 
kleiner  als  der  wahre  Wert,  weil  der  Abstand  x  kürzer 
als  der  Bogen,  und  somit  die  Tangentialbeschleunigung 
der  Pendelbewegung  kleiner  als  die  Tangentialbeschleu- 
nigung der  einfachen  oscillirenden  Bewegung  ist,  durch 
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welche  die  Pendelbewegung  ersetzt  wurde.  So  lange 
die  Amplitude  a  klein  ist,  übt  sie  jedoch  kaum  einen 
merkbaren  Einfluss  auf  die  Schwingungszeit  T  aus. 
Zwei  Pendel  mit  derselben  Pendellänge  aber  verschiede- 
nen Amplituden  führen  deshalb  isochrone  Schwin- 
gungen aus. 

Wenn  die  Pendellänge  gemessen  und  die  Schwin- 
gungszeit T  beobachtet  worden  ist,  so  kann  der  Wert  von 
g  aus  der  Formel  (121)  berechnet  werden,  und  zwar  er- 
giebt  sich 

S —  j^' 

In  der  That  bieten  die  Pendelbeobachtungen  das  beste 
Mittel  zur  Bestimmung!  von  g  dar.  In  dieser  Weise  ist 
auch  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  mit  dem  Orte  an 
der  Erdoberfläche  untersucht  worden. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (121)  Secunden- 

T=\  Secunde, 

so  erhält  man  als  Länge  des  sog.  Secundenpen- 
dels 


^=2 

71^ 


m 


So  entspricht  z.  B.  dem  Werte  ^=9.806^—2  die    Länge 
L  — 0.994  m. 

§  44. 

Relative  Bewegung  eines  materiellen  Pnnktes. 

Bei  der  in  §  33  behandelten  relativen  Bewegung 
eines  geometrischen  Punktes  kamen  drei  Geschwindig- 
keiten in  Betracht:  die  absolute  Geschwindigkeit,  die  re- 
lative Geschwindigkeit  und  die  Geschwindigkeit  des  zu- 
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sammenfallenden  Systempunktes;  die  erstere  ist  die  Resul- 
tirende  der  beiden  anderen. 

Ferner  hatte  man  vier  verschiedene  Beschleunigungen 
zu  berücksichtigen:  1)  die  absolute  Beschleunigung  a,  2) 
die  relative  Beschleunigung  ür,  3)  die  Beschleunigung 
Gs  des  zusammenfallenden  Systempunktes  und  4)  die  zu- 
sammengesetzte centripetale  Beschleunigung  Oc,  Die  ab- 
solute Beschleunigung  ist  die  Resultirende  der  drei  üb- 
rigen. 
Die  Kräfte  Diesen  vier  Beschleunigungen  entsprechen  beim  ma- 
bei  der  rela-  teriellen  Punkte  mit  der  Masse  m  vier  Kräfte:  1)  die 
^'*'^^ ^^  absolute  Kraft,  welche  dieselbe  Richtung  wie  die 
absolute  Beschleunigung  und  die  Grösse  P=zma  hat, 
2)  die  relative  Kraft,  mit  der  Richtung  der  relativen 
Beschleunigung  und  der  Grösse  Pr  =  mar,  3)  die  sog. 
Mitführungskraft,  worunter  eine  Kraft  von  der 
Richtung'  der  Beschleunigung  des  zusammenfallenden 
Systempunktes  und  von  der  Grösse  Ps  = /wfls  verstanden 
wird,  sowie  4)  die  zusammengesetzte  Centri- 
petalkraft,  welche  die  Richtung  der  zusammenge- 
setzten centripetalen  Beschleunigung  und  die  Grösse 
Pc  =  mUc  ==  2  mayUr  sin  {(oür)  besitzt. 

Der  Satz  von  den  Beschleunigungen  bei  der  relativen 
Bewegung  liefert  nun  unmittelbar  für  die  Kräfte  den  Satz: 
Die  absolute  Kraft  ist  die  Resultirende  aus  der  relativen 
Krafty  der  Mitführungskraft  und  der  zusammengesetzten 
Centripetalkraft  (Fig.  121). 

ff  j  Man  kann  auch  die 

^  relative    Kraft    finden, 

wenn  die  drei  anderen 
Kräfte  gegeben  sind. 
Es  ist  nämlich  die  re- 
lative Kraft  die  Resul- 
tirende aus  der  abso- 
luten Kraft,  der  in 
entgegengesetzter  Rieh- 
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tung  genommenen  Mitfuhrungskraft  und  der  zusammenge- 
setzten Centrifugalkraft  (Fig.  121).  Die  zusammenge- 
setzte Centrifugalkraft  ist  gleich  und  entgegengesetzt  der 
zusammengesetzten  Centripetalkraft. 

Die  absolute  Kraft  heisst  oft  die  wahre  K  r  a  f  t,  die 
relative  Kraft  scheinbare  Kraft,  weil  sie  einem 
Beobachter  als  einzige  Bewegungskraft  erscheint,  wenn  er 
an  der  Bewegung  des  Raumes  teilnimmt.  Die  der  Mit- 
führungskraft entgegengesetzt  gleiche  Kraft  wird  manch- 
mal Trägheitswiderstand  genannt.  Mit  diesen 
Benennungen  erhält!  man  in  denjenigen  auf  p.  147  er- 
wähnten speciellen  Fällen,  in  welchen  die  Centripetal- 
kraft gleich  Null  ist,  den  Satz:  Die  scheinbare  Kraß  ist 
die  Resultirende  der  wahren  Kraft  und  des  Trägheitswi- 
derstandes. 

Die  Mitführungskraft  ändert  sich  im  allgemeinen  von 
Punkt  zu  Punkt  innerhalb  des  bewegten  Raumes.  Wenn 
aber  die  Bewegung  des  Raumes  translatorisch  ist,  so  ha- 
ben alle  Punkte  dieselbe  Beschleunigung,  und  die  Mit- 
führungskraft ist  in  allen  Punkten  dieselbe.  In  diesem 
Falle  ist  auch  die  zusammengesetzte  Centripetalkraft  gleich 
Null.  Ist  die  translatorische  Bewegung  des  Raumes  noch 
specieller  geradlinig  und  gleichförmig,  so  sind  die  Be- 
schleunigung und  die  Mitführungskraft  in  jedem  Punkte 
gleich  Null.  Es  besteht  dann  der  Satz:  In  einem  gleich- 
förmig fortschreitenden  Räume  fallen  die  wahre  und  die 
scheinbare  Kraft  zusammen. 

Innerhalb  eines  Raumes,  welcher 
sich  mit  der  constanten  Winkelge- 
schwindigkeit a>  um  eine  feste  Axe 
dreht,  kommt  einem  Punkte  in  dem 
Abstände  r  von  der  Axe  die  Cen- 
tripetalbeschleunigung 

-  =  ^^^  Fig.  122. 


Relative 
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ZU,  welche  senkrecht  zu  der  Axe  und  längs  des  Radius 
nach  innen  gerichtet  ist.  Die  Mitführungskraft  ist  somit 
die  Centripetalkraft 

Ps  =  moßr 

und   der  Trägheitswiderstand  die  entgegengesetzte  Kraft,  ^ 

die  Centrifugalkraft.  Die  Grösse  der  Mitführungskraft 
wächst  proportional  dem  Abstände  r  von  der  Drehaxe. 

Wenn  die  Drehung  des  Raumes  um  eine  feste  Axe 
ungleichförmig  ist,  so  setzt  sich  die  Mitführungskraft 
aus    der   Centripetalkraft  moy^r  und   der  Tangentialkraft 

mn  :=^  mr  -ß  (vergl.   §   20   p.  85  )  zusammen.    Sie  hat 

die  Grösse 

Ps  =.nir 


]/»'+(sr 


steht  senkrecht  auf  der  Drehaxe  und  bildet  mit  dem 
Radius  des  Punktes  einen  durch  die  Gleichung 

0  4.    Q       \  doi 

bestimmten  Winkel  #  (Fig. 
123). 
Wenn  die  relative  Kraft 
rinL    gleich  Null  ist,  so  befindet 
dT 
sich  der  Punkt  in  sog.  re- 
1  ati  vem      Gleich  ge- 
wichte, d.  h.  entweder  in 
^^"  Ruhe  innerhalb  des  beweg- 

lichen Raumes  (statisches  Gleichgewicht)  oder  in  gleichför- 
miger geradliniger  Bewegung  innerhalb  dieses  Raumes  (dy- 
namisches Gleichgewicht).  Im  ersteren  Falle  ist  die  relative 
Geschwindigkeit  fortwährend  Null  und  folglich  auch  die  zu- 
sammengesetzte Centripetalkraft  Null.  Weil  femer  die  rela- 
tive Kraft  Null  ist,  so  fällt  die  absolute  Kraft  mit  der  Mitfüh- 
rungskraft zusammen.    Man  kann  dieses  Resultat  auch  so 
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ausdrücken:  Bei  relativer  Ruhe  halten  sich  die  wahre  Kraft 
und  der  Trägheitswiderstand  das  Oleichgewicht  Beide  sind 
also  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet 

Oft  ist  es  vorteilhaft  statt  einer  Bewegung  eines 
Punktes  eine  relative  Ruhe  desselben  Punktes  zu  betrach- 
ten und  zwar  innerhalb  eines  Raumes,  welchen  man  sich 
so  bewegt  denkt,  dass  der  mit  dem  Punkte  zusammen- 
fallende Systempunkt  die  nämliche  Bewegung  wie  der 
Punkt  selbst  hat.  Zu  den  auf  den  Punkt  wirkenden 
Kräften  fügt  man  dann  den  Trägheitswiderstand  bei  der 
Bewegung  des  gedachten  Raumes  hinzu  und  wendet  auf 
das  so  erhaltene  Kraftsystem  die  Oleichgewichtsbedingun- 
gen  an. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  sich  z.  B.  gleichförmig 
mit  der  Geschwindigkeit  u  in  einem  Kreise  vom  Radius 
r  bewegt,  so  bleibt  er  in  Ruhe  innerhalb  eines  Raumes, 
welcher   sich    mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit 

w  =z-\n   dem   Sinne   der  Bewegung  um  die  Axe  des 

Kreises  dreht.  Der  Trägheitswiderstand  ist  hier  die  Cen- 
trifugalkraft  /wcoV;  diese  ist  im  Oleichgewicht  mit  den 
auf  den  Punkt  wirkenden  gegebenen  Kräften,  deren  Re- 
sultirende  in  der  That  die  Centripetalkraft  sein  muss. 


§45. 

Beispiele  des  relativen  Gleichgewichtes  innerhalb  eines  sich 
gleichförmig  drehenden  Raumes« 

1)    Das   Centrifugalpendel.     Ein    Centrifu-  Centrifugal- 
galpendel  ist  ein  mathematisches  Pendel,  dessen  Pendel-      pendel. 
kugel   sich   in   einem  horizontalen  Kreise  bewegt  anstatt 
in  einer  verticalen  Ebene  zu  oscilliren.    Der  Pendelfaden 
beschreibt  dabei  eine  Kegelfläche.    Damit  die  Bewegung 
des   Centrifugalpendels  zu   Stande  komme,  entfernt  man 
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die  Pendelkugel  aus  der  Gleich- 
gewichtslage, so  dass  der  Pendel- 
faden mit  der  Verticalen  einen 
gewissen  Winkel  a  bildet  (Fig. 
124),  und  erteilt  der  Kugel  eine 
gewisse  bestimmte  Geschwindig- 
keit u  senkrecht  zu  der  Verti- 
calebene  durch  den  Faden.  Die 
Beziehung  zwischen  a  und  u  soll 
zuerst  abgeleitet  werden.  Die 
Pendelkugel  befindet  sich  in  rela- 
tivem Gleichgewichte  innerhalb 
eines  Raumes,   welcher  sich  um 

die   Verticale  durch  den  Aufhängepunkt  O  im  Sinne  der 

Bewegung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 


Fig.  124. 


CO  : 


U 


'  /  sin  a 


gleichförmig  dreht.  Die  Pendelkugel  kann  als  ein  freier 
materieller  Punkt  betrachtet  werden,  wenn  man  die  Span- 
nung 5  des  Fadens  durch  eine  gleich  grosse  äussere 
Kraft  ersetzt.  Ausserdem  wirkt  auf  die  Kugel  ihre  Schwere 
mg.  Die  Kräfte  S  und  mg  müssen  jetzt  der  Centrifu- 
galkraft 

mo>H%\xia 

das  Gleichgewicht  halten.  Aus  dem  Kräftedreiecke  mit 
den  Seiten  S,  n^  und  m(o^l%\na  ergiebt  sich  dann 

m(oH sin  a  =  mg tg  a; 
man  erhält  also  die  Relation 

cos  a  =  ^, 


oder  auch 


sin  a  tg  a  =1= 


gl 
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Der  Abstand   z  des   Punktes  O  von  der  Bahnebene 
der  Pendelkugel  ist 

2  =  /  cos  a : 


g 


ö>* 


Für  die  Umlaufszeit  T  folgt  ferner 


(122) 


=  ^  =  ^f^. 
<o  \  g 


d.  h.  die  Umlaufszeit  eines  Centrifugalpendels  ist  doppelt 
so  gross  als  die  einfache  Schwingungszeit  eines  mathema- 
tischen  Pendels,  dessen  Länge  gleich  dem  Abstände  des 
Aufhängepunktes  des  Centrifugalpendels  von  der  Bahn- 
ebene der  Pendelkugel  ist. 

2)  Ein  sich  drehendes  Rohr.    Ein  geneigtes  Sich  drehen- 
gerades   Rohr  drehe  sich  mit  einer  Winkelgeschwindig-    ^  l^^hr. 
keit  CO   um   eine  verticale  Axe  (Fig.  125).    Es  fragt  sich, 
ob   eine   kleine   schwere   Kugel   irgendwo   im  Rohre  in 
Ruhe  verbleiben  kann. 

Auf  die  Kugel,  deren  Ab- 
stand von  der  Drehaxe  gleich 
X  sei,  wirkt  ihre  Schwere  mg 
und  der  auf  der  Axe  des  glat- 
ten Rohres  senkrechte  Druck 
N.  Diese  beiden  Kräfte  müs- 
sen zusammen  mit  der  Centri- 
fugalkraft  mco^x  ein  Qleichge- 
wichtssystem  bilden.  Aus  dem 
Dreiecke  mit  den  Seiten  mg, 
moßx  und  N  ergiebt  sich  dann, 

wenn  a  der  Neigungswinkel  des  Rohres  gegen  die  Ver- 
ticale ist, 

g 


7ruü*jc 


mg  


und 


JC  = 


g 


tga 
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Damit  ist  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  Eine  solche 
ist  wie  ersichtlich  immer  dann  vorhanden,  wenn  die  von 
der    Drehaxe    aus    gerechnete    Rohrlänge    grösser   als 

Q  .      . —  ist.    Der  Druck  A^  der  Rohrwand  beträgt 
co^  sm  a  tg  a  ^ 

sm  a 

3)  Relatives  Oleichgewicht  in  einem 
Rohr  mit  krummliniger  Axe.  Es  entsteht  jetzt 
die  Frage,  ob  das  rotirende  Rohr  im  vorigen  Beispiele 
so  gekrümmt  werden  kann,  dass  die  Kugel  in  allen  Lagen 
im  Gleichgewichte  ist  (Fig.  126). 

Damit  dies  der  Fall  sei,  muss  für  jede  Lage  der  Ku- 
gel   im    Rohre  die  Resultirende  (N)  aus  der  Schwerkraft 
[  mg  der   Kugel  und  der  Centrifu- 

^  ,.  galkraft   mayH  senkrecht   auf   der 

j  /  Tangente    der    Axe    des    Rohres 

j  "^^^L  /  ,  stehen.  Bezeichnet  man  mit  y  die 
^'''''^'^^jh^^^""  Höhe  der  Kugel  über  einem  fe- 
I  /ßk^^^Jn  sten  Punkte  der  Drehaxe,  z.  B.  dem 

I^       jff  Schnittpunkte   mit  dem  Rohre,  so 

1       J^  ist  die  Bedingung  dafür 

;  dy mco^jc öAc 

Fig  126.  dx       mg         g 


Daraus  folgt 


und 


rfF=^  —  xdx 
S 

ferner,   wenn   die  Werte  jc  =  o  und  j;  =  o  einander  ent- 
sprechen müssen,  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 
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oder 

(123)  ^'^^J^- 

Die  Axe  des  Rohres  muss  folglich  eine  Parabel  mit 
dem  Parameter  -^  sein.  Wenn  die  Winkelgeschwindig- 
keit o)  geändert  wird,  so  hört  die  relative  Ruhe  der  Ku- 
gel im  Rohre  auf,  ausser  in  dem  auf  der  Drehaxe  gele- 
genen Scheitel  O  der  Parabel,  wo  es  für  alle  Werte  von 
(o  vorhanden  ist.  Wächst  co,  so  steigt  die  Kugel  bestän- 
dig, nimmt  a>  ab,  so  sinkt  die  Kugel  fortwährend. 

4)  Der  Centrifugalregulator.  Man  könnte  Centrifugal- 
das  oben  beschriebene  parabolische  Rohr  mit  seiner  Kugel  regulator, 
gebrauchen  um  die  Qanggeschwindigkeit  einer  Diampf- 
maschine  zu  reguliren.  Das  Rohr  müsste  dann  an  einer 
von  der  Maschine  getriebenen  verticalen  Axe  befestigt 
sein,  und  die  Kugel  durch  irgend  eine  Einrichtung,  z.  B. 
durch  ein  System  von  Hebeln,  derart  mit  einem  Ventil 
verbunden  sein,  welches  den  Dampfzufluss  im  Cylinder 
regulirt,  so  dass  das  Ventil  sich  mehr  schliesst  und  den 
Dampfzufluss  vermindert,  wenn  die  Kugel  steigt,  und  sich 
mehr  öffnet  und  den  Dampfzufluss  vergrössert,  wenn  die 
Kugel  im  Rohre  sinkt  Zu  diesem  Zwecke  wird  der  sog. 
Centrifugalregulator  benützt,  welcher  dasselbe 
Princip  in  mehr  praktischer  Weise  verwirklicht  (Fig.  127). 
An  der  verticalen  sich  drehenden  Axe  ist  ein  Querstück 
OO'  befestigt,  welches  vermittelst  zweier  Gelenke  bei 
O  und  O'  zwei  leichte  Stäbe  trägt,  die  in  einer  vertica- 
len Ebene  drehbar  sind.  An  den  unteren  Enden  dieser 
Stäbe  befinden  sich  zwei  Kugeln  P  und  P',  durch  zwei 
andere  Stäbe  AC  und  A'C  sind  sie  mit  einer  längs  der 
Drehaxe  gleitenden  Hülse  CC  verbunden,  welche  ihrer- 
seits durch  ein  Hebelsystem  mit  dem  directen  Regulator 
an  der  Kraftquelle,  z.  B.  einem  Drosselventil  in  Verbin- 
dung steht.  Die  Construction  ist  symmetrisch  in  Bezug 
auf   die  verticale   Axe.    Der  Punkt  O  und  der  Abstand 
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OPsind  SO  gewählt, 
dass  der  Kreis,  auf 
welchem  der  Mit- 
telpunkt von  P  in 
der  Verticalebene 
beweglich    ist,    der 

Krümmungskreis 
einer  im  Beispiele 
3)  oben  betrachteten 
Oleichgewichtspa- 
rabel  ist  Wenn  P 
sich  nur  unbedeu- 
'  tend  aus  der  nor- 
malen Lage  entfernt, 
sind  die  Bedingun- 
gen genügend  ge- 
nau dieselben  wie 
bei  dem  parabo- 
lischen Rohre. 

Als  die  für  den 
Centrifugalreguia- 
tor  gegebenen  Grössen  hat  man  die  Winkelgeschwindig- 
keit ö)  der  Drehung  um  die  verticale  Axe  bei  normalem 
Gange  der  Maschine  sowie  den  Abstand  jcq  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  P  von  der  Drehaxe  zu  betrachten.  Es 
kann  jcq  beliebig  angenommen  werden  (Fig.  128).  Un- 
bekannt sind  der  Krümmungsradius  OP  =  ^o  der  Gleich- 
gewichtsparabel und  der  Abstand  a  des  Punktes  O  von 
der  Drehaxe. 

Bezeichnet  man  ähnlich  wie  in;  der  Figur  126  die 
Coordinaten  eines  Punktes  der  Parabel  mit  x  und  j;,  so 
ist  ihre  Gleichung  nach  (123) 


Fig.  127. 


Der  Krümmungsradius  der  Parabel  hat  den  Wert 
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m\\ 


Q  = 


i)] 


(ga-|-a,4je2)l 


und  somit  ergiebt  sich  für  den 
gesuchten  Krümmungsradius  q^ 

90-         ^^, 

Den  Abstand  a  findet  man  durch 
Projection  der  gebrochenen  Li- 
nie NPOB  auf  eine  horizontale 
Gerade: 

a  =  ^oCOSaQ— atq. 

Aus  der  allgemeinen  Formel 

dy  mH 

COSazII--r=^_r=rr—    , _== 


erhält  man  cos  a^  und  findet  nach 
einer  einfachen  Transformation 


fl  = 


oyW 


Fig.  128. 


Schliesslich  ergiebt  sich  für  den  Abstand  BN=b 
b  =  Qosmao  =  ^  ^^,2    - 

§  46. 

Die  Abhängigkeit  der  Schwere  von  der  Polhöhe. 

Wegen  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  ist  das 
Oleichgewicht  von  Körpern  an  ihrer  Oberfläche  ein  rela- 
tives. Die  Erde  dreht  sich  gleichförmig  und  macht  einen 
Umlauf  in  23  St  56  Min.  4  See.  =  86164  See.  Daraus  folgt 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  (vergl.  p.  86). 

15 
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2^ 
CO  =  0-^-7^  =  0.00007292 

861 64 


abs.  Winkeleinh. 
See. 


Relative 
Ruhe. 


Der  Erdradius  ändert  sich  etwas  mit  der  Polhöhe,  und 
nimmt  von  dem  Werte  6356100  m  an  den  Polen  bis  zu 
dem  Werte  6377400  m  am  Äquator  zu.  Mit  einer  gewis- 
sen Annäherung  kann  die  Erde  als  eine  Kugel  vom 
Radius 

r=:  6371000  m 

betrachtet  werden. 

Auf  einen  materiellen  Punkt  mit  der  Masse  m  wirkt 
am  Äquator  die  Anziehung  mp  der  Erde  oder  das  wahre 
Gewicht  des  Körpers.  Bei  der  relativen  Ruhe  des  Kör- 
pers auf  einer  horizontalen  Unterlage  findet  Gleichgewicht 
zwischen  dem  wahren  Gewichte,  der  Centrifugalkraft 
.^.^  m(o^r  und  dem  Drucke 

der  Unteriage  statt.  Der 
in  entgegengesetzter 
Richtung  genommene 
Druck  ist  das  scheinbare 
Gewicht  des  Körpers 
(das  Gewicht,  das  wir 
messen);  es  werde  mit 
mg^  bezeichnet  (Fig.  12Q). 
Man  hat  also 

(124)  g^^p-na', 

wo  ^0  die  Beschleunigung  der  Schwere  am  Äquator  ist. 
Die  Differenz  zwischen  dem  Werte  /?,  welcher  der  als 
unbeweglich  betrachteten  Erde  entsprechen  würde,  und 
dem  wirklichen  Werte  ^0  beträgt 


"rfrio* 


no^  =  6371000  X  O.000072922  _  0.03388 


m 
Sec2' 
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An  einem  Orte  mit  der  Polhöhe  (p  hat  die  Centrihigal- 
kraft  den  Wert 

mroi^  cos  (f. 

Diese  Kraft  werde  in  zwei  Componenten  zerlegt,  nach 
der  Richtung  des  Erdradius  und  nach  der  Richtung  der 
Tangente  des  Meridians.  Die  erstere  hat  den  Wert 
mno^  cos^  9?,  die  zweite  ist  mno^  cos  q)  sin  (p.  Das  schein- 
bare Gewicht  ist 

mg^=zmp— mro)^  cos^  <p ; 

die  Beschleunigung  der  Schwere  am  Orte  mit  der  Pol- 
höhe (p  ist  also 

(125)  g=p-no^  cos^q?. 

Eliminirt  man  p  zwischen  den  Gleichungen  (124)  und 
(125),  so  erhält  man  die  Formel 

g  =  go  +  rcü^^^^^<P 
und  durch  Einsetzung  der  Zahlwerte 

(126)  g ■=  9.7806  +  0.03388  sin^^p  C~~2' 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  die  Abhängigkeit  der 
Schwere  am  Meeresspiegel  von  der  Polhöhe. 

Die  Formel  (126)  liefert  aber  Werte,  die  mit  der  Er- 
fahrung nicht  übereinstimmen.  Die  Ursache  liegt  in  der 
Abweichung  der  Erde  von  der  genauen  Kugelgestalt  In 
der  That  hat  die  Erde  sehr  nahe  die  Form  eines  Um- 
drehungsellipsoides  oder  sog.  Sphäroides  mit  den  auf 
p.  226  angeführten  Polar-  und  Äquatorialradien. 

Der  Formel  (126)  kann  auch  die  Form 

g  =z  Q.7975  -  0.01694  COS  2  (p  ^— g 

gegeben   werden.     Durch   directe   Pendelbeobachtungen 
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hat  man  die  statt  dieser  Formel  anzuwendende,  gute  Werte 
liefernde  ähnlich  gebaute  Formel 

(1 27)  ^  =  9.806  -  0.0254  cos  2  9?  = 

=  Q.806  (1  —  0.00259  COS  2  9?)  -^-  -^ 

erhalten.    Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite 

m 


Q.8O6 


Sec^ 


ist  die  Beschleunigung  der  Schwere  bei  45"^  Breite.    Am 
Äquator  findet  man 

an  den  Polen 

Relative  Be-  In  dem  oben  betrachteten  Falle  der  relativen  Ruhe  ist 
w^[ung.  die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  gleich  Null.  Bei 
einer  Bewegung  an  der  Erdoberfläche  wirkt  dagegen  aus- 
ser dem  Trägheitswiderstande,  d.  h.  der  Centrifugalkraft 
der  Erde,  eine  durch  die  Erddrehung  verursachte  zusam- 
mengesetzte Centrifugalkraft.  Es  mögen  einige  Beispiele 
für  die  Wirkung  dieser  Kraft  angeführt  werden,  jedoch 
ohne  Ableitung. 

Ein  Körper,  welcher  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
frei  fällt,  weicht  etwas,  wenn  auch  sehr  wenig  von  der 
Verticalen  durch  die  Anfangslage  ab,  und  zwar  nach  Osten. 

Ein  Körper,  welcher  längs  einer  völlig  glatten  hori- 
zontalen Ebene  geworfen  wird,  bewegt  sich  nicht  genau 
geradlinig  in  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
sondern  weicht  auf  der  nördlichen  Halbkugel  sehr 
schwach  nach  rechts  ab,  so  dass  die  Bahn  annähernd 
ein  Kreisbogen  mit  sehr  grossem  Radius  ist. 

Die  Schwingungsebene  eines  Pendels  dreht  sich  gleich- 
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förmig  um  die  Verticale  durch  den  Aufhängungspunkt. 
Auf  der  nördlichen  Halbkugel  geschieht  die  Drehung  in 
der  Richtung  von  Osten  durch  Süden  nach  Westen  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  co  sin  %  wobei  (o  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erddrehung,  tp  die  Polhöhe  ist. 

§  47. 

Mechanische  Arbeit  und  Arbeitsvermögen. 

Ein   materieller   Punkt  beschreibe   das  Stück  s  längs  Definition  der 
einer   Geraden   (Fig.    130)  unter  dem  Einflüsse  einer  auf      ^''^«^• 
den    Punkt    wirkenden  \j       p  b 

Constanten  Kraft  P,  de-    — -^/...A s »" 

ren   Richtungslinie   die  p.     .^ 

Gerade    selbst   ist.     Je 

nachdem  die  Richtung  der  Kraft  P  mit  der  Bewegungs- 
richtung übereinstimmt  oder  nicht,  nennt  man  das  Product 

A  =  P,s, 

oder  das  Product 

A  =  -P,s 

die  mechanische  Arbeit  oder  einfacher  die  A r- 
b  e  i  t  während  der  zur  Zurücklegung  der  Strecke  s  ver- 
brauchten Zeit. 

Die  mechanische  Arbeit  ist  demnach  das  Product  aus 
einer  Kraft  und  einer  Länge;  folglich  ist  die  Einheit  der 
Arbeit  das  Product  der  Krafteinheit  und  der  Längen- 
einheit: 

Einh.  der  Arbeit  =i  Krafteinh.  X  Längeneinh. 
z.  B.  kg  m  oder  Tonnen  m. 

Der  oben]  betrachtete  Fall,  für  welchen  die  mechanische 
Arbeit  definirt  wurde,  ist  ein  sehr  specieller  Fall.  Einen 
etwas   allgemeineren   Fall   erhält   man,   wenn  das  Bahn- 
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stück  s  geradlinig  ist,  die  Kraft  P  unveränderlich  bleibt 
und    mit   der   Bewegungsrichtung  den  unveränderlichen 
Winkel  a   einschliesst   (Fig.    131):     Unter  der  Arbeit  der 
C  Kraft  P  während  der 

Bewegung  von  A  nach 
B  wird  dann  das  Pro- 
dukt aus  dem  Wege 
und  der  Projedion  der 
^  \  Kraft  auf  die  Richtung 
- *^    der  Bewegung  verstau- 

Fig.  131.  ^^^y  d-  h- 

(128)  A=Pcosa.s. 

Dieser  Gleichung  kann  auch  die  Form 

/l  =  P.5C0Sa 

gegeben  werden;  die  Arbeit  lässt  sich  also  auch  auffassen 
als  das  Product  aus  der  constanten  Kraft  und  der  Pro- 
jection  des  Weges  auf  die  Richtung  der  Kraft, 

Für  a  =  o  folgt  A  =  Ps  wxi(\  für  a  =  180'  A—-Ps, 
man  erhält  wieder  die  beiden  obigen  Specialfälle.  Für 
a  =z  Q0°  ergiebt  sich  ^4  =  0,  d.  h.  eine  Kraft,  welche  senk- 
recht auf  der  Bewegungsrichtung  ihres  Angriffspunktes 
steht,  verrichtet  keine  mechanische  Arbeit 

Die  Arbeit  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der 
Winkel  a  spitz  oder  stumpf  ist. 

Die  Definition,  nach  der  die  Arbeit  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Kraft  und  der  Projection  des  Weges  auf 
die  Richtung  der  Kraft  ist,  gilt  noch  bei  einer  krumm- 
^  linigen  Bahn,  falls  die  Kraft  der 
Grösse  und  Richtung  nach  con- 
stant  bleibt.  So  hat  man  in  der 
Figur  132 

A=P,BC, 
Die   Projection   heisst   auch   der 
Fig.  132.  in  der  Richtung  der  Kraft  zurück- 
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gelegte  Weg  und  wird  positiv  oder  negativ  gerechnet, 
je  nachdem  die  Richtung,  in  der  die  Projection  bei  der 
Bewegung  beschrieben  wird,  mit  der  Richtung  der  Kraft 
übereinstimmt  oder  nicht. 

Im  allgemeinen  ist  die  Kraft  P,  deren  Arbeit  berech- 
net werden  soll,  veränderlich;  die  Definition  der  mecha- 
nischen Arbeit  muss  also  entsprechend 
erweitert  werden.  In  einem  unendlich 
kurzen  Zeitabschnitte  At  werde  eine 
Wegstrecke  As  zurückgelegt  (Fig.  133). 
Dieses  Bahnstück  kann  als  geradlinig 
und  die  Kraft  P  während  der  kleinen  pjg  133 

Zeit  A^  der  Grösse  und  Richtung  nach 
als  constant  betrachtet  werden.    Nach  der  Gleichung  (128) 
ist  die  verrichtete  Arbeit  dann 

Ai4  =  P,As .  cos  a, 

wo  a  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  Kraft  und 
der  Bewegung  bezeichnet  und  As  in  der  Richtung  der 
Bewegung  gerechnet  wird.  Man  nennt  A^  die  e  1  e  m  e  n-  Elementare 
tare  Arbeit  der  Kraft  P  während  der  Zeit  A/.  Ein  Arbeit 
endlicher  Zeitraum  kann  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
unendlich  kleiner  Zeitelemente  M  zerlegt  werden.  Die 
Summe  aller  in  diesen  Zeitabschnitten  verrichteten  ele- 
mentaren Arbeiten  heisst  die  totale  Arbeit  der  Kraft 
P  oder  kürzer  die  Arbeit  der  Kraft  während  des  betrach- 
teten Zeitraumes.  Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Ar- 
beit einer  Kraft  bei  der  Bewegung  ihres  Angriffspunktes 
ist  somit 

A  =  2(Pcosa,/\s) 
oder  den  Bezeichnungen  der  Infinitesimalrechnung  nach 

(129)  A=fPcosa.ds, 
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WO  das  Integral  von  dem  Anfangswerte  Sq  des  Wegab- 
^tandes  bis  zu  dem  Endwerte  Sj  der  Bewegung  sich  er- 
streckt. 

Da  Pcosa  die  Tangentialcomponente  Pt  der  Kraft 
P  ist,  kann  man  der  Gleichung  (12Q)  auch  die  Form 
geben: 


(130) 


A  =  2(Pt.As)=fPtds. 


Die  Arbeit  einer  Kraft  bei  einer  beliebigen  Bewegung  ihres 
Angriffspunktes  ist  also  gleich  der  Arbeit  der  Tangential- 
componente der  Kraft.  Die  auf  der  Bahn  senkrechte 
Componente  verrichtet  keine  Arbeit.  Bleibt  die  Kraft  fort- 
während eine  normale  Kraft,  ohne  Tangentialcomponente, 
so  ist  ihre  totale  Arbeit  gleich  Null.  Als  Beispiel  hiefür 
diene  die  Centripetalkraft  in  einer  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung. 
Diagramm  In  der  Praxis  kommt  oft  der  Fall  vor,  dass  der  An- 
der  Arbeit  griffspunkt  der  Kraft  sich  geradlinig  bewegt,  und  die 
Kraft  längs  der  geradlinigen  Bahn  wirkt,  aber  ihrer  Grösse 
nach  veränderlich  ist.  Die  Arbeit  kann  dann  vermittelst 
eines    Diagrammes    dargestellt    werden    (Fig.    134), 

indem  man  den  Weg- 
abstand 5  als  Abscisse 
und  die  Kraft  als  Ordi- 
nate in  einem  rechtwink- 
ligen Coordinatensystem 
abträgt.  Man  erhält  dabei 
eine  Curve;  für  die  Fläche, 
welche  zwischen  der  Cur- 
ve, der  Abscissenaxe  und 
den  beiden  Ordinaten  bei 
So  und  5i  liegt,  ergiebt  sich  der  Inhalt 


5*  rfjS  ^' 


Fig.  134. 


A=fP.ds, 
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Dieser  Ausdruck  stellt  also  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle 
die  Arbeit  dar.  Der  Flächeninhalt  des  Diagramms  oder 
die  Arbeit  kann  vermittelst  eines  Planimeters  gemessen 
werden. 

Unter  der  Voraussetzung  einer  geradlinigen  Bahn  und 
einer  längs  der  Bahn  wirkenden  Kraft  ist  der  Fall  mög- 
lich, dass  Bewegung  und  Kraft  ihre  Richtung  wechseln, 
wobei  man  auch  negative  Ordinaten  der  Diagrammcurve 
erhält.  Die  Fig.  135  zeigt  das  sog.  I  n  d  i  c  a  t  o  r- 
diagramm  für  den  Dampfdruck  auf  den  Kolben 
eines    Dampfcylin-  p ! 

ders.  Die  Bewe- 
gung ist  periodisch, 
so  dass  die  Dia- 
grammcurve eine 
geschlossene  wird. 
Wie  man  leicht  ein- 
sieht, stellt  der 
Flächeninhalt  der 
geschlossenen  Fi- 
gur die  bei  der  Be- 
wegung des  Kolbens  bei  einmaligem  Hin-  und  Hergang 
verrichtete  Arbeit  dar. 

Arbeit  der  Resultirenden:  D/^  i4r*^// rf^r /?^- 
sultirenden  mehrerer  Kräfte,  die  auf  einen  materiellen  Punkt 
wirken,  ist  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  aller  Compo- 
nenten. 

Zu  einer  Zeit  t  seien  die 
Kräfte  Pi,  P<^...Pn,  ihre 
Winkel  mit  der  Richtung 
der  Bewegung  bez.  a^,  a^ 
...(In,  die  Resultirende  der 
Kräfte  R  und  ihr  Winkel 
mit  derselben  Richtung  a 
(Fig.  136).  Die  Kraft  R  ist 
die  letzte  Seite  des  aus  allen  Fig.  136. 


Fig.  135. 


Arbeit  der 

Resultiren- 

den. 
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Kräften  P  construirten  Kräftepolygons;  ihre  Projection  auf 
eine  beliebige  Richtung  ist  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectionen  aller  Componenten  auf  dieselbe  Richtung.  Es 
ist  also 

/?  cos  a  1=  Pi  cos  a^  4-  7^2  cos  02  -|-  ...  -f-  P„  COS  an. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  in  dem  Zeit- 
elemente dt  zurückgelegten  Wegelemente  üCs,  so  ergiebt 
sich 

/?  cos  a  flfe  =z  P^  cos  Qi  (fe  -}-  /^2  cos  02  (fe  -f  .  .  . 
-I-  Pn  cos  an  dS. 

Dieser  Gleichung  zufolge  ist  die  elementare  Arbeit  der 
Resultirenden  gleich  der  Summe  der  elementaren  Arbei- 
ten sämtlicher  Componenten.  Durch  Integration  zwischen 
zwei  Grenzen  5o  und  s^  folgt  ferner 

Si  Äi  5, 

(131)  f  Rzosa  ds  ^=fPi  cos  Ol  ds  -{-JP^  cos  «2  tfe  +  •  •  • 

So  So  So 

\-JPn  cos  an  ds, 

So 

d.  h.  die  totale  Arbeit  der  Resultirenden  ist  gleich  der 
Summe  der  totalen  Arbeiten  aller  Componenten,  w. z.  b.w. 
Bezeichnet  man  mit  X,  Y  und  Z  die  Projectionen  der 
Kraft  P  auf  die  x-,  y-  und  z-Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  und  mit  dx,  dy  und  dz  die  Projec- 
tionen des  Wegelementes  ds  auf  dieselben  Axen,  dann 
stellen  Xdx,  Ydy  und  Zdz  die  Elementararbeiten  der  drei 
Componenten  dar;  die  elementare  Arbeit  der  Resultiren- 
den ist  nach  dem  obigen  Satze 

P  cos  ads  =  Xdx  -{-Ydy  +  Zdz, 

Für  die  totale  Arbeit  während  eines  Zeitraumes  t^  —  t^ 
folgt  also 

(132)  A  =J\Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 
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In  manchen  Fällen  der  Anwendung,  z.  B.  dann,  wenn  Arheitseffect: 
•es  sich  um  die  Arbeit  von  Maschinen  handelt,  ist  es 
notwendig,  auch  die  Zeit  zu  berücksichtigen,  während 
welcher  die  Arbeit  verrichtet  wurde.  Wenn  in  gleich 
grossen  Zeiten  immer  gleich  grosse  Arbeiten  verrichtet 
werden,  so  ist  der  Quotient  aus  der  Arbeit  A  und  der 
Zeit  /  constant;  er  heisst  Arbeitsvermögen  oder 
Arbeitseffect.  Bezeichnet  man  diese  Grösse  mit  f, 
so  erhält  man 

<133)  E  =  \ 

Nimmt  man  /  gleich  einer  Zeiteinheit,  so  ist  f^/l,  d.  h. 
gleich  derjenigen  Arbeit,  welche  in  der  Zeiteinheit  verrich- 
tet wird. 

Wenn  die  Arbeit  sich  nicht  gleichförmig  auf  die  Zeit 
verteilt,  so  versteht  man  unter  dem  Arbeitsvermögen  zu 
einer  Zeit  t  den  Grenzwert  des  Quotienten  aus  der  in 
dem  nachfolgenden  Zeitintervalle  At  verrichteten  Arbeit 
AA  und  der  Zeitlänge  At,  wenn  diese  sich  der  Grenze 
Null  nähert.    Es  ist  also 

AA 


(/\t  =  o)^^ 


E=z     lim 

(Z 
oder 

(134)  f^^l 

Ist   die  Arbeit  A  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  wird 
durch  diese  Gleichung  der  Effect  zur  Zeit  t  bestimmt. 

Die  Einheit  des  Arbeitsvermögens  ist  der  Quotient 
aus  der  Einheit  der  Arbeit  und  der  Zeiteinheit,  und  ist 
somit  ausgedrückt  in  den  Grundeinheiten 

Krafteinh.  X  Längeneinh. 
Zeiteinh. 
z.  B. 

kg  m 
See 
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Für  gewisse  Zwecke,  besonders  für  die  Bestimmung  des 

kßf  m 
Arbeitsvermögens  von   Maschinen,  ist  die  Einheit  -^ — 

wegen  ihrer  Kleinheit  etwas  unbequem,  und  man  wen- 
det deshalb  eine  75  Mal  grössere  Einheit  an,  die  sog. 
Pferdestärke,  welche  allgemein  mit  R  S.  bezeich- 
net wird. 

See 


Anwendungen. 

1)  Eine  Locomotive  von  30  t.  Gewicht  legt  in  4  Minuten  eine 
2.5  km  lange  Strecke  mit  dem  Steigungsverhältnis  O.012  zurück.  Man 
berechne  die  Arbeit  der  Schwere  und  das  Arbeitsvermögen. 

Der  verticale  Höhenunterschied  z  beider  Endpunkte  ist 

zi=  2500X0.012  =  30  m, 

die  Arbeit  der  Schwere  ist,  wenn  man  von  dem  negativen  Zeichen 
absieht, 

|>l|  =  30X30=:  900  t.m., 
und  das  Arbeitsvermögen 

|>l|__900__       t.m 
/  ""  4  X"60  ~  ^  See  ' 

f^l^^if  =  50P.S. 

4.75 

Das  wirkliche  Arbeitsvermögen  der  Locomotive  muss  natürlich  noch 
grösser  sein,  weil  auch  andere  Widerstände,  besonders  die  Reibung  zu 
überwinden  sind. 

2)  Mit  einem  Dampfkrahn  wird  ein  2  t  schwerer  Steinblock  in 
einer  Minute  mit  gleichförmiger  Bewegung  um  8  m  gehoben.  Wie 
gross  ist  dabei  das  Arbeitsvermögen  des  Krahns? 

Antwort:  3J  P.  S. 

§46. 
Lebendige  Kraft.    Energie.    Niveaufläche. 

Lebendige  E^"  freier  materieller  Punkt  mit  der  Masse  m  bewege 
Kraft.  Acta-  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft  P,  deren  Grösse  und 
eile  Energie. 
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Richtung   mit  der  Zeit  sich  ändert.    Zu  einer  Zeit  t  hat 
der  Punkt  eine  Geschwindigkeit  in  der  Bahn 

ds 
^  =  dt 
und  eine  Tangentialbeschleunigung 

du         du 

Andererseits  ist  diese  Tangentialbeschleunigung 

Pt P  cos  a 

m  fti 

wo   a   den   Winkel   zwischen    den  Richtungen  der  Kraft 
und  der  Bewegung  bezeichnet.    Somit  wird 

du  _^  Pcos  a 
ds  m 

mudu=  Pcosads, 
Durch  Integration  erhält  man 

I  /7i  //^  +  Const.  =/P  cos  a  ds. 
Wird  das  Integral  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen  Sq 
und  s  genommen,  welche  den  Zeiten  /q  und  t  entsprechen, 
und  wird  femer  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes 
zur  Zeit  to  mit  Uq  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

s 

I  mu^  —  i  mu^  ^^S^  ^^^  ^  ^• 

ab 

Nach    (129)  bezeichnet  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
die   während   der  Zeit   von   t^   bis  t  ausgeführte  Arbeit 
A.    Also  ist 
<135)  ^mu^-^mu^  —  A. 

Das  Produd  mtfi  der  Masse  eines  materiellen  Punktes 
und  des  Quadrates  seiner  Geschwindigkeit  wird  lebendige 
Kraft  genannt;^  das  halbe  Product  \niu^  heisst  kinetische 
oder  actuelle  Energie. 

1  Die  Benennung  lebendige  Kraft  ist  nicht  zweckmässig 
gewählt,  weil  lebendige  Kraft  möglicherweise  mit  Kraft  in  gewöhn- 
lichem Sinne  verwechselt  werden  könnte.  Aus  diesem  Orunde  soll  im 
folgenden  hauptsächlich  der  Energiebegriff  benützt  werden. 
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Princip  der 

lebendigen 

Krajt 


Einheit  der 
Energie, 


Fallbewe- 
giing. 


In  der  Gleichung  (115)  ist  der  sog.  Satz  von  der 
Äquivalenz  der  Arbeit  und  der  kine- 
tischen Energie  enthalten.  In  der  freien  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  ist  die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  während  eines  Zeitintervalles  gleich  der  mecha- 
nischen Arbeit y  welche  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte 
in  derselben  Zeit  verrichten. 

Die  lebendige  Kraft  und  die  kinetische  Energie  wer-^ 
den  mit  denselben  Einheiten  wie  die  mechanische  Arbeit 
gemessen.  In  der  That  ist  die  Einheit  eines  Produc^ 
tes  mu^ 

Massenein h.  (Oeschwindigkeitseinh.)^  = 

Krafteinh.  (Zeiteinh.)-      /Längeneinh.\^_ 

Längeneinh.  \    Zeiteinh.   j 

=  Krafteinh.  X  Längeneinh.  ^=  Einh.  der  Arbeit 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  mag  z.  B.  auf  die 
Bewegung  eines  freien  schweren  Punktes  längs  der  Ver- 
ticalen  angewandt  werden. 


4- 


-M. 


«1- 


Die  Masse  des  Punktes  sei  /w,  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  Zeit  ^  =  o  sei  c  und  seine 
Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  habe  den  Wert  u 
(Fig.  137).  Dann  ist  die  kinetische  Energie  am 
Anfang  des  Zeitintervalles  t  gleich  ^  mc^  und  am 
Ende  desselben  Zeitintervalles  gleich  ^mu^^  also 
'*^*"*die  Zunahme  derselben 


Fig.  137. 


\m{u'-(^. 


Auf  den  Punkt  wirkt  die  constante  Schwerkraft  mg  in 
der  Richtung  der  Bewegung.  Nennt  man  die  während 
der  Zeit  t  in  der  Fallbewegung  zurückgelegte  Strecke  5^ 
so  ist  die  Arbeit  der  Schwere 


mgs\ 
und  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  findet  man 
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\  m  (u^— (?)  z=:  mgs. 
Die  schon  auf  p.  22  abgeleitete  Gleichung 

2gs  =  u^-(? 

gewinnt  also  nach  Multiplication  mit  y  einen  bestimm- 
ten mechanischen  Sinn. 

Bewegt  sich  der  Punkt  nicht  längs  der  Verticalen, 
sondern  in  einer  Wurfparabel,  so  findet  man  durch  An- 
wendung des  gleichen  Satzes: 

\m(u^'-(?)  =  mgy, 

wo  y  den  verticalen  Höhenunterschied  zwischen  der  An- 
fangs- und  der  Endlage  bezeichnet. 

Man  betrachte  jetzt  eine  gebundene  Bewegung  des  Gebundene 
materiellen  Punktes  mit  der  Masse  m  in  einer  gege-  Bewegung. 
benen  Curve  (Fig.  138).  Auf  den  Q 
Punkt  wirke  die  äussere  Kraft 
P)  man  kann  die  Bewegung  als 
eine  freie  auffassen,  wenn  man  die- 
jenige Widerstandskraft  Q  hinzu-  '  p|  jßg 
fügt,  mit  der  die  Curve  auf  den 
Punkt  wirkt.  Sind  a  und  (p  die  Winkel,  welche  die 
Kräfte  P  und  Q  mit  der  Bewegungsrichtung  einschlies- 
sen,  so  ergiebt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 

S  5 

(136)         A  =fPcos  a  ds  +JQ  cos(pds  =  im  {u^-Uq% 

So  So 

d.  h.  die  Differenz  zwischen  den  kinetischen  Energien  am 
Ende  und  im  Anfang  eines  Zeitintervalles  ist  gleich  der 
Summe  der  Arbeiten  der  äusseren  Kraft  und  der  Wider- 
Standskraft  während  des  Zeitintervalles. 

Die  Arbeit  der  Kraft  Q  ist  gleich  der  Arbeit  ihrer 
Tangentialcomponente.  Die  Richtung  des  Tangentialwi- 
derstandes   ist   immer  entgegengesetzt  der  Richtung  der 
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Bewegung,  und  somit  ist  seine  Arbeit  negativ.  Wenn 
die  Curve  vollkommen  glatt  ist  und  folglich  kein  Tan- 
gentialwiderstand  vorkommt,  so  ist  die  Arbeit  der  Kraft 
Q  gleich  Null;  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  nimmt 
dann  die  Form  an:  In  der  gebundenen  Bewegung  auf 
einer  voUkommen  glatten  Curve  ist  die  Zunahme  der  ki- 
netischen Energie  in  einer  gewissen  Zeit  gleich  der  von  der 
äusseren  Kraft  in  derselben  Zeit  verrichteten  Arbeit 

Wenn  der  Punkt  unter  dem 
Einflüsse  seiner  Schwere  längs 
einer  glatten  Curve  fällt  (Fig. 
139),  so  findet  man 

^m(u^-c^  =  mgy, 


wo  y  der  Höhenunterschied  der 
End-  und  der  Anfangslage  ist 


Hieraus  folgt 


u  =  i?+2gy 

und  speciell  mit  r=o 

u  =  i2gy. 

Der  schwere  Punkt,  welcher  von  einer  bestimmten  An- 
fangslage oder  allgemeiner  von  einer  bestimmten  Horizontal- 
ebene aus  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  sich  bewegt, 
erlangt  also  in  einer  anderen  Horizontalebene  immer  die- 
selbe Geschwindigkeit  tf,  er  mag  sich  frei  oder  längs 
einer  glatten  Curve  von  der  einen  Ebene  nach  der  an- 
dern bewegt  haben.  Die  Geschwindigkeit  u  ist  um  so 
grösser,  je  tiefer  die  Endlage  ist;  die  höchste  Horizon- 
talebene, die  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  von  der 
ursprünglichen  Ebene  aus  erreicht  werden  kann,  liegt  in 

c^ 
der  Höhe        über  der  Anfangslage. 

Niveaufläche.        Eine   Fläche,   in   deren   sämtlichen   Punkten   die  Ge- 
schwindigkeit  denselben    Wert    erlangt,    heisst    eine  Ni- 
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veaufläche.  Bei  freier  Bewegung  oder  Bewegung  in  einer 
völlig  glatten  Curve  unter  dem  Einfluss  der  Schwere 
sind  die  Niveauflächen  horizontale  Ebenen.  Zur  Bestim- 
mung der  Niveauflächen  setzt  man  also  tf  =  Const. 
Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  nur  eine  Niveau- 
fläche, weil  die  Geschwindigkeit  dort  nur  einen  Wert  hat. 
Die  Bewegung  auf  einer  Niveaufläche  selbst  ist  eine 
gleichförmige  Bewegung.  Ein  Punkt  von  der  Masse  m 
bewege  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft  P  um  ein 
kleines  Stück  ds.  Es  ist  dann  nach  dem  Principe  der 
lebendigen  Kraft 

\m[(u-\- duf  -«2}  _ pcos a ds, 

und  wenn  das  Stück  Weges  ds  auf  einer  Niveaufläche  liegt: 

da=.o. 
Daraus  folgt 

P  cos  a  fl&  =  0. 

Da  weder  P  noch  ds  gleich  Null  ist,  muss 

cos  a  nz  0; 
d.  h. 

n 

sein.  Die  Kraft  P  steht  also  senkrecht  auf  dem  Wegele- 
mente ds.  Weil  aber  ds  beliebig  auf  der  Niveaufläche 
gewählt  werden  kann,  so  muss  die  Kraft  P  die  Richtung 
der  Normalen  der  Niveaufläche  in  dem  betrachteten 
Punkte  haben.  Hieraus  folgt:  Eine  Niveaufläche  ist  eine 
Fläche,  welche  in  jedem  Punkte  die  Richtungslinie  der 
Kraft  zur  Normalen  hat 

Eine  Kraft,  welche  stets  gegen  einen  festen  Punkt  O  Centralbewe- 
gerichtet   ist,  heisst  eine  Centralkraft,  und  eine  Be-       ^'^s- 
wegung,  welche  unter  dem  Einflüsse  einer  solchen  Kraft 
vor  sich  geht,  eine  Centralbewegung.    Der  Punkt 

16 
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O  ist  der  sog.  Centralpunkt.  Wenn  die  Kraft  eine 
Centralkraft  ist,  so  sind  die  Niveauflächen  concentrische 
Kugelflächen,  deren  Mittelpunkt  der  Centralpunkt  ist  Sie 
schneiden  ja  überall  die  Kraftrichtung  senkrecht.  Ein 
Beispiel  einer  Centralbewegung  ist  auf  p.  196  behandelt 
worden. 

§49. 
Übangsatifgaben  zur  Mechanik  des  materiellen  Punktes. 

1)  Eine  Kraft  R  sei  die  Resultirende  zweier  Kräfte  P  und  Q,  wel- 
che mit  ihr  die  Winkel  a  und  ß  einsch Hessen.  Es  seien  P  und  ß 
gegeben.  Man  bestimme  Q  und  a  sowohl  graphisch  als  analytisch 
und  nehme  speciell  die  Werte  an 

/?  :=  50  kg;  P  =  25  kg;  )^  =  30^ 

2)  Wie  gross  ist  die  Masse  eines  materiellen  Punktes,  welcher  un- 
ter dem  Einflüsse  zweier  Kräfte,  welche  den  Winkel  60°  mit  einander 
einschliessen  und  die  Grössen  25  kg  und  20  kg  haben,  die  Beschleuni- 
gung der  Schwere  ^=9.81  ^— ^  annimmt?     Welche  Kraft  muss  man 

hinzufügen,  damit  der  Punkt  nur  die  Beschleunigung  \g  erhalte? 

3)  Auf  einen  materiellen  Punkt,  dessen  Masse  2.5  Masseneinheiten 
beträgt,  wirken  fünf  Kräfte  in  derselben  Ebene.  Die  Winkel  der 
Kräfte  mit  einer  festen  Richtung  seien  in  einer  bestimmten  Reihen- 
folge 20°,  40°,  80°,  160°  und  320°;  die  Kräfte  seien  bez.  5  kg,  10  kg, 
15  kg,  20  kg  und  25  kg.  Man  bestimme  analytisch  und  graphisch 
die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punktes. 

4)  Ein  materieller  Punkt  A  wird  von  zwei  anderen  Punkten  B 
und  C  mit  Kräften  angezogen,  welche  durch  die  Abstände  AB  und 
AC  dargestellt  sind.  Auf  der  Verbindungsgeraden  von  B  und  C 
liegt  ein  vierter  Punkt  £),  welcher  A  abstösst.  Wo  muss  D  liegen 
und  wie  gross  muss  die  abstossende  Kraft  sein,  damit  Gleichgewicht 
stattfinde? 

5)  Wo  befindet  sich  ein  materieller  Punkt  im  Gleichgewichte  auf 
einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  A  und  B,  wenn  er  von  diesen 
Punkten  mit  Kräften  angezogen  wird,  welche  1)  direct  proportional 
der  Entfernung  und  2)  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  sind?  In  dem  Abstände  1  ist  der  Zahlwert  der  von  A 
ausgehenden  Kraft  ii  und  der  von  B  ausgehenden  Kraft  /x'. 
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6)  Eine  Last  G  wird  von  drei  Fäden  getragen,  welche  symme- 
trisch in  Bezug  auf  eine  Verticale  befestigt  sind  und  rechte  Winkel 
mit  einander  bilden.    Man  bestimme  die  Spannung  der  Fäden. 

7)  Die  Fäden  im  Beispiele  6  seien  in  derselben  Horizontalebene 
befestigt.  Einer  von  ihnen  werde  durchschnitten,  so  dass  die  Last 
O  in  Bewegung  gerät.  Man  suche  die  Spannung  in  den  beiden 
übrigen  Fäden  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  der  Körper  durch 
seine  tiefste  Lage  hindurchgeht. 

8)  An  einem  Krahn  zum  Einrammen  von  Pfählen  arbeiten  20 
Mann,  welche  je  einen  Zug  von  15  kg  ausüben.  Man  suche  die  verticale 
Resultirende  sämtlicher  Kräfte,  wenn  die  eine  Hälfte  der  Seile  den 
Winkel  20''  und  die  andere  Hälfte  den  Winkel  30"  mit  der  Verticalen 
einschliesst. 

9)  Zwei  materielle  Punkte  von  den  Gewichten  P  und  Q  sind 
durch  eine  Schnur  verbunden,  welche  über  eine  glatte  Rolle  läuft.  P 
ruht  auf  einer  glatten  schiefen  Ebene,  während  Q  frei  hängt.  Man 
bestimme  die  Gleichgewichtslage  und  den  Druck  auf  die  Ebene. 

10)  Es  sei  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  untersuchen, 
welcher  von  einem  festen  Punkte  nach  dem  Newton'schen  Gesetze 
angezogen  wird  und  eine  gegen  diesen  festen  Punkt  gerichtete  An- 
fangsgeschwindigkeit besitzt. 

11)  Man  untersuche  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes, 
welcher  von  einem  festen  Punkte  O  mit  einer  Kraft  abgestossen  wird, 
welche  direct  proportional  der  Entfernung  von  O  ist,  vorausgesetzt 
dass  die  Richtungslinie  der  Anfangsgeschwindigkeit  durch  den  Punkt 
O  geht. 

12)  Ein  Punkt  bewegt  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  abstossen- 
den  Kraft,  welche  proportional  der  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
ist.    Man  suche  die  Bahn  der  Bewegung. 

13)  Man  beweise  folgende  Eigenschaften  jeder  Centralbewe- 
gung: 

Der  von  dem  Centralpunkte  aus  gezogene  Radiusvector  beschreibt 
einen  proportional  der  Zeit  wachsenden  Sector. 

Die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  der  Bahn  ist  umgekehrt 
proportional  dem  Abstände  von  dem  Centralpunkte  nach  der  Tan- 
gente der  Bahn  in  dem  betrachteten  Punkte. 

14)  Ein  Wagen  rollt  mit  der  Geschwindigkeit  6  w  -über eine con- 

vexe  Brücke,  welche  die  Form  eines  Kreisbogens  mit  50  m  Radius 
hat.  Welches  ist  das  Verhältnis  zwischen  dem  Drucke  des  Wagens 
auf  die  Brücke  in  ihrem  höchsten  Punkte  und  dem  Gewichte  des 
Wagens? 
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15)  Die  Aufgabe  im  Beispiele  14  soll  unter  der  Voraussetzung 
gelöst  werden,  dass  die  Brücke  nach  unten  gebogen  ist,  und  der 
höchste  Punkt  durch  den  tiefsten  ersetzt  wird. 

16)  Man  untersuche  die  Bewegung  eines  schweren  materiellen 
Punktes  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene,  wenn  die  Anfangsge- 
schwindigkeit des  Punktes  keinen  rechten  Winkel  mit  den  horizonta- 
len Geraden  der  Ebene  einschliesst. 

17)  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  der  convexen  Seite  einer  festen 
glatten  Curve  in  einer  verticalen  Ebene.  Man  zeige,  dass  der  Punkt 
die  Curve  verlässt,  wenn  seine  doppelte  Geschwindigkeitshöhe  gleich 
der  Projection  des  Krümmungsradius  der  Curve  auf  die  Verti- 
cale  ist. 

Die  Curve  sei  ein  verticaler  Kreis;  der  Punkt  bew^e  sich  mit 
sehr  kleiner  Anfangsgeschwindigkeit  von  dem  höchsten  Punkte  des 
Kreises  aus. 

18)  Man  leite  die  Schwingungszeit  des  mathematischen  Pendels 
durch  Integration  aus  der  Gleichung  (p.  213) 


J  =  ^\^]  =  2^  (cos  9^- cos  a) 


in  der  Weise  ab,  dass  man  bei  kleiner  Amplitude  genügend  genau 

cos  (p  =  1— i^  q>^\  cos  a  =  1  —\  a^ 

setzt. 

19)  Man  berechne  die  Länge  eines  Secunden pendeis  an  der  Ober- 
fläche des  Mondes  (p.  215  und  193). 

20)  Wie  gross  ist  der  Seitendruck,  den  eine  Locomotive  von  35  t 
Gewicht  auf  die  Schienen  in  einer  Curve  von  250  m  Radius  ausübt, 

wenn  ihre  Geschwindigkeit  15  ^ —  ist? 

21)  Ein  Centrifugalpendel  macht  einen  Umlauf  in  der  Secunde. 
Man  bestimme  seine  Länge,  wenn  die  Neigung  des  Pendelfadens  gegen 
die  Verticale  50"*  beträgt.  Welches  wird  die  Umlaufszeit,  falls  der 
Neigungswinkel  auf  die  Hälfte  vermindert  und  die  Pendellänge  ver- 
doppelt wird? 

22)  Ein  Centrifugalregulator  (Fig.  128)  mache  bei  normalem  Gange 
40  Umläufe  in  der  Minute  und  der  mittlere  Abstand  Xq  der  Kugeln 
von  der  Drehaxe  sei  0.45  m.    Man  berechne  ^o  und  a. 

23)  Auf  einen  Körper  vom  Gewichte  O  wirke  während  der  Zeit 
/  eine  constante  Kraft  P.  Welche  Geschwindigkeit  erlangt  der  Kör- 
per; wie  gross  ist  die  während  der  ganzen  Zeit  von  der  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  und   welches  ist  der  Ausdruck  für  das 
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Arbeitsvermögen?   Man  nehme  besonders  O  =  0.4 1.,  /  =  20  See,  P  =■ 
45  kg  an. 

24)  Auf  einen  materiellen  Punkt  wirken  eine  der  Grösse  und 
Richtung  nach  constante  Kraft  und  eine  Centralkraft,  welche  propor- 
tional dem  Abstände  von  dem  Centralpunkte  und  gegen  diesen  Punkt 
gerichtet  ist.  Man  bestimme  die  Niveauflächen  und  leite  das  Gesetz 
für  die  Geschwindigkeit  ab. 


} 
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Sechster  Abschnitt. 

Kräfte,  die  auf  einen  starren  Körper 

wirken.    Allgemeine  Oleichgewichts- 

bedingungen. 

§  50. 
Allgemeines. 

Starre  und         Unter  einem  starren  Körper  versteht  man  ein  System 
elastische     von  materiellen  Punkten,  welche  unveränderliche  Abstände 
Körper.      j,^^  einander  beibehalten,  welche  Kräfte  auch  auf  das  Sy- 
stem wirken  mögen. 

Wie  die  Erfahrung  gezeigt  hat,  sind  keine  Körper  der 
Natur  vollkommen  starr,  sondern  sie  besitzen  alle  das  Ver- 
mögen sich  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften  mehr  oder 
weniger  zu  deformiren;  sie  sind  wie  man  sagt  mehr  oder 
weniger  elastisch.  Bei  der  Lösung  einer  grossen 
Anzahl  von  Problemen  genügt  es  aber  vollständig,  die 
Körper  als  starr  anzusehen,  während  dagegen  andere  Auf- 
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gaben  nicht  gelöst  werden  können,  ohne  dass  man  die 
Körper  als  elastisch  betrachtet  Diese  letzteren  Aufgaben 
gehören  zu  einem  besonderen,  sowohl  theoretisch  wie 
praktisch  sehr  wichtigem  Teile  der  Mechanik:  der 
Elasti  citätstheori  e  und  der  Festigkeits- 
lehre. 

Im  allgemeinen  greifen  die  auf  einen  starren  Körper  Statik  und 
wirkenden  Kräfte  in  verschiedenen  Punkten  an;  die  im  Dynamik. 
vierten  Abschnitt  entwickelten  Regeln  für  die  Zusam- 
mensetzung und  Zerlegung  von  Kräften  mit  gemeinsamem 
Angriffspunkte  sind  also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  aus- 
reichend. Auch  beim  starren  Körper  kann  das  System 
der  Kräfte  im  Oleichgewichte  sein  oder  nicht,  wie  unten 
näher  dargelegt  wird.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts eines  Systems  von  Kräften,  welche  auf  den  starren 
Körper  wirken,  werden  in  der  Statik  der  starren 
Körper  aufgesucht  und  auf  eine  Menge  von  Aufgaben 
angewandt.  Die  Dynamik  der  starren  Körper 
beschäftigt  sich  mit  denjenigen  Bewegungen,  welche  den 
starren  Körpern  durch  Kräftesysteme  mitgeteilt  werden, 
die  nicht  im  Oleichgewichte  sind. 

Die  Grundlage  für  die  Behandlung  der  Aufgaben  be-   Axiom  über 
treffend  Kräfte  mit  verschiedenen  Angriffspunkten,  welche       Kräfte, 
einem    starren    Körper   angehören,   bildet   das   folgende 
Axiom. 


Zwei  gleich  gros- 
se,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtete 
Kräfte  auf  dersel- 
ben Geraden,  deren 


^ 


P 


B 


— H- 


B 


Fig.  140. 


Angriffspunkte  einem  starren  Körper  angehören,  sind  im 
Gleichgewichte,  d.  h.  heben  sich  auf  (Fig.  140). 

Aus  diesem  Axiom  folgt  \xnmiW.t\b2s\  Eine  Kraft  kann 
längs  ihrer  Richtungslinie  nach  jedem  Punkte  verschoben 
werden,  welcher  mit  dem  ursprunglichen  Angriffspunkte 
starr  verbunden  ist 
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Es  sei  in  der  Figur  141  A  der  Angriffspunkt  der  Kraft 
P  und  B  ein  damit  fest  verbundener  Punkt  auf  der  Rich- 
tungslinie der  Kraft  P.  In  dem  Punkte  B  werden  zwei 
Kräfte  P'  und  (R)  eingeführt,  welche  gleich  gross  mit 

P  sind  und  in  entgegengesetzten 
Richtungen  längs  der  Geraden 
AB  wirken.  Sie  heben  sich  auf; 
nach  dem  obigen  Axiome  heben 
aber  auch  die  Kräfte  P  und  (F) 
sich  auf,  so  dass  die  im  Punkte 
Fig.  141.  B  angebrachte  Kraft  P^  =  Pallein 

zurückbleibt.  Damit  ist  gezeigt, 
dass  die  Kraft  P  längs  ihrer  Richtungslinie  nach  jedem 
mit  ihrem  Angriffspunkte  fest  verbundenen  Punkte  ver- 
schoben werden  kann. 
Kräfte  mit  Kräfte,  welche  längs  derselben  Geraden  in  verschie- 
gemeinsamer  denen  Angriffspunkten  wirken,  welche  alle  demselben 
RicMangs-  ^\2jxtn  Körper  angehören,  können  nach  einem  gemein- 
samen Angriffspunkte  auf  dieser  Geraden  verschoben  und 
dann  zu  einer  einzigen  Kraft  zusammengesetzt  werden. 
Rechnet  man  die  in  einem  Sinne  wirkenden  Kräfte  als  positiv, 
die  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  wirkenden  als  nega- 
tiv, so  ist  die  Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung 
gleich  der  algebraischen  Summe  sämtlicher  Kräfte.  Die 
Kräfte  können  auch  graphisch  zusammengesetzt  werden, 
wenn  man  sie  in  einem  bestimmten  Massstabe  und  in 
richtigem  Sinne  nach  einander  auf  einer  Geraden  abträgt. 
Der  Abstand  des  Anfangspunktes  der  ersten  Kraft  von 
dem  Endpunkte  der  letzten  Kraft  giebt  dann  die  in  dem- 
selben Massstabe  gemessene  resultirende  Kraft  an.  Na- 
türlich ist  die  Genauigkeit  des  graphischen  Verfahrens  eine 
beschränkte,  meistens  aber  praktisch  völlig  genügend. 
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Graphische 
Zusammen- 

setzungzweier 
sich  schnei' 

denderKräfte. 


Fig.  142  a. 


§  51. 

Zusammensetzong  zweier  in  derselben  Ebene  liegenden  Kräfte 

mit  verschiedenen  Angriffspunkten.    Statisches  Moment 

Der  Momentensatz. 

Die  Richtungslinien  zweier  Kräfte  in  derselben  Ebene, 
welche  auf  einen  starren  Körper  wirken,  schneiden  sich 
oder  sind  einander  parallel. 

Wenn  die  Richtungslinien 
sich  in  einem  Punkte  O  schnei- 
den (Fig.  142  a),  so  können  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q  nach  dem 
Punkte  O  verschoben  und  dann 
zu  einer  einzigen  resultirenden 
Kraft  R  zusammengesetzt  werden, 
die  man  noch  beliebig  längs  ih- 
rer Richtungslinie  verschieben 
kann.  Das  gilt  auch  noch,  wenn  der  Punkt  O  nicht 
dem  starren  Körper  angehört,  weil  man  ihn  dann  als 
mit  dem  starren  Körper  fest  verbunden  denken  kann. 

Ersetzt   man  R  durch  die  entgegengesetzte   Kraft  (/?),  Satz  der  drei 
deren  Angriffspunkt  auf  der  Richtungslinie  vdn  R  liegt,      Kräfte. 
so  halten  die  Kräfte  P,  Q  und  {R)  einander  das  Gleich- 
gewicht   (Fig.  142  b).     Es   ist 
zugleich  (/?)  die  einzige  Kraft, 
welche  den  Kräften  P  und  Q 
das  Oleichgewicht  hält.    Hier- 
aus folgt  als  Oleichgewichts- 
bedingung  dreier  nicht  paralle- 
ler Kräfte  in  einer  Ebene: 

Die  Richtungslinien  der 
drei  Kräfte  müssen  sich  in 
einem   Punkte  schneiden   und  Rg-  142  b. 

die  Kräfte  sich   wie  die  Sinusse  der  gegenüberliegenden 
Winkel  (oder  wie  die  Seiten  eines  Dreieckes)  verhalten. 

Dieser  Satz  wird  der  Satz  von  den  drei  Kräf- 
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t  e  n  genannt    (Man  vergleiche  den  Satz  auf  p.  180  für  drei 
Kräfte  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte). 
Analytische        Die  Resultirende  R  zweier  in  derselben  Ebene  liegen- 
Zusammen-   ^^^  j^^j^^  p  ^^^  q  (pjg   143)  j^^^n  ^uch  analytisch  be- 


setzungzweier 
Kräfte. 


Statisches 
Moment, 


stimmt  werden.  Die 
Grösse  und  Richtung  von 
R  wird  in  derselben 
Weise  wie  bei  Kräften 
mit  gemeinsamem  An- 
griffspunkte mit  Hülfe 
zweier  Projectionsglei- 
chungen  für  zwei  zu  ein- 
ander senkrechte  Pro- 
jectionsaxen  erhalten  (§ 
37).    Es  ist 


(137) 


RCOS  y  zzi  P cos  a  -{-  Q  cos  ß, 

/?  sin  7  =  P  sin  a  -f-  Q  sin  (i. 


Hier  sind  a,  ß  und  y  die  Winkel,  welche  die  Kräfte  P, 
Q  und  R  mit  der  positiven  Richtung  der  jc-Axe  ein- 
schliessen.  Aber  noch  eine  dritte  Gleichung  ist  er- 
forderiich,  welche  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  R  durch 
den  Schnittpunkt  von  P  und  Q  geht.  Um  diese  Glei- 
chung in  einer  für  die  Mechanik  passenden  Form  auf- 
zustellen, wird  ein  neuer  Begriff  eingeführt,  das  sog. 
statische   Moment   einer  Kraft. 

Unter  dem  statischen  Momente  (kürzer  nur  Momente) 
einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punkt  O  wird  das  Pro- 
duct  aus  der  Kraft  in  den  Abstand  des  Punktes  O  von 
der  Richtungslinie  der  Kraft  verstanden  (Fig.  144). 


(138) 


M=.Pp, 


Der  Punkt  O  heisst  Momenten  pol;  das  statische 
Moment  wird  nach  Übereinkunft  positiv  oder  negativ 
gerechnet,  je   nachdem   der   Drehungssinn  der  Kraft   in 
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^. 
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Bezug  auf  den  Pol  O  mit  dem 
Drehungssinn  des  Uhrzeigers 
übereinstimmt  oder  nicht.  So 
ist  das  Moment  in  der  Figur 
144  a)  positiv,  in  der  Fig  144  b) 
negativ.  Damit  man  im  fol- 
genden nicht  jedes  Mal  das 
Zeichen  des  Momentes  beach-  a)  b) 

ten  muss,  wird  der  Abstand  p  ^^8^-  ^^^' 

als  eine  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  versehene 
Grösse  betrachtet:  dieses  Vorzeichen  ist  dasjenige  des 
Momentes. 

Geometrisch  wird  das  statische  Moment  durch  die 
doppelte  Fläche  eines  Dreieckes  dargestellt,  in  welchem 
die  Kraft  die  Grundlinie  und  der  Pol  der  gegenüberliegende 
Eckpunkt  sind.  Diese  Dreiecksfläche  ist  je  nach  dem 
Drehungssinn  positiv  oder  negativ  zu  rechnen.   (Fig.  145). 

Weil  das  statische  Moment  einer 
Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punkt  das 
Product  aus  einer  Kraft  und  einer 
Länge  ist,  so  ist  seine  Einheit 

Krafteinh.  X  Längeneinh.  z.  B.  kgm., 

somit  dieselbe  wie  die  Einheit  der  mecha- 
nischen Arbeit  und  der  kinetischen 
Energie. 

Für  die  statischen  Mo- 
mente gilt  der  sog.  M  o- 
mentensatz:  Das  Mo- 
ment der  Resultirenden  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  ist 
gleich  der  algebraischen 
Summe  der  Momente  der 
Componenten. 

Dieser  Satz  soll  hier 
zunächst  für  zwei  Kräfte 


Einheit  des 
Momentes. 


Momenten- 
satz. 


Fig.  146. 


252  Dritter  TeU. 


bewiesen  werden,  deren  Richtungslinien  sich  schneiden. 
In  der  Figur  146  sind  P  und  Q  zwei  Kräfte  und  R  ist 
ihre  Resultirende;  ferner  sind  p,  q  und  r  ihre  Abstände 
von  dem  Momentenpole  O,  wobei  alle  Abstände  mit  ih- 
ren Zeichen  gerechnet  werden.  (In  der  Figur  sind  alle 
drei  positiv).    Es  soll  bewiesen  werden,  dass 

Rr  =  Pp^Qq 

ist.    Aus  der  Figur  ergeben  sich  die  Gleichungen 

Rr=2l^OAD=OA.r', 
Pp=2AOAB—OA.p', 
Qq=2AOAC=OA.g\ 

Die  Strecke  OA  ist  eine  gemeinsame  Grundlinie  der  drei 
Dreiecke,  deren  doppelte  Flächen  die  betrachteten  statischen 
Momente  darstellen;  ferner  sind  r',  p'  und  q^  die  Höhen 
für  die  Grundlinie  OA,  Die  in  der  Figur  schraffirten 
Dreiecke  ACE  und  BDF  sind  congruent.    Hieraus  folgt 

EC  =  q'  =  DF. 

Weiter  ergiebt  das  Rechteck  BFOM 
BH  =  p'  =  FG, 
folglich  hat  man 

r'=p'  +  q' 
und  findet 

2  A  OAD  =  2  (A  OAB  +  A  OAC) 
oder 

Rr=Pp-{-Qq, 

w.  z.  b.  w.  Wenn  die  Lage  des  Pols  eine  solche  ist,  dass 
nicht  alle  Momente  positiv  sind,  so  wird  der  Beweis  nur 
unbedeutend  modificirt. 
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Zu  den  beiden  für  die  Resultirende  zweier  Kräfte  P 
und  Q  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  geltenden  Glei- 
chungen (137)  kommt  jetzt  als  dritte  Gleichung 


<139) 


Rr  =  Pp  +  Qq; 


sie  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  die  Resultirende  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Kräfte  geht. 

Wenn  der  Pol  so  gewählt  wird,  dass  die  Moment- 
summe Pp-^-Qq  gleich  Null  ist,  so  hätte  man  r=o^ 
d.  h.  die  Resultirende  würde  durch  den  Pol  selbst  gehen. 

Wenn  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  sich  nicht  schneiden,  Der  Momen- 
sondern    parallel    sind,  so  wird    ihre   Resultirende  nicht    tensatz  für 
mehr  in  der  oben   dargelegten   Weise  erhalten.    Es  soll  ^^^^J^^^ 
jetzt  die  Resultirende  zweier   paralleler   Kräfte  abgeleitet 
und  zugleich  der  Momentensatz  für  diesen  Fall  bewiesen 
werden. 


r,^ 


Kräfte, 


Fig.  147. 

Es  seien  P  und  Q  in  der  Figur  147  die  beiden  pa- 
rallelen Kräfte,  O  der  Pol  der  Momente.  Man  nimmt 
auf  einer  Geraden  AB^  welche  die  Kräfte  schneidet,  zwei 
entgegengesetzt  gerichtete,  gleich  grosse  Kräfte  K  und 
{K)  an,  welche  übrigens  beliebig  sein  können.  Dadurch 
wird  das  ursprüngliche  System  der  Kräfte  P  und  Q  nicht 
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verändert.  Es  werden  jetzt  P  mit  /Czu  einer  Resultirenden 
Ri  und  Q  mit  {K)  zu  einer  Resultirenden  R^  zusammen- 
gesetzt. Dann  sind  R^  und  ^2  zusammen  den  Kräften 
P  und  Q  äquivalent,  und  die  Resultirende  von  R^  und 
/?2  ist  also  identisch  mit  der  Resultirenden  von  P  und  Q^ 
Mit  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  P  und  Q  entge- 
gengesetzt gerichtet  und  gleich  gross  sind,  schneiden 
sich  /?!  und  R^  in  einem  Punkte  C  und  liefern  in  be- 
kannter Weise  eine  Resultirende  R  Bezeichnet  man  die 
mit  ihren  Vorzeichen  gerechneten  Abstände  des  Pols  O 
von  Pf  Qf  Rf  Rif  R2  und  K  bez.  mit  p,  q,  r,  /i,  Ag  und 
k,  so  findet  man  mit  Hülfe  des  für  zwei  sich  schneidende 
Kräfte  bewiesenen  Momentensatzes 

R^r^=.Pp-^KK 
R<ir^  =  Qq-Kk, 
Rr^R^r^^R^r^, 

und  durch  Addition  dieser  Gleichungen 

Rr=Pp-^Qq, 

Damit    ist    der    Momentensatz    auch    für  zwei    parallele 

Kräfte  bewiesen. 

Analytische         Die  beiden  parallelen  Kräfte  P  und  Q  haben  entwe- 

Zusammen-   der  dieselbe  Richtung  oder  sie  sind  entgegengesetzt  ge- 

zang    von  j.j^.j^jg^     jyj^j^  erhält  ihre   Resultirende  durch  Zusammen- 
zwei  paralle- 
len Kräften,  Setzung  der  nach  dem  Punkte  C  verschobenen  Kräfte  R^ 

und  /?2.  Denkt  man  sich  nun  R^  wieder  in  P  und  Kt 
R2  in  Q  und  (/Q  zerlegt,  so  heben  sich  K  und  (/Q  auf 
und  es  bleiben  P  und  Q  mit  dem  Angriffspunkte  C 
übrig.     Hieraus  geht  also  folgender  Satz  hervor: 

Die  Resultirende  von  zwei  parallelen,  in  demselben 
Sinne  gerichteten  Kräften  ist  gleich  ihrer  Summe  und  hat 
dieselbe  Richtung,  wie  die  Componenten;  die  Resultirende 
von  zwei  parallelen,  ungleich  grossen  Kräften  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  ist  gleich  ihrer  Differenz  und  hat  die 
Richtung  der  grösseren  Componente. 
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Einf acher  als  durch  die  Construction  in  der  Figur  147 
erhält  man  die  Lage  der  Resultirenden  direct  vermittelst 
des  Momentensatzes. 

Man  nehme  zuerst  an,  dass  die  beiden  Kräfte  P  und 
Q  denselben  Sinn  haben.  (Fig.  148).  Die  Resultirende 
R  muss  dann  zwischen  beiden  Kräf- 
ten liegen,  denn  anderenfalls  könnte 
die  Summe  der  Momente  in  Bezug 
auf  einen  auf  der  Resultirenden  lie- 
genden Pol  nicht  gleich  Null  sein. 
Bezeichnen  a  und  b  die  als  positiv  >L 
gerechneten  Abstände  der  Kraft  R 
von  den  Kräften  P  und  Q,  so  ist  in- 
folge der  eben  genannten  Bedingung 

Pa  =  Qb 
oder 

a  _Q 
b~P' 


1 


Fig.  148. 


(140) 


1 


0 


d.  h.  die  Resultirende  teilt  innerhalb  den  Abstand  zwischen 
den  beiden  parallelen  gleichgerichteten  Kräften  im  umge- 
kehrten Verhältnis  der  Kräfte. 

Wenn  die  beiden  parallelen 
Kräfte  entgegengesetzte  Richtun- 
gen haben  (Fig.  149),  so  findet 
man  ganz  in  derselben  Weise, 
dass  die  Resultirende  ausserhalb 
der  Kräfte  und  zwar  auf  der 
Seite  der  grösseren  Kraft  liegt 
und  den  Abstand  beider  Kräfte 
ausserhalb  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Kräfte  teilt. 

a_Q 
b~P' 

Die    Projection    der    Resultirenden    zweier  paralleler 
Kräfte   auf   eine   beliebige  Axe  in  der  Ebene  der  Kräfte 


^R 


Fig.  149. 


I 
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ist  gleich    der   algebraischen    Summe    der    Projectionen 
beider  Componenten. 
Graphische        Die  Resultirende  kann  auch  graphisch  erhalten  werden. 
Zusammen-  Ihre   Grösse  ergiebt  sich    unmittelbar,   wenn   man  gra- 
setzung  von  phisch  die  Summe,  bez.  die  Differenz  der  beiden  gegebe- 
^Un  Krmen    "^"  Kräfte  nimmt;  die  Lage  findet  man  durch  eine  ein- 
fache  geometrische  Teilung  des  Abstandes   der  beiden 
Kräfte  innerhalb  oder  ausserhalb  im  umgekehrten  Ver- 
hältnis der  Kräfte  (siehe  Fig.  150  und  151). 


1 


.---^-'— 


rgy 


^:-^-^\ 


7t-P'Q       Q 


-^p 


Fig.  150. 


Fig.  151. 


Man  kann  die  Resultirende  der  beiden  parallelen 
Kräfte  auch  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Methode  zur 
graphischen  Zusammenzetzung  von  Kräften  in  einer  Ebene 
erhalten.  (§  56  unten). 
Kräftepaar  Wenn  die  Kräfte  P  und  Q  gleich  gross  und  entge- 
gengesetzt gerichtet  sind,  so  wird  ihre  Resultirende  gleich 
Null  und  liegt  in  unendlich  grossem  Abstände,  d.  h.  ein 
solches  System  besitzt  keine  Resultirende.  Es  heisst  ein 
Kräftepaar  und  muss  besonders  für  sich  behandelt 
werden  (§  59  unten). 


§  52. 

Analytische  Zusammensetzung  von  Kräften  in  einer  Ebene. 

Um  eine  beliebige  Zahl  in  derselben  Ebene  liegender 
Kräfte  Pi,  P^,..Pn  zusammenzusetzen,  kann  man  zuerst 
zwei  Kräfte  P^  und  P^  zu  einer  Resultirenden  R^^^  diese 
mit  einer  dritten  Kraft  P^  zu  der  Resultirenden  R^^^  u.  s.  w. 
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zusammensetzen,  bis  man  zuletzt  die  Resultirende 
R  =  R^^,.„  aller  n  Kräfte  erhält  (Fig.  152).  Bei  dieser 
graphischen   Construction   der   Resultirenden   sind  /i-l 


R 


successive  Kräfteparallelogramme  zu  zeichnen.  Ein  abge- 
kürztes graphisches  Verfahren  wird  in  §  53  gegeben. 
Aus  der  vorhin  angedeuteten  Construction  ergiebt  sich, 
dass  die  Resultirende  ihre  Grösse  und  Richtung  beibe- 
hält, wenn  die  Kräfte  in  der  Ebene  in  beliebiger  Weise 
translatorisch  verschoben  werden.  Es  ändert  sich  nur  die 
Richtungslinie,  und  zwar  wird  sie  parallel  sich  selbst 
verschoben.  Zweckmässigerweise  bestimmt  man  zuerst 
die  Grösse  und  Richtung  der  Resultirenden  und  nachher 
die  Lage  derselben. 

Bevor  die  Lösung  dieser  Aufgabe  besprochen  wird,  Erweiterung 
soll  der  in  §  51  für  zwei  Kräfte  aufgestellte  Momenten-  des  Momen- 
satz  für  eine  beliebige  Anzahl  von   Kräften  in  derselben     ^^n^^^- 
Ebene   erweitert  werden.     Wenn  O  der   Pol   der   Mo- 
mente ist,  so  erhält  man 

17 
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^12  ri2  —  P\Pi-\-  P^P2t 

^123  ^128  ^^  ^12  ^12  H~  ^8  /^8  ^^ 
=  AA+^2/^2  +  ^8/'8 

und  zuletzt,  nachdem  alle  Kräfte  berücksichtigt  sind, 

(141)     Rr  =  P,p,+P^p^  +  ...  +  PnPn=^Pp), 

wo  für  die  Summe  der  Momente  die  abgekürzte  Bezeich- 
nung ^Pp)  gebraucht  ist.    Der  Momentensatz  ist  damit 
allgemein  bewiesen. 
Grösse  und        Handelt  es  sich  um  die  analytische  Zusammensetzung 
Richtung  der  ^q^    Kräften  in  der   Ebene,  so  erhält   man  zunächst  die 
Resultiren-    Q^ggg^   y^j    Richtung  der  Resultirenden  in  genau   der- 
selben Weise,  als  ob  die  Kräfte  nach  einem  gemeinsamen 
Angriffspunkte  verschoben  wären,  d.  h.  mit  Hülfe  zweier 
Projectionsgleichungen   für  zwei  zu  einander  senkrechte 
Axen.    Sind   aj,  og . .  a„  die   Winkel,   welche   die    Kräfte 
Pi, P^.,Pn  mit  der  positiven    Richtung   der  Jc-Axe   ein- 
schliessen,  so  ergiebt  sich  für  die  Componenten  der  Re- 
sultirenden R  auf  die  Axen 


(142) 


Rx=^Rcoscp=z  S{Pq.os  a), 
Ry^^Rs\n(p=i  2'(Psin  a). 


Die    Grösse    der    Resultirenden    findet    man    aus    der 
Gleichung 


(143)  R  =  i\SP  cos  af  +  (ZP  sin  a)^ 

Wenn  mit  q?  der  Winkel  zwischen  der  Resultirenden 
und  der  positiven  jc-Axe  bezeichnet  wird,  so  ist 

(144)  to^^^(^_.^il«). 
^^^^^  ^^^       2'(Pcosa) 

Lage  der  Re-       Um  die  Lage  der  Resultirenden  zu  bestimmen,  wird 
sultirenden,   der   Momentensatz   benützt.     In    Bezug   auf    einen    Pol 
O  geben  die  Kräfte  /\, P^.,.Pn  bez.  die  statischen  Mo- 
mente PiPi,P2P2'"PnPnt  mit  dcr  algebraischen  Summe 
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P1P1  +  P2P2  +  ^''\-  PnPn  =  Wp). 

Nennt  man  r  den  Abstand   der  Resultirenden  R  vom 
Punkte  O,  so  ist  gemäss  dem  Momentensatze 

Rr=Z{Pp\ 

Da  ferner  R  aus  der  Gleichung  (143)  bekannt  ist,  findet 
man  den  Abstand  r: 

(.45)  .=  3j°Ö. 

Der  Abstand  r  erhält  dasselbe  Zeichen  wie   2{Pp)  und 
giebt  somit  die  Lage  der  Resultirenden  eindeutig  an.    Die 
Resultirende  ist  die  eine  der  mit  der  jc-Axe  den  Winkel 
(p  einschliessenden  Tangenten  eines  Kreises  vom  Radius 
r  um    O    als    Mittelpunkt 
(Fig.  153),  und  zwar  dieje- 
nige, welche  in  Bezug  auf 
O  ein  Moment  liefert,  des- 
sen  Vorzeichen    mit   dem- 
jenigen von  2(Pp)  überein- 
stimmt.   Bei  der  Construc- 
tion  der  Lage  von  R  braucht  ^.    ^^3 

man  also  nur  das  Stück  r 
aus  O  nach  der  richtigen  Seite  auf  einer  Senkrechten  zu 
der  Richtungslinie  von  R  abzutragen. 

§  53. 

Graphische  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  einer  Ebene 
mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  der  analytischen  Zusam- 
mensetzung bestimmt  man  zuerst  die  Grösse  und  Richtung 
und  dann  die  Lage  der  Resultirenden. 

Um  die   Grösse   und  Richtung  der  Resultirenden  zu   Kräflepoty- 
finden,  hat  man  sich  alle  Kräfte  nach  einem  gemeinsamen       ^''- 
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Seilpolygon. 


Angriffspunkte  verschoben  zu  denken,  was  wie  oben  ge- 
zeigt wurde,  nur  die  Lage  der  Resultirenden  beeinflusst. 
Die  Kräfte  werden  dann  mit  Hülfe  des  gewöhnlichen 
Kräfte polygons  (§37)  so  zusammengesetzt,  dass 
man  sie  unverändert  nach  einander  abträgt  (Fig.  154  /). 
Die  Strecke,  welche  den  Anfangspunkt  der  ersten  Kraft 
mit  dem  Endpunkte  der  letzten  Kraft  verbindet,  stellt  die 
Resultirende  der  Grösse  und  Richtung  nach  dar. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Resultirenden  wird  das 
sog.    Seilpolygon  benützt  (Fig.  154  //).    Man  ver- 

Z  IT, 


/    \  yf 


^ 


\ 


Fig.  154. 

längert  die^ Richtungslinien  der  Kräfte  /\  und  Pg  bis  zu 
ihrem  Schnittpunkte.  Durch  diesen  Punkt  geht  die  Re- 
sultirende  R^^  der  beiden  Kräfte.  Sie  ist  der  Grösse  und 
Richtung  nach  bekannt,  weil  sie  durch  die  Diagonale  12 
im  Kräftepolygon  dargestellt  wird.  Durch  den  genannten 
Schnittpunkt  wira  deshalb  eine  Parallele  12  zu  dieser 
Diagonale  gezogen.  Dann  werden  12  und  P^  verlängert, 
bis  sie  sich  schneiden.    Durch  den  Schnittpunkt  geht  die 
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Resultirende  R^c^  von  f^,  P^  und  P^,  sie  kann  dargestellt 
werden,  weil  ihre  Richtung  und  Grösse  durch  die  Dia- 
gonale 123  des  Kräftepolygons  gegeben  sind.  In  dieser 
Weise  construirt  man  nach  einander  die  Seiten  des  Seil- 
polygons, jede  Seite  desselben  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  vorhergehenden  Seite  mit  einer  Kraft  des  Systems 
und  ist  parallel  einer  bestimmten  Diagonale  im  Kräfte- 
polygon. Die  Seiten  des  Seilpolygons  sind  Pi,  12,  123 
u.  s.  w.,  auf  der  letzten  Seite  123.. /i  liegt  die  Resulti- 
rende sämtlicher  n  Kräfte.  Man  erhält  also  Grösse 
und  Richtung  der  Resultirenden  mit  Hülfe  des  Kräfte- 
polygons, die  Lage  derselben  mit  Hülfe  des  Seilpolygons. 

Die  Kräfte-  und  Seilpolygone  können  noch  zu  anderen  Resultirende 
Zwecken  benützt  werden,  z.  B.  auch  zu  der  Zusammenset-  ^"^  ^'^jf^ 
zung  einer  beliebigen  Anzahl  auf  einander  folgender  Kräfte.  ^^^     'VJ^^- 
Die  Resultirende  einer  gewissen  Anzahl  von   Kräften  P^ 
P^^P^  u-  s.  w.  wird  in  Bezug  auf  Grösse  und  Richtung 
durch  eine   Diagonale  des   Kräftepolygons,  in  Bezug  auf 
ihre   Lage   durch   die  entsprechende  Seite  des  Seilpoly- 
gons dargestellt.     Wie  man  leicht  erkennt,  gilt  der  Satz: 
Eine  Seite  des  Seilpolygons  giebt  die  Lage  der  Resulti- 
renden aller  vorhergehenden  Kräfte  an;   die  letzte  Seite 
enthält  die  Resultirende  des  ganzen  Systems. 

Wenn  P^  nicht  die  erste  der  betrachteten  auf  einan- 
der folgenden  Kräfte  ist,  welche  aus  dem  ganzen  Sy- 
steme herausgegriffen  und  besonders  für  sich  zusam- 
mengesetzt werden  sollen,  so  erhält  man  die  Grösse 
und  Richtung  der  Resultirenden  vermittelst  einer  Diago- 
nale des  Kräftepolygons,  die  nun  so  gewählt  wird,  dass 
sie  mit  den  betreffenden  Kräften  ein  geschlossenes  Poly- 
gon bildet  (Fig.  155  /).  Die  Lage  der  Resultirenden 
ergiebt  sich  aus  dem  Satze:  Durch  den  Schnittpunkt 
zweier  Seiten  des  Seilpolygons  geht  die  Resultirende  aller 
der  zwischen  ihnen  liegenden  Kräfte. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Kräfte  3,  4  und  5  in  der 
Figur  155  //  und   bezeichnet   ihre   Resultirende  mit  /?', 
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Fig.  155. 

die  Resultirende  des  ganzen  Systemes  mit  R,  so  kann  R 
als  Resultirende  von  Ri^  (der  Resultirenden  von  1  und  2) 
und  von  R!  aufgefasst  werden.    Die   Kraft  R  geht  also 
durch  den  Schnittpunkt  der  Seite  12  des  Seilpolygons,  auf 
welcher  R^^  liegt,  und  der  gesuchten  Resultirenden  R^ 
oder  umgekehrt  R!  durch  den   Schnittpunkt  der  Seiten 
12  und  Ä  =1:12345  im  Seilpolygon,  d.  h.  derjenigen  bei- 
den Seiten,  zwischen  welchen  die  Kräfte  3,  4  und  5  liegen. 
Dadurch  ist  aber  die   Lage  von  R!  völlig  bestimmt,  und 
zwar  in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  angeführten  Satze. 
Aügemeinere        Das  angegebene  Verfahren  zur  graphischen  Zusam- 
graphische    mensetzung  der  Kräfte  in  einer  Ebene  ist  nicht  mehr  an- 
s^un^o     ^^"^^^^»  wenn  eine  der  Diagonalen  des  Kräftepolygons 
Kräften  in  ei-  ^^^  ^^^  nachfolgenden   Seite   zusammenfällt.     Die   ent- 
ner  Ebene,    sprechende  Kraft  und  die   entsprechende  Seite  des  Seil- 
polygons sind  dann  parallel,  und  eine  Ecke  des  Seilpoly- 
gons liegt  unendlich  fern.    In  einem  solchen  Falle  könnte 
man  sich  vielleicht  dadurch  helfen,  dass  man  die  Reihen- 
folge der  Kräfte  ändern  würde;  die  Resultirende   würde 
dadurch  nicht  beeinflusst.    Es  ist  aber  zweckmässiger  ein 
allgemeineres  graphisches  Verfahren  anzuwenden,  das  im 
folgenden  beschrieben  werden  soll. 
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Die  gegebenen  Kräfte  seien  1,  2,  3  und  4  (Fig.  156). 
Sie  werden  zuerst  zu  einem  Kräftepolygon  zusammen- 
gesetzt, welches  in  bekannter  Weise  die  Grösse  und 
Richtung  der  Resultirenden  liefert  Dann  wird  eine  be- 
liebige (für  die  Zeichnung  passende)  Hülfskraft  0 
gewählt,  welche  als  erste  Seite  des  Kräfte-  und  des  Seil- 
polygons angenommen  wird. 


R)^ 


Fig.  156. 


Man  zeichnet  dann  wie  früher  die  Resultirende  der 
Kräfte  0,  1,  2,  3  und  4.  Sie  wird  durch  die  Linien  01234 
im  Kräfte-  und  im  Seilpolygon  dargestellt.  Nach  einem 
Satze  auf  p.  261  geht  die  Resultirende  R  von  1,  2,  3  und 
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4  durch  den  Schnittpunkt  der  die  Kräfte  einschliessen- 
den  Seilpolygonseiten  0  und  01234,  welche  die  ausser- 
sten  Seiten  des  Seilpolygons  heissen.  Die 
Resultirende  ist  damit  völlig  bestimmt. 

Der  Anfangspunkt  O  der  Hülfskraft  im  Kräftepolygon 
heisst  Pol  des  Kräftepolygons.  Die  von  ihm 
ausgehenden  Geraden  0,  Ol . .  01234  werden  P  o  1  s  t  r  a  h- 
len  genannt. 

Satz:  Die  Resultirende  der  gegebenen  Kräfte  geht  durch 
den  Schnittpunkt  der  äussersten  Seiten  des  allgemeinen 
Seilpolygons. 

§  54. 
Eigenschaften  der  Kräfte-  und  Seilpolygone« 

Beziehungen        Eine  Kraft  (Seite  oder  Diagonale)  im  Kräftepolygon 

zwischen     bildet  mit  zwei  Polstrahlen  ein  Dreieck;  im  Seilpolygon 

^ft^  xwrf  g^f^f  dieselbe  Kraft  durch  den  Schnittpunkt  der  entsprechen- 

'  den  Seiten.    Die  Resultirende  bildet  für  sich  ein  Dreieck 

mit  den  äussersten   Polstrahlen  des   Kräftepolygons  und 

geht  durch  den  Schnittpunkt  der  äussersten  Seiten  des 

Seilpolygons. 

Eine  Seite  des  Seilpolygons  bildet  mit  zwei  Richtungs- 
linien  von  Kräften  ein  Dreieck;  die  entsprechenden  Linien 
des  Kräftepolygons  gehen  durch  denselben  Punkt. 

Beim    Kräftepolygon   sind   zwei    Fälle   möglich:   das 

Kräftepolygon  ist  entweder  offen  oder  geschlossen. 

Offenes  Das  Kräftepolygon  heisst  offen,  falls  der  Endpunkt  der 

Kräfiepoiy-    letzten   Kraft   nicht   mit  dem   Anfangspunkte   der  ersten 

^^'        Kraft  zusammenfällt.     In   diesem   Falle   hat   das  System 

der  Kräfte  in  der  Ebene  immer  eine  Resultirende. 

Das  Kräftepolygon  heisst  dagegen  geschlossen,  falls 
der  Endpunkt  der  letzten  Kraft  mit  dem  Anfangspunkte 
der  ersten  Kraft  zusammenfällt.  Dabei  fallen  auch  die 
beiden  äussersten  Polstrahlen  mit  einander  zusammen, 
und  die   Resultirende  ist  gleich   Null.    Die  beiden  aus- 
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sersten  Seiten  des  Seilpolygons  sind  entweder  einan- 
der parallel  oder  fallen  zusammen.  In  dem  ersteren  Falle 
heisst  das  Seilpolygon  offen,  in  dem  letzteren  Falle  ge- 
schlossen. 

Wenn  das  Kräftepolygon  geschlossen,  das  Seilpolygon   Geschlossen 
aber  offen  ist,  so   erhält   man   eine   Resultirende  Null  in    nes  Kräfte- 
unendlich    grosser   Entfernung.      Eine   solche    Kraft    xäiP^^ysoni^e- 
aber  mit   einem    Kräftepaare   gleichbedeutend.     In    der  ^^  t^n^' 
Figur   157  ist  die   Kraft  01234  die   nach   dem   in  §  53 
zuerst  entwickelten  specielleren  Verfahren  erhaltene  Resul- 
tirende der  Hülfskraft  0  und  der  gegebenen  Kräfte  1,  2, 
3  und  4.     Fügt   man   jetzt   auf  der   Richtungslinie   der 


gon. 


I. 


H. 


Fig.  157. 

Kraft  0  die  gleich  grosse,  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Kraft  (0)  hinzu,  so  wird  die  Kraft  0  aufgehoben;  und 
man  findet,  dass  das  System  der  gegebenen  Kräfte  1,  2, 
3  und  4  den  beiden  Kräften  (0)  und  01234,  d.  h.  einem 
Kräftepaare  äquivalent  ist. 

Wenn  schliesslich  sowohl  das  Kräftepolygon  als  das  Kräfte-  und 
Seilpolygon  geschlossen  ist,  so  wird  eine  Resultirende  Null   Seüpolygon 
auf  einer  bestimmten  Richtungslinie  erhalten,  d.  h.  die  S^^l^^^^- 
gegebenen  Kräfte  heben  sich  auf  oder  bilden  ein  System  im 
Oleichgewicht.     Graphisch   nehmen   also   die   Qleichge- 
wichtsbedingungen  eines  Systems  von  Kräften  in  der  Ebene 
eine  sehr  einfache  Form  an.    Die  analytischen  Oleichge- 
wichtsbedingungen  werden  in  §  61  weiter  unten  abgeleitet.  ' 
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Mehrere  zu        Der   Pol   des   Kräftepolygons   kann  beliebig  gewählt 

demselben    werden,  dasselbe  gilt  von  der  Lage  der  ersten  Seite  des 

w^^tvi^  Seilpolygons.    Zwei  oder  mehrere  Seil-  und  Kräftepoly- 

Kräfte-  and  g^ne,  welche  zu  demselben  Kräftesysteme  gehören,  haben 

SeUpolygone.  beachtenswerte    Eigenschaften,  unter  welchen   eine  hier 

hervorgehoben  werden  soll. 

I. 


/if/..* 


^v.ju^-"- 


Fig.  158. 


Statik  der  starren  Körper,  267 

Für  zwei  Kräftepolygone  mit  den  Polen  O  und  O' 
und  die  beiden  entsprechenden  Seilpolygone  gilt  der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  beider  Seilpo- 
lygone  liegen  auf  einer  Oeraden,  welche  parallel  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Pole  O  und  O'  der  Kräftepoly- 
gone ist. 

Zum  Beweise  des  Satzes  soll  00'  (Fig.  158)  als  eine 
Kraft  betrachtet  und  mit  q  bezeichnet  werden.  Sie  ist 
die  Resultirende  der  Hülfskraft  0  und  der  entgegengesetzt 
genommenen  Kraft  (0')  und'  liegt  auf  der  durch  den 
Schnittpunkt  M  der  beiden  ersten  Seilpolygonseiten  0 
und  0'  gezogenen  Parallelen  zu  00'.  Es  kann  aber  q 
auch  als  Resultirende  von  Ol  und  (O'l)  aufgefasst  werden, 
denn  Ol  und  (O'l)  stellen  zusammen  die  vier  Kräfte 

0,1,(00  und  (1) 

dar,  unter  welchen  1  und  (1)  sich  aufheben.  Die  Kräfte 
Ol  und  (O'l)  liegen  auf  entsprechenden  Seiten  beider 
Seilpolygone;  weil  sie  q  zur  Resultirenden  haben,  so 
müssen  sie  sich  auf  der  Richtungslinie  von  q  schneiden. 
In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren.  Die  beiden 
Kräfte  012  und  (O'l 2)  ersetzen  sechs  Kräfte 

0,1,2,(0^(1)  und  (2), 

von  welchen  jedoch  vier  verschwinden,  so  dass  nur 
0  und  (0')  mit  der  Resultirenden  q  übrig  bleiben.  Die 
Seilpolygonseiten  012  und  0'12  schneiden  sich  also  auch 
auf  der  Geraden  q  u.  s.  w. 

Derselbe  Satz  kann  etwas  allgemeiner  so  formulirt 
werden : 

Wenn  der  Pol  sich  längs  einer  Geraden  L  bewegt  und 
die  erste  Seite  des  sich  verändernden  Seilpolygons  durch 
einen  festen  Punkt  M  gefuhrt  wird,  so  drehen  sich  auch 
die  übrigen  Seilpolygonseiten  um  feste  Punkte,  welche  auf 
einer  durch  M  gezogenen  Parallelen  zu  L  liegen. 
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§  55. 

Besondere  Anwendangen  des  Momentensatzes  u.  a. 

Analytischer        1)   Mit   Hülfe   des  Momentensatzes  erhält  man  einen 

Ausdruck  ei-  einfachen   analytischen  Ausdruck  des  statischen  Momen- 

ner  Momen-  ^^g  ^jj^^j.  j^,.^fj.  j„  Bezug  auf  einen  Punkt.    Es  seien  x  und 

tensumme.  ^  ^j^  Coordinaten  des  An- 

\y  griffspunktes  A   in  Bezug 

Y  _ P  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 

t^^,,.^-^''''''''^;  dinatensystem    (Fig.    159), 

-'^^  ^  J^o  und  j^o  d>^  Coordinaten 

des  Pols  O  der  Momente 
und  X  und  Y  die  Com- 

j^    ponenten  der  Kraft  P  pa- 

Fig.  159.  rallel  den   beiden  Coordi- 

natenaxen.  Das  statische 
Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  O  ist  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  statischen  Momente  ihrer  beiden 
Componenten  X  und  Y]  man  erhält  somit  die  folgende 
Formel: 

(Uti)M=Pp=(y-^yo)X-(x-^x^)Y=yX^xY--(y^--^x^Y). 

Wenn  der  Pol  mit  dem   Coordinatenanfangspunkte  zu- 
sammenfällt, so  ist 

(147)  M  =  Pp=yX~  xY, 

ein  oft  wiederkehrender  Ausdruck. 
Für  eine  Anzahl  von  Kräften 

/\  P2      Pn 

mit  den  Comp.  Xj,  Y^  X^,  Y^ Xn^  Yn 

und  den  Coord.   x^,y^    x^.y^  ....  Xn.yn 

der  Angriffspunkte  ist  die  Summe  der  Momente  in  Bezug 
auf  den  Pol  jcq,  Jo 

(148)  2{Pp)  =  l(y  -y,)X-I(x  -  X,)  Y 
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und  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt 


<149) 


i:(yX  —  xY). 


2)  Die  Summe  der  Momente  einer  Anzahl  von  Kräften  Graphischer 
in  der  Ebene  in  Bezug  auf  einen  Punkt  kann  auch  gra-  ^«^^^^  ^'- 
phisch  sehr  leicht  bestimmt  werden.  '^tens^mZ'^' 

In  der  Figur  160  ist  C  der  Pol  der  Momente;  die 
Resultirende  R  ist  in  gewöhnlicher  Weise  mit  Hülfe  des 
Kräfte-  und  Seilpolygons  construirt  worden.  Man  kann 
jetzt  den  Abstand  r  des  Pols  C  von  der  Resultirenden  R 
in  der  Figur  messen;  es  ist  dann  nach  dem  Momenten- 


I. 


K 


Fig.  160. 

satze  das  Product  Rr  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens 
von  r  gleich  der  gesuchten  Momentensumme.  Statt  Rr 
wird  aber  besser  ein  anderes  Product  gewählt.  Man 
verlängert  die  beiden  äussersten  Seiten  des  Seilpolygons 
und  zieht  eine  Parallele  der  Resultirenden  R  durch  den 
Pol  C  Auf  dieser  Parallelen  wird  von  den  äussersten 
Seilpolygonseiten  ein  Stück  abgeschnitten,  dessen  Länge 
mit  y  bezeichnet  werde.  Im  Kräftepolygon  fällt  man  vom 
Pole  O  eine  Senkrechte  H  auf  die  Resultirende  R  Die- 
ser Abstand  H  des  Punktes  O  von   R  heisst  die   Pol- 
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weite.    Die  beiden  schraffirten  Dreiecke  der  Figur  sind 
ähnlich  und  ergeben 


oder 
(150) 


Zerlegung  ei- 
ner Kraft 
nach  drei 
Richtungsli- 
nien. Methode 
von  Ritter, 


y     r 
Rr=Hy. 


Hieraus  folgt  der  Satz:  Die  Summe  der  statischen  Mo- 
mente einer  Anzahl  von  Kräften  in  einer  Ebene  in  Bezug 
auf  einen  Pol  C  der  Ebene  ist  gleich  dem  Producte  aus 
der  Polweite  des  Kräftepolygons  in  diejenige  Strecke,  wel- 
che die  äussersten  Seilpolygonseiten  auf  einer  durch  den 
Pol  C  gezogenen  Parallelen  zur  Resultirenden  der  Kräfte 
abschneiden. 

Die  Polweite  H  wird  wie  alle  Strecken  des  Kräfte- 
polygons als  eine  Kraft  angesehen  und  im  Kräftemass- 
stabe gemessen;  die  Strecke  y  ist  eine  Länge,  welche  als 
mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  versehen  betrachtet 
werden  muss. 

3)  Analytische  Zerlegung  einer  Kraft  nach  drei  Rich- 
tungslinien einer  Ebene. 

Die  gegebene  Kraft  sei  S;  ihre  Componenten  nach 
den  drei  gegebenen  Richtungslinien  seien  mit  P,  Q  und 
R  bezeichnet   (Fig.  161).    Diese   Richtungslinien   bilden 

ein  Dreieck  ABC^  des- 
sen Ecken  die  Ab- 
stände fl,  b  und  rvon 
S  haben,  und  in  wel- 
chem die  Höhen  /?,  q 
und  r  sind.  Wählt 
man  jetzt  die  Ecke  A 
als  Pol,  so  muss  nach 
dem  Momentensatze 
das  Moment  von  S  in 
Bezug    auf  A    gleich 
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der  Summe  der  Momente  der  drei  gesuchten  Compo- 
nenten  P,  Q  und  R  sein.  Aber  die  Momente  von  Q 
und  R  sind  gleich  Null,  weil  die  Kräfte  durch  den  Pol 
gehen.  In  der  aufzustellenden  Gleichung  ist  deshalb  P 
die  einzige  Unbekannte.    Die  Gleichung  ist 

Sa  =  Pp 

und  liefert  den  Wert  von  P,  Nimmt  man  ebenso  nach 
einander  B  und  C  als  Pole  der  Momente,  so  folgt  das 
System  der  Werte 

P—-S 

(151)  (3  =  *S, 

R  =  yS. 

Das  Verfahren  den  Pol  in  den  Schnittpunkt  zweier 
Kraftrichtungen  zu  verlegen,  wird  nach  A.  Ritter 
benannt,  der  demselben  eine  ausgedehnte  Anwendung 
bei  der  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Stäben  eines 
Fachwerkes  gegeben  hat. 

Ersetzt  man  S  durch  die  entgegengesetzte  Kraft  (S), 
so  bilden  die  vier  in  derselben  Ebene  liegenden  Kräfte 
P,  Qf  R  und  (5)  ein  System  im  Gleichgewicht.  Das 
benützte  Verfahren  zeigt  ohne  jede  Berechnung,  welcher 
Sinn  jeder  der  Componenten  von  5  zukommt.  Das  Mo- 
ment der  Componente  in  Bezug  auf  den  gewählten  Mo- 
mentenpol muss  dasselbe  Zeichen  haben  wie  das  Moment 
der  Resultirenden,  woraus  die  Drehungsrichtung  um  den 
Pol  sich  unmittelbar  ergiebt. 

4)  Das  Problem  der  Zerlegimg  einer  Kraft  nach  drei  Zeriegung  ei- 
Richtungslinien  wird  in  einer  eleganten  Form  graphisch  ^.  ^/^  ^"^ 
von  C  u  1  m  a  n  n  gelöst  (Fig.  162).  j;^^^^  3 

Die  Kraft  5  wird  zuerst  nach  einer  der  Kraftrichtun-  culmann. 
gen,  z.  B.  derjenigen  von  P,  und  nach  der  Geraden  zer- 
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legt,  welche 
den  Schnitt- 
punkt von  P 
und  S  mit  dem 
Schnittpunkte 
von  Q  und  R 
verbindet.  Die 
letztere  Com- 
ponente  werde 
L  genannt.  Die 

Zerlegung 
wird    vermit- 
telst eines 

Kräftedreieckes  ausgeführt  Über  der  Seite  L  dieses  Kräfte- 
dreieckes wird  ein  anderes  Dreieck  gezeichnet,  durch 
welches  die  Kraft  L,  die  durch  den  Schnittpunkt  der 
Kräfte  Q  und  R  geht  und  ihre  Resultirende  ist,  in  Q 
und  R  zerlegt  wird.  Die  beiden  Figuren  /  und  //  stellen 
ein  vollständiges  Kräfte-  und  Seilpolygon  dar,  wie  die 
Zifferbezeichnungen  der  Figuren  näher  zeigen. 


Fig.  163. 

Man  erhält  besondere  Fälle,  wenn  die  Kraft  5  durch 
den  Schnittpunkt  zweier  Richtungslinien  geht:  die  dritte 
Componente  ist  dann  gleich  Null;  oder  wenn  die  drei 
Richtungslinien  durch  denselben  Punkt  gehen:  die  Com- 
ponenten  werden  in  diesem  Falle  unendlich  gross,  und 
die  Zerlegung  ist  nicht  möglich.    Würde  auch  die  Re- 
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sultirende  S  durch  denselben  Punkt  gehen,  so  könnte 
eine  von  den  Componenten  beliebig  gewählt  werden; 
die  Zerlegung  wäre  somit  unbestimmt. 


§  56. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  parallelen  Kräften 
in  einer  Ebene. 

In  §  51  sind  zwei  parallele  Kräfte,  welche  kein  Kräfte-  Zwei  paral- 
paar  bilden,  analytisch  zusammengesetzt  worden.  Die  ^^^  Kräfte. 
Resultirende  ist  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz 
der  Kräfte,  je  nachdem  die  Kräfte  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind;  sie  ist  ferner  parallel  den  Kräften 
und  teilt  ihren  Abstand  inner-  oder  ausserhalb  im  umge- 
kehrten Verhältnis  der  Kräfte. 

Zu  denselben  Resultaten  kommt  man  bei  der  gra- 
phischen Zusammensetzung  zweier  paralleler  Kräfte  mit 
Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  (Figuren  164  u.  165). 
Um^z.  B.  die  Lage  der  Resultirenden  zweier  im  gleichen 
Sinne  gerichteter  paralleler  Kräfte  (Fig.  164)  zu  bestim- 
men, beachte  man,  dass  die  Dreiecke  mit  den  Seiten  0, 

üT  1 


^"Ofi 


\ 


^R 


P.^( 


P. 


<^x 


o 


Fig.  164. 


Ol  und  Pi  sowie  Ol,  012  und  P^  im  Kräftepolygon  bez. 
den  Dreiecken  mit  den  Seiten  0,  Ol  und  y  sowie  Ol,  012 
und  y  im  Seilpolygon  ähnlich  sind.    Daraus  ergiebt  sich 

18 
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P,^ ■ 


P. 


--iiit'y' 
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a, 


R^y 


-^P. 


.-*. 


Fig.  165. 


und  die  bekannte  Relation 


Ä      öl' 

Beliebig  viele  Beliebig  viele  parallele  Kräfte  werden  in  gewöhnlicher 
Kräfte.  Ora-  Weise  mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  zusamnjen- 
phisehe  Zu-   gesetzt  (Fig.  166).    Im   Kräftepolygon   werden   sämtliche 


sammen- 
säzung. 


n 


0  '-' 


"t 
i 


I 
..V.    I 


.A 

1 
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p. 
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Fig.  166. 


I 


Kräfte  auf  derselben  Geraden  abgetragen,  welche  die 
Kraftlinie  heisst.  Der  Pol  des  Kräftepolygons  muss 
natürlich  immer  ausserhalb  der  Kraftlinie  gewählt  werden. 
Der  Grösse  nach   ist  die   Resultirende  gleich  der  alge- 
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braischen  Summe  der  parallelen  Kräfte.  Die  Lage  der 
Resultirenden  wird  aus  dem  Seilpolygon  erhalten;  sie 
geht  durch  den  Schnittpunkt  der  äussersten  Seiten. 

Construirt  man  zu  einem  System  paralleler  Kräfte 
zwei  Seilpolygone  (Fig.  167),  so  schneiden  sich  gemäss 
dem  Satze  auf  p.  267  die  entsprechenden  Seiten  beider 
Seilpolygone  in  Punkten  einer  Geraden,  welche  parallel 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  ist.  Die  Verbin- 
dungslinie zweier  sich  entsprechender  Eckpunkte  der  bei- 
den Seilpolygone  ist  parallel  einer  festen  Richtung,  der 
Richtung  der  parallelen  Kräfte.    Die  beiden  Figuren  mit 


Affinität. 


H'' 


\ 


. T- 


o'nx  - 


!| 

Y 
R 


Fig.  167. 


diesen  geometrischen  Eigenschaften  heissen  affin;  die 
Gerade,  auf  welcher  die  Schnittpunkte  der  Seiten  liegen, 
ist  die  sog.  Affinitätsaxe,  und  die  Richtung  der 
parallelen  Kräfte  heisst  Affinitätsrichtung.  Man 
kann  bei  manchen  Aufgaben  über  parallele  Kräfte  von  die- 
sen Affinitätseigenschaften  Gebrauch  machen.  (Siehe  §  58). 
Die  ResuUirende  paralleler  Kräfte  erhält  man  analytisch 
der  Grösse  und  Richtung  nach  mit  Hülfe  der  Pro- 
jectionssummen  auf  zwei  Axen,  der  Lage  nach  durch  den 
Momentensatz. 


Analytische 
Zusammen- 
setzung. 
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Y  Es  seien  /\,  P^^Pn 

/\:         j  die     gegebenen     Kräfte 

/  /    !  ^  ■ /.      ^^^      sei  der  Winkel,  den  sie 

/.f...        /"J        /:"'     y  mit  der  positiven   Jc-Axe 

_  "l*^! /— i / -^    einschliessen.  Ambesten 

/       j  /  rechnet  man  nur  mit  ei- 

/         j  ^/y  nem  Winkel  a  und  zählt 

^         '  '  '^  die  Kraft  Pi  positiv  oder 

Pig  153  negativ,  je  nachdem  sie 

die  Richtung  a  oder  die 
Richtung  7i-\-a  besitzt.  Für  die  Projectionssummen  er- 
hält man  dann 

2{P  cos  a)  =  COS  a  .  HP, 
2(P  sin  a)  z=  sin  a .  2P] 

für  die  Grösse  der  Resultirenden  ergiebt  sich 


(152)  R  =  i  cos^  a  .  {ZPf  +  sin2  a  (SPf  =  ZP. 

Die  Resultirende  ist  also  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  parallelen  Kräfte.  Femer  ergiebt  sich,  wenn 
<p  den  Winkel  der  Resultirenden  mit  der  jc-Axe  bezeichnet, 

sin  a,SP     ^ 

(153)  ip  =  a. 

Die  Resultirende  ist  also  parallel  den  gegebenen  Kräften. 
Nennt  man  p  den  Abstand  einer  Kraft  P  von  einem  be- 
liebig gewählten  Momentenpole,  r  den  Abstand  der  Re- 
sultirenden von  demselben  Pole,  so  ist  nach  dem  Momen- 
tensatze 

Rr=I(Ppy 

Man  findet  also 

(154)  ^_^m-Wp) 
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Die  Lage  der  Resultirenden  kann  auch  durch  Berech-  Mittelpunkt 
nung   der  Coordinaten  eines   bemerkenswerten    Punktes    paraMer 
derselben,  des  sog.  Mittelpunktes  der  paralle-      Kräfte. 
len  Kräfte  bestimmt  werden. 

Nach  der  Formel  (147)  ist  der  analytische  Ausdruck 
für  das  statische  Moment  der  Kraft  P,  mit  den  Compo- 
nenten  X  und  Y  parallel  zwei  auf  einander  senkrechten 
Coordinatenaxen,  und  dem  Angriffspunkte  mit  den  Coor- 
dinaten X  und  y^  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystems 

Pp=zyX  —  xy, 

Setzt  man 

X=:Pcosa,   K=Psina 

und  bildet  die  Summe  der  Momente  aller  parallelen 
Kräfte,  so  folgt 

1(Pp)  =  cos  a  .  ^(Pj;)  —  sin  a  .  l{px\ 

Bezeichnet  man  ferner  mit  |  und  17  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Resultirenden,  so  ist  deren  Moment 

Rr^^r\  cos a 2P—  S sin  a SP, 

Der  Momentensatz  ergiebt  alsdann 

^  cos  a  2*^—  I  sin  a  2P=  cos  a  i:{Py)  —  sin  a  2{Px) 

oder 

055)     cosa(,-^|/J)-stoa(|-3^))  =  0. 

Wenn  f  und  y}  als  laufende  Coordinaten  eines  Punktes 
aufgefasst  werden,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Gerade, 
und  zwar  die  Richtungslinie  der  Resultirenden  dar.  Der 
Gleichung  (155)  genügen  die  Werte 

(156)  f___^^___. 
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welche  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  parallelen 
Kräfte  sind. 

Da  der  Gleichung  (155)  die  Werte  (156)  für  jeden 
Wert  von  «  genügen,  so  folgt,  dass  die  Resiätirende 
sämüicher  Kräfte  sich  um  den  Mittelpunkt  dreht,  wenn 
die  Kräfte  sich  um  ihre  Angriffspunkte  derart  drehen,  dass 
sie  einander  parallel  bleiben. 

Wenn   die  Kräfte   Schwerkräfte   sind,  so  heisst 

ihr    Mittelpunkt    Schwerpunkt      Die    Lehre    vom 

Schwerpunkte  findet  sich  im  siebenten  Abschnitt. 

Zerlegung  ei-       Das  Problem  der  Zerlegung  einer  Kraft  oder  eines 

ner  Kraft  in  Systems  von   parallelen    Kräften   in   zwei   Componenten 

zwei  ihr     ^^^y^    Richtungslinien,    welche    parallel    den    gegebenen 

^^'^^  ^^^    Kräften  sind,  ist  die  Umkehrung  des  zuletzt  behandelten 

ten. 


Problemes  der  Zusammensetzung. 


1)  analytisch. 


^' 


2 


•«,-  -N 


Fig.  169. 


Es    seien    P  eine   gegebene 

Kraft   (Fig.  169),  1    und   2  zwei 

zu  ihr  parallele  Richtungslinien, 

zwischen  welchen  P  liegt,  in  dem 

B  Abstände  Oi  von  1  und  Og  von 

2.    Man  sucht  die  beiden  Com- 

f     ponenten    Pi    nach    1    und   P^ 

'  nach    2.      Dazu    hat    man    die 

Gleichungen 


P,  +  P^  =  P, 
Pi     fli 


Durch  Auflösung  findet  man 


(157) 


P,  =  -^P, 

öi  +  öa 


p,=-A'-p 


01  +  02 
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Zu  dieser  Berechnung  kann  auch  der  Momentensatz  an- 
gewandt werden.  Wählt  man  einen  Punkt  A  auf  der 
Linie  1  als  Pol,  so  folgt 


ähnlich  erhält  man  /\.  Die  Com- 
ponenten  /\  und  P^  haben  beide 
dieselbe  Richtung  wie  P. 

Wenn  dagegen  die  Richtungs- 
linien 1  und  2  auf  derselben  Seite 
von  P  liegen,  so  erhalten  die  Com- 
ponenten  entgegengesetzte  Rich- 
tungen (Fig.  170).  Es  ergeben  sich 
dann  die  Gleichungen 

P,_q^ 
P2~a, 


<^,  -> 


} 


2 


Fig,  170. 


Daraus  findet  man 


(158) 


«2  —  01 


P^  =  --^-P 

Der  Momentensatz  führt  zu  denselben  Ergebnissen. 

Bei  der  graphischen  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  2)  graphisch. 
ihr  parallele  Componenten  werden  die  Kräfte-  und 
Seilpolygone  benützt  (Figuren  171  u.  172).  Man  wählt 
den  Pol  O  beliebig,  trägt  P  auf  einer  Kraftlinie  ab  und 
zieht  die  äussersten  Polstrahlen  0  und  012  sowie  zwei 
ihnen  parallele  Seilpolygonseiten,  welche  sich  auf  der 
Richtungslinie  von  P  schneiden.  Die  mittlere  Seilpoly- 
gonseite Ol  wird  dann  als  die  Verbindungslinie  zwischen 
dem  Schnittpunkte  der  Seilpolygonseite  0  mit  der  Rich- 
tungslinie  der  Componente   /\  und   dem   Schnittpunkte 
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U 


P 

Fig.  171. 

der  Seilpolygonseite  012  mit  der  Richtungslinie  der  Com- 
ponente  Pq  construirt.  Der  parallel  dieser  Seilpolygon- 
seite gezogene  Polstrahl  Ol  des  Kräftepolygons  teilt  die 
Kraft  P  in  die  beiden  Componenten  P^  und  P^ 

I  E 


..  o 


6^ 


kB 


Fig.  172. 

In  den  beiden  vorhin  behandelten  Fällen  kann  die 
Construction  so  angeordnet  werden,  dass  die  Kräfte-  und 
Seilpolygone  teilweise  zusammenfallen.  Der  Pol  wird 
auf  der  einen  Componente  gewählt  und  die  Kraft  P  auf 
die  andere  Componente  projicirt  (Figuren   173  u.   174). 
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Fig.  173. 
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Fig.  174. 
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reacthnetu 


Nimmt   man   statt  der  beiden   Componenten  /\  und    Bdastäer 
P2  einer  Kraft  P  die  entgegengesetzten   Kräfte   (P^  und  Balken,  Auf- 
(^2)1  so  bilden  P,  (/\)  und  {P^  ein  Qleichgewichtssystem.       ^**^' 
Dieser  Fall  kommt   bei  einem   belasteten,  gewichtslos  zu 
denkenden  Balken  vor,  welcher  zwei  in  derselben  Hori- 
zontalebene liegende  Stützen   hat  und  in  einem    Punkte 
belastet  ist   (Fig.  175  u.  176).     Es   werde  noch  voraus- 
gesetzt, die  Auflager  seien  so  construirt,  dass  die  in  ihnen 
entstehenden    sog.   Auflagerreactionen    (kürzer 
nur    Reactionen)    vertical    sind.      Es    besteht    dann 
Gleichgewicht  zwischen  der  Belastung  P  und  den  beiden 
Auflagerreactionen  A  und  Ä,  welche  entgegengesetzt  zu 


yrP 


^^^^^^^^^^^^^^w^ 


\B 


'^^^^^^^^^^^^^m 


B 


yP 


Fig.  175. 


Fig.  176. 


den  beiden  Componenten  von  P  nach  ihren  Richtungs- 
linien sind,  und  somit  in  derselben  Weise  wie  die  Com- 
ponenten ermittelt  werden. 

Es  sollen  jetzt  die  verticalen  Auflagerreactionen  bei 
einem  in  mehreren  Punkten  belasteten  Balken  bestimmt 
werden  (Fig.  177). 

Es  seien 
Pi,  Pc,..Pn  die 
Belastungen,  A 
und  B  die  bei- 
den Reactionen. 
Analytisch  wer- 
den A  und  B 
mit  Hülfe  des 
Momentensatzes 
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berechnet  In  Bezug  auf  einen  Pol  auf  der  Verticalen 
durch  die  Stütze  A  muss  die  Reaction  B  ein  Moment 
liefern,  welches  entgegengesetzt  gleich  der  Summe  der 
Momente  aller  Belastungen  ist    Man'  findet  also 


ß/  =  P,fl,+/VZ2  +  ..  +  P„fl«  =  2'(Pfl) 


und 


B  = 


Z(Pa) 


l 


Ebenso  ergiebt  sich  mit  einem  auf  der  Verticalen  durch 
B  gewählten  Pole  die  Reaction  A 


A  = 


ZP{l—a) 


l 


Die  Ausdrücke  zeigen,  dass  jede  einzelne  Kraft  einen 
solchen  Beitrag  zu  den  Auflagerreactionen  liefert,  als  ob 
sie  allein  vorhanden  wäre. 


Fig.  178. 

Dieselben  Formeln  gelten  auch  für  einen  überhän- 
genden Balken  (Fig.  178);  nur  muss  man  die  Abstände 
a  nach  der  einen  (rechten)  Seite  von  der  Verticalen  durch 
A  positiv,  nach  der  andern  Seite  negativ  rechnen.  Somit 
ist  allgemein 
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(15Q) 


B--J-, 


A  = 


2P(l  —  a) 
l 


■f 


PI 


I 


VI-"' 


Fig.  180. 


284 


Driüer  Teil. 


Systems» 


Graphische  Graphisch  wird  ein  System  von  parallelen  Kräften  in 
Zerlegung  ei-  zwei   ihnen     parallele    Componenten    nach    gegebenen 

nes  Kräfte-  Richtungslinien  mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons 
zerlegt  (Fig.  179).  Zuerst  construirt  man  die  Resultirende 
der  Kräfte.  Bei  der  dann  folgenden  Zerlegung  dieser 
Resultirenden  verfährt  man  wie  auf  p.  279  angegeben  und 
bedient  sich  des  schon  vorhandenen  Seilpolygons,  dessen 
äusserste  Seiten  man  mit  den  äussersten  Seiten  des  Zerle- 
gungspolygons zusammenfallen  lässt  Die  mittlere  Seite 
dieses  Seilpolygons  ist  die  Verbindungsgerade  zwischen 
den  Schnittpunkten  je  einer  äussersten  Seilpolygonseite 
mit  der  Richtungslinie  der  entsprechenden  Componente 
und  heisst  Schlusslinie  oder  Schluss-seite  des 
ursprünglichen  Seilpolygons.  Eine  Parallele  der  Schluss- 
linie durch  den  Pol  des  Kräftepolygons  teilt  die  Kraft- 
linie in  die  beiden  gesuchten  Componenten.  Die  Figu- 
ren 180  zeigen  die  in  dieser  Weise  construirten  Auflager- 
reactionen  eines  in  mehreren  Punkten  belasteten  Balkens. 


§  57. 
Scherkraft  und  Biegungsmoment  am  belasteten  Balken. 

Scherkraft.  Man  betrachte  das  im  Oleichgewicht  sich  befindende 
Kräftesystem,  welches  von  den  in  der  gleichen  Ebene 
liegenden  Belastungen  eines  in  zwei  Punkten  unter- 
stützten Balkens  und  den  beiden  verticalen  Auflagerreac- 
tionen  in  den  Stützpunkten  gebildet  wird.  Ferner  nehme 
man  eine  zur  Ebene  der  Kräfte  senkrechte  Verticalebene 
an,  welche  den  Balken  schneidet,  und  suche  die  Resul- 
tirende der  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes,  z.  B.  der 
linken  Seite,  liegenden  Kräfte  einschliesslich  der  Auflager- 
reaction.  Diese  Resultirende  heisst  Scherkraft  des 
betrachteten  Schnittes;  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Schnitt  zwischen  zwei  Belastungsstellen  verschoben  wird. 
Wird  dagegen  eine  Belastungsstelle  überschritten,  so  an- 
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dert  sich  die  Scherkraft.  Alle  Kräfte  links  Von  einem 
Schnitte  halten  den  rechts  vom  Schnitte  liegenden  Kräften 
das  Oleichgewicht.  Würde  man  die  Scherkraft  als  die 
Resultirende  der  rechts  vom  Schnitte  befindlichen  Kräfte 
definiren,  so  erhielte  man  dieselbe  Grösse  und  Richtungs- 
Jinie,  aber  den  entgegengesetzten  Sinn. 

Die  Grösse  der  Scherkraft  in  einem  Schnitte  ist  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  links  vom  Schnitte  liegenden 


Q. 


/ 


Ermittelung 
der  Scher- 
kraft. 
I)  analytisch. 


P. 


J<*-  fr-  *- 


Fig.  181. 
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Belastungen  und  Reactionen.  Die  Lage  wird  analytisch 
durch  den  Momentensatz  bestimmt.  Zweckmässig  wählt 
man  oft  einen  Pol  auf  der  Verticalen  eines  Stützpunktes. 
Rechnet  man  wie  in  der  Figur  181  die  Scherkräfte  Qy 
und  (3i2  in  den  Schnitten  1  und  2  positiv  nach  oben^ 
negativ  nach  unten,  und  ihre  Abstände  q^  und  q^^  von 
der  Verticalen  durch  den  Stützpunkt  A  positiv  nach  rechts^ 
negativ  nach  links,  so  findet  man: 

1)  2) 

^^-~Ä=:7\'  1^^—a-p^^r; 

In  diese  Ausdrücke  muss  noch  der  Wert  der  Reaction 
A  eingesetzt  werden. 
2)  graphisch.  Graphisch  werden  die  Scherkräfte  mit  Hülfe  der  Kräfte-^ 
und  Seilpolygone  erhalten,  welche  bei  der  Construction 
der  Reactionen  benützt  wurden.  Eine  durch  den  Pol  des 
Kräftepolygons  geführte  Parallele  der  Schlusslinie  trifft 
die  Kraftlinie  in  einem  Punkte  5,  dessen  Abstände  von 
den  Endpunkten  der  Kräfte  die  Scherkräfte  sind.  Die 
Lage  einer  Scherkraft  ist  durch  folgende  Regel  bestimmt. 
Die  Scherkraft  in  einem  Schnitte  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Schlusslinie  und  derjenigen  Seite  des  Seilpoly- 
gons,  welche  vom  Schnitte  getroffen  wird.  Die  Richtigkeit 
dieser  Regel  folgt  daraus,  dass  die  Schlusslinie  und  die 
genannte  Seilpolygonseite  die  äussersten  Seiten  eines 
Seilpolygons  sind,  welche  zur  Construction  der  Scher- 
kraft als  Resultirende  sämtlicher  Kräfte  und  Reactionen 
links  vom  Schnitte  dient. 

Die  Scherkräfte  können  auch  als  Ordinalen  eines  Dia- 
gramms veranschaulicht  werden.  In  der  Figur  181,  IIF 
sind  die  positiven  Scherkräfte  von  einer  Horizontalen 
nach   oben,  die  negativen   nach   unten  abgetragen.    Bei 
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einem  in  einzelnen  Punkten  belasteten  Balken  hat  die  so 
erhaltene  Figur  eine  treppenförmige  Gestalt 

Die  Summe  der  statischen  Momente  paralleler  Kräfte    Momenten- 
in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Pol  in  ihrer  Ebene  kann  summe  paral- 
direct  berechnet  werden ;  noch  einfacher  wird  sie  erhalten,  ^^  Kräfte. 
wenn  die  Resultirende  der  Kräfte  benützt  wird.   Graphisch 
wird  die  Summe  der  statischen  Momente  nach  dem  auf 
p.  269  für  beliebige  Kräfte  angegebenen  Verfahren  ermit- 
telt.   Die   Strecke  y  ist  in   dem  jetzt  vorliegenden  Falle 
parallel    der    Richtung    der   Kräfte.     Man    erhält   daher 
den  Satz: 


T^ 


I  ^xiÄ^-Jr 


Fig.  182. 


Die  Summe  der  Momente  einer  Anzahl  von  parallelen 
Kräften,  welche  in  einer  Ebene  liegen,  in  Bezug  auf  einen 
Pol  in  der  Ebene,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Pol- 
weite  H  des  Kräftepolygons  und  der  Strecke  y,  welche  die 
äussersten  Seiten  des  Seilpolygons  auf  einer  Parallelen 
durch  den  Pol  zur  Kraftrichtung  abschneiden  (Fig.  182). 

In  derselben  Weise  wie  auf  p.  270  findet  man  aus 
den  schraffirten  ähnlichen  Dreiecken  der  Figur: 
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BiegungS" 
moment. 


und 


y' 


H 


Rr=Hy. 

Da  die  Polweite  H  unveränderlich  ist,  so  sind  sämt- 
liche statische  Momente  proportional  den  Strecken  y,  und 
werden  bei  zweckmässiger  Wahl  des  Massstabes  durch 
die  Längen  y  selbst  dargestellt. 

Unter  dem  Biegungsmomente  für  einen  Schnitt  eines 
belasteten  Balkens  wird  die  Summe  der  statischen  Mo- 
mente sämtlicher  Kräfte  und  Reactionen  auf  der  einen 
(linken)  Seite  des  Schnittes  in  Bezug  auf  einen  in  dem 
Schnitte  liegenden  Pol  verstanden. 

Würde  man  die  Kräfte  und  Reactionen  auf  der  rechten 
Seite  des  Schnittes  wählen,  so  würde  nur  das  Vorzeichen 
des  Biegungsmomentes  sich  ändern.  Gemäss  dem  Mo- 
mentensatze ist  das  Biegungsmoment  gleich  dem  statischen 
Momente  der  Scherkraft  in  Bezug  auf  einen  in  dem 
Schnitte  liegenden  Pol.  Das  Biegungsmoment  ändertsich 
von  Schnitt  zu  Schnitt.  Analytisch  berechnet  man  es 
entweder  direct  als  die  algebraische  Summe  der  Momente 
der  betreffenden  Kräfte  oder  als  das  Moment  der  Scher- 
kraft, wenn  diese  bekannt  ist.  Graphisch  erhält  man  das 
Biegungsmoment  aus  den  vorher  benützten  Kräfte-  und 
Seilpolygonen  (Fig.  183). 


^^. 


Ktr 


^. 


\py 


:.,^,^:ssäv' 


Fig.  183. 
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Die  Belastungen  eines  Balkens  halten  den  Auflager- 
reactionen  das  Qleichgewicht.  Infolge  dessen  ist  das 
zu  den  Belastungen  und  den  Reactionen  gehörende  Seil- 
polygon ein  geschlossenes  Seilpolygon,  dessen  beide  äus- 
serste  Seiten  mit  der  Schlusslinie  zusammenfallen.  Die 
allgemeine  Regel  für  die  graphische  Bestimmung  der 
Momentensumme  paralleler  Kräfte  liefert  hier  zur  Bestim- 
mung des  Biegungsmomentes  Mx  in  einem  Schnitte  in 
dem  Abstände  x  von  A  die  Regel: 

Das  Biegungsmoment  in  einem  Schnitte  ist  gleich  dem 
Product  der  Polweite  und  der  im  Schnitte  liegenden  Ordi- 
nate des  geschlossenen  Seilpolygons. 

(160)  Mx  =  Hy. 

Das  Biegungsmoment  ist  also  direct  proportional  der  ge-   Culmann'- 
nannten  Ordinate.    Die  Construction  rührt  von  dem  Be-  sehe  Momen- 
gründer  der  graphischen   Statik,   Culmann,   her;  das     tenfläche. 
geschlossene   Seilpolygon   heisst  oft  Culmann'sche 
Momentenfläche.    Diese  Fläche  veranschaulicht  in 
klarer  Weise  die  Veränderlichkeit  des  Biegungsmomentes 
von  Schnitt  zu  Schnitt.    Bei  einem  in  zwei  Punkten  un- 
terstützten   Balken,    dessen    sämtliche    Belastungen  zwi- 
schen  den  Stützpunkten  liegen,  ist  das  Biegungsmoment 
gleich   Null   über  den  Stützpunkten  und  am  grössten  an 
einer  der  Belastungsstellen. 

Wenn  die  Belastung  eines  Balkens  nicht  aus  einzelnen 
Lasten  besteht,  sondern  continuirlich  ist,  so  kann  man  die 
Auflagerreactionen,  die  Scherkraft  und  das  Biegungs- 
moment für  einen  Schnitt  entweder  genau  analytisch  be- 
rechnen, oder  annähernd  graphisch  in  der  Weise  con- 
struiren,  dass  man  die  continuirliche  Belastung  durch  eine 
Anzahl  von  Einzellasten  ersetzt,  und  zwar  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  um  so  genauer,  je  mehr  einzelne  Lasten 
man  annimmt. 

Den   einfachsten   Fall   einer  continuirlichen  Belastung  Gleichförmige 
bietet  ein  in  seiner  ganzen  Länge  gleichförmig  belasteter    Belastung, 
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Balken    dar,   welcher   an   beiden   Enden   unterstützt   ist 
(Fig.  184). 


Fig.  184. 

Es  werde  die  Spannweite  mit  /,  die  Belastung  pro  Län- 
geneinheit mit  p  bezeichnet.  Die  beiden  Reactionen  ha- 
ben den  Wert 
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(161)  ^=^  =  T 

In  einem  Schnitte  in  dem  Abstände  x  von  der  Stütze  A 
ist  die  Scherkraft 

(162)  Q.  =  A-px=p(^^-xy, 

sie  wird  graphisch  durch  das  Diagramm  III  dargestellt. 
Das  Biegungsmoment  in  dem  Schnitte  x  ist  gleich  der 
Summe  der  Momente  der  Auflagerreaction  A  und  der 
Belastung  px  links  vom  Schnitte,  welche  in  die  Halbi- 
rungslinie  des  Stückes  x  verlegt  werden  darf.  Es  ergiebt 
sich  daher 

(163)  M,  =  Ax-px^=P^^^' 

Wenn  man  sich  die  bei  der  Construction  des  Seil-  Seilcurve, 
polygons  benützten  einzelnen  Belastungen  als  unendlich 
viele  unendlich  kleine  Lasten  vorstellt,  so  erhält  man  an- 
statt eines  Seilpolygons  eine  continuirliche  Curve,  die  sog. 
Seilcurve.  Die  Eigenschaften  dieser  Seilcurve  sind 
analog  denjenigen  des  gewöhnlichen  Seilpolygons.  Es 
geht  beispielsweise  die  Scherkraft  für  einen  Schnitt  durch 
den  Schnittpunkt  der  Schlusslinie  mit  der  Tangente  der 
Seilcurve  in  dem  vom  Schnitte  getroffenen  Punkte;  das 
Biegungsmoment  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Pol- 
weite des  Kräftepolygons  und  der  Ordinate  der  geschlos- 
senen Seilcurve  u.  s.  w. 

Auch  die  Gleichung  der  Seilcurve  kann  erhalten  wer- 
den, und  zwar  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  für  das  Biegungs- 
moment. Ist  y  die  Ordinate  der  geschlossenen  Seilcurve,. 
so  gilt  für  den  gleichförmig  belasteten  Balken 

M,  =  Hy  =  \px{l-x) 
und 

(164)  y  =  h^ffX{l-x). 
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Beziehung 
zwischen 

Scherkraft 

undBi^;ungS' 

moment 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Parabel  dar,  welche  zweck- 
mässigerweise so  construirt  wird,  dass  die  von  der  Schluss- 
linie gebildete  Sehne  horizontal  wird.  Es  sind  dann  x 
und  y  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  unterhalb  der  Balkenmitte  liegt 
(Fig.  184). 

Zwischen  der  Scherkraft  und  dem  Biegungsmomente 
an  einem  in  beliebiger  Weise  belasteten  Balken  besteht 
eine  bemerkenswerte  Beziehung.  Es  stelle  AB  in  der 
Fig.  185,  II  einen  continuirlich  belasteten  Balken  dar.   In 


j: 


JT 


Fig.  185. 


einem  Schnitte  in  dem  Abstände  x  von  der  Stütze  A  sei 
Qx  die  Scherkraft  und  Mx  das  Biegungsmoment.  In  dem 
Punkte  A^,  in  welchem  der  Schnitt  die  Seilcurve  trifft, 
werde  ein  Differentialdreieck  der  Seilcurve  ge- 
zeichnet. Dieses  Dreieck  ist  dann  ähnlich  einem  Dreiecke 
im  Kräftepolygone,  welches  die  Scherkraft  Qx  zur  Grund- 
linie und  den  Pol  O  zur  Spitze  hat  Die  beiden  Dreiecke 
ergeben 
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Qx_dy 

H—dx 

oder 

a=«f 

Es  ist 

M,  =  Hy, 

also  auch 

dM,          dy 

dx           dx 

Hieraus  folgt  dann  die  erwähnte  Beziehung 

(165) 

^''-  dx' 

d.  h.  die  Scherkraft  ist  gleich  der  ersten  Ableitung  des 
Biegungsmomentes. 

Beispielsweise  ergiebt  sich   für  den  gleichförmig  be- 
lasteten Balken 


somit 

dM, 


Mx  =  \px{l—x\ 


dx 

Aus  dem  Satze  folgt  femer,  dass  das  Biegungsmoment 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  in  solchen  Punkten  ist, 
in  welchen  die  Scherkraft  verschwindet.  Für  den  gleichför- 
mig belasteten  Balken  findet  man  nur  in  der  Mitte 
QjjzizO,  und  entsprechend 

Mm2^=Mi  =  \pP. 
TL 
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Analytischer 

Beweis  des 

Momenten' 

Satzes, 


§  58. 

Anwendungen  zu  den  %%  50—57. 

1.  Man  beweist  den  Momentensatz  auch  analytisch 
in  einfacher  Weise  für  zwei  Kräfte,  deren  Richtungslinien 
sich  schneiden  (Fig.  186).  Der  Schnittpunkt  beider  Rich- 
tungslinien werde  zum  Coordinatenanfangspunkte,  die 
Richtung  der  Kraft  P  zur  jc-Axe  und  die  j^-Axe  senkrecht 
dazu  gewählt.  Die  Coordinaten  des  Poles  C  seien  x  und  y 
(in  der  Figur  jc  >  0,  j'  <  0),  die  Winkel  der  zweiten  Kraft 

Q  und  der  Resul- 
tirenden  R  mit  der 
positiven  x-Axe  bez. 
y  und  ß.  Die  Ab- 
stände des  Poles  C 

sind  dann,  mit  dem 
Zeichen  des  betref- 
fenden Momentes 
versehen,  bez. 


—y^  X  sin  y  —y  cos  y^  x  sin  ß  —y  cos  ß. 

Für  die  Momente  selbst  findet  man  in  derselben  Reihen- 
folge 

~Py, 

Q(xs\n  y—ycosy\ 
R(xs\x\ß—ycosßy 
Es  ist  ferner 

R%mß=:Qs\ny]  Rcosß=zP-\-Qcosy; 

folglich  ergiebt  sich 

R{xsmß  —  y  cos ß)  =  Qx sin  y  —  (P-j- Q  cos y)y  = 

=^  —  Py+Qix  siny  —  y  cos  y), 
w.  z.  b.  w. 
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2.  Längs  einer  Seite  eines  gleichseitigen  Dreieckes 
wirkt  eine  Kraft  P,  längs  einer  anderen  Seite  eine  Kraft 
2P.  Beide  liefern  positive  statische  Momente  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  des  Dreieckes.  Welche  Kraft  muss 
längs  der  dritten  Dreiecksseite  hinzugefügt  werden,  damit 
die  Resultirende  aller  drei  Kräfte  durch  den  Mittelpunkt 
gehe?  Man  bestimme  die  Resultirende  und  die  Verhält- 
nisse, nach  welchen  sie  die  Dreiecksseiten  teilt  (Fig.  187). 
Es  sei  Pa  die  unbekannte  Kraft.  Weil  die  Summe 
der  Momente  der  Kräfte  P,  2P  und  Pa  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  des  Dreieckes  gleich  Null  sein  muss,  so  ergiebt 
sich  Pa  =  3P 
und  von  ei- 
nem solchen 
Sinne,  dassdas 
Moment  in  Be- 
zug auf  den 
Mittelpunkt 
negativ  ist.  Die 

drei  Kräfte  lie-  Rg.  187. 

fem  eine  Resultirende  mit  den  Componenten 


und 


X  =  4^P  nach  der  Richtung  CB 


Y=  ^-  P  nach  der  Richtung  AA\ 


Wählt  man  den  Schnittpunkt  der  Resultirenden  mit  je 
einer  Dreiecksseite  zum  Pol,  so  findet  man  mit  Hülfe  des 
Momentensatzes,  dass  die  Resultirende  die  Seite  AB  in- 
nerhalb in  dem  Verhältnis  3:1,  die  Seite  AC  innerhalb 
in  dem  Verhältnis  3 : 2  und  die  Seite  CB  ausserhalb  in 
dem  Verhältnis  2 : 1  teilt. 

3.  Es  soll  zu  einem  System  paralleler  Kräfte  ein  Seil- 
polygon in  solcher  Weise  construirt  werden,  dass  drei 
Seiten  durch  gegebene  Punkte  gehen.    (Fig.  188). 


Seilpolygon 

durch  drei 

Punkte. 
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Fig.  188. 
Es  seien  Pi,  P^,  P^  und  P^  die  gegebenen  Kräfte.  Die 
beiden  äussersten  Seiten  des  Seilpolygons  sollen  durch 
je  einen  der  Punkte  A  und  B  gehen,  während  die  zwi- 
schen P^  und  P^  liegende  Seite  durch  den  Punkt  C 
gehen  soll.  Bei  der  Construction  wird  der  Satz  von  der 
Affinität  zweier  zu  demselben  Kräftesysteme  gehörender 
Seilpolygone  benützt  (p.  275).  Zuerst  construirt  man  ein 
beliebiges  Seilpolygon,  dessen  erste  Seite  durch  A  geht, 
dann  mit  Hülfe  einer  durch  A  geführten  Affinitätsaxe  ein 
zweites  Seilpolygon  durch  A  und  C  und  zuletzt  mit  AC 
als  Affinitätsaxe  ein  Seilpolygon,  dessen  drei  Seiten  durch 
je  einen  der  Punkte  Ay  C  und  B  gehen. 
Überhän-         4.    Man  bestimme  die  Auflagerreactionen,  die  Scher- 

gender  Bai-  Gräfte  und  die  Biegungsmomente  an  einem  überhängen- 
ken. 
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den  Balken,  welcher  eine  Belastung  zwischen  den  Stützen 
und  eine  Belastung  ausserhalb  der  Stützen  trägt  (Fig.  189). 
T  TT 


Mit  Hülfe  des 
lagerreactionen: 


Fig.  189. 

Momentensatzes 


findet  man  die  Auf- 


A  =  P, 


l 


B  =  P,^  +  P, 


<h 


l    '  '2/ 

Die  Reaction  A  hat  in  der  Figur  die  Richtung  nach  oben; 
wäre  sie  nach  unten  gerichtet,  so  müsste  die  Stütze  A 
auf  der  oberen  Seite  des  Balkens  liegen. 

Zwischen  A  und  /\  ist  A  selbst  die  Scherkraft;  zwi- 
schen Pi  und  B  ist  die  Scherkraft  gleich  der  Resultiren- 

den  i4— /\  zu  A  und  P^] 
zwischen  B  und  P^  ist  sie 
die  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommene  Belas- 
tung Pg.  Die  Fig.  190 
veranschaulicht  die  Grös- 
se der  Scherkraft  in  jedem 
Schnitte.  Für  den  Ab- 
stand f  des  Punktes  A  von 
der  Scherkraft  A—P^  er- 
p.     ^g^  hält  man  die  Gleichung 
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welche  mit  Anwendung  des  Wertes  von  A 


f  = 


liefert. 


/'iöi  +  /'2(ö2-/) 


Die  C  u  1  m  a  n  n'sche  Momentenfläche  ist  ein  über- 
schlagenes  Vierseit  Das  Biegungsmoment  für  einen 
Schnitt  zwischen  A  und  /\,  in  dem  Abstände  x  von  /l, 
ist  positiv  und  gleich  Ax,  wird  am  grössten  bei  /\  und 
zwar  gleich  Aa^^,  Zwischen  /\  und  B  ist  das  Biegungs- 
moment Ax—P^  (Jf— ^i);  es  nimmt  mit  wachsendem  x  ab, 
wird  gleich  Null  für  jc  =  f  und  nachher  negativ,  und 
numerisch  am  grössten  bei  B,  wo  der  Wert  —  P^  («2—/) 
beträgt;  rechts  von  B  ist  das  Biegungsmoment  negativ 
und  gleich  — P<^{a.^—x)\  es  wird  endlich  Null  in  dem 
Schnitte  durch  P^.  Die  Grösse  Hy  stellt  graphisch  ganz 
allgemein  das  Biegungsmoment  dar;  doch  ist  die  auf 
p.  28Q  gegebene  Definition  von  y  nicht  ganz  ohne  Modi- 
ficationen  verwendbar. 
Gleichförmig       5.    Gleichförmig  belasteter  Balken. 

Am  einfachsten  construirt  man  die  Parabel,  welche 
die  Seilcurve  des  gleichförmig  belasteten  Balkens  ist  (p. 
2Q1),  mit  Hülfe  ihrer  Tangenten  (Fig.  191).  Der  verti- 
cale    Abstand 


belasteter 
Balken, 


zwischen  dem 
Scheitel  C  der 
Parabel  und 
der  Schluss- 
linie beträgt 

J—^ti' 

Die     in    den 

äussersten 

Punkten  A 


lEST 


^f 


■'"'"-''l 


IMOÜUI 
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und  B'  gezogenen  Tangenten  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  Cf  welcher  gemäss  einem  bekannten  geometrischen 
Satze  im  Abstände  /  unterhalb  des  Scheitels  C  liegt.  Man 
erhält  eine  beliebige  Tangente  in  der  Weise,  dass  man 
die  Hälfte  F'Q'  von  A'B'  abschneidet  und  die  lotrecht 
unterhalb  F  und  O'  liegenden  Punkte  der  äussersten 
Tangenten  durch  eine  Gerade  verbindet  Der  Berührungs- 
punkt ist  derjenige  Punkt  D  auf  FOj  für  dessen  Projec- 
tion  D'  die  Gleichheiten 

AF  =  FD'  und  D'Q'  =  G'& 

bestehen.  Der  Beweis  beruht  auf  dem  bekannten  Satze, 
dass  die  Projectionen  der  beiden  Schenkel  eines  Tangen- 
tenwinkels auf  eine  Senkrechte  zur  Axe  gleich  lang  sind. 

§  59. 
Theorie  der  Kräftepaare  mit  parallelen  Axen. 

Unter  einem  Kräftepaare  wird,  wie  schon  auf  Kräftepaar, 
p.  256  erwähnt,  ein  System  von  zwei  gleich  grossen,  im 
entgegengesetzten  Sinne  gerichteten  Kräften  auf  parallelen, 
nicht  zusammenfallenden  RichtungsUnien  verstanden.  Die 
Kräftepaare  wurden  von  P  o  i  n  s  o  t  in  die  Mechanik  ein- 
geführt und  müssen  in  derselben  Weise  wie  einzelne 
Kräfte  als  für  sich  bestehende  Kraftelemente  betrachtet 
werden. 

Bei  einem  Kräftepaar  kommen  in  Betracht: 

1)  seine  Ebene,  d.  h.  die  Ebene  der  beiden  paralle- 
len Kräfte, 

2)  die  gemeinsame  Grösse  der  beiden  Kräfte, 

3)  der  Arm  oder  Hebelarm  des  Kräftepaares, 
d.  h.  der  senkrechte  Abstand  beider  Kräfte  von  einander 
(auch  Breite  genannt), 

4)  der  Drehungssinn,  welcher  nach  Überein- 
kunft positiv  oder  negativ  gerechnet  wird  (in  der  Figur 
192  links  positiv,  rechts  negativ). 
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Fig.  192. 


Der  Arm  des 
Kräftepaares  wird 
oft  zweckmässiger- 
weise so  gewählt^ 
dass  die  beiden 
Kräfte    in    seinen 


Endpunkten  angreifen.  Wie  auf  p.  256  gefunden  wurde, 
besitzt  ein  Kräftepaar  keine  Resultirende.  Zu  demselben 
ResuUate  kommt  man  bei  dem  Versuche,  die  beiden 
Kräfte  graphisch  mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons 
zusammenzusetzen  (Fig.  193).    Die  beiden  äussersten  Pol- 


Fig.  193. 

strahlen  fallen  zusammen,  und  die  beiden  äussersten  Seil- 
polygonseiten sind  einander  parallel. 

Die  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte 
eines  Kräftepaares  in  Bezug  auf  einen  Pol  in  ihrer  Ebene 
ist  unabhängig  von  der  Lage  des  Poles.  Aus  der  Figur 
194  folgt  nämlich  für  die  Momentensumme  M  in  Bezug 
auf  einen  Pol  C 


M  =  Pc—Pb  =  P(c-b)  =  Pa, 
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und  für  die  Momentensumme  Af'  in  Bezug  auf  den  zwi- 
schen den  Kräften  liegenden  Pol  C, 

also   M'  =  M.    Aus   den   beiden   schraffirten   ähnlichen 
Dreiecken  der  Figur  193  ergiebt  sich 


<166) 


M  =  /iy  =  Pa. 


Da  y  constant  ist,  muss  auch  M  constant  sein.  Die 
unveränderliche  Summe  der  Momente  beider  Kräfte  heisst 
Moment  des  Kräftepaares.  Das  Moment  eines 
Kräftepaares  ist  folglich  gleich  dem  Producte  aus  der  Kraft 
und  dem  Arm,  Es  wird  je  nach 
dem  Drehungssinne  positiv 
oder  negativ  gerechnet.  Sei- 
nem Zahlwerte  nach  ist  das 
Moment  gleich  dem  Flächen- 
inhalte eines  Parallelogramms, 
in  welchem  die  beiden  Kräfte 
zwei  Gegenseiten  bilden. 


< * -iir ö- 


-C 


C 

— >i 


tW 


j(...c.Xä-*! 


Fig.  194. 


Operationen    mit   Kräftepaaren. 

1)  Ein  Kräftepaar  kann  in  beliebiger  Weise  in  seiner  Verschiebung 
Ebene  verschoben  werden,  vorausgesetzt  dass  die  Angriffs-  in  der  Ebene, 
punkte  aller  einzelnen  Kräfte  unverrückbar  mit  einander 
verbunden  sind. 

Beim  Beweise  betrachtet  man  zwei  Lagen  desselben 
Kräftepaares  (Fig.  195),  die  eine  P,  Q,  wobei  also  P^=Q, 
die  andere  F,  Q ,  wobei  P'  =iQ'  =^P,  Man  fügt  zu 
den  Kräften  P  und  Q  die  Kräfte  F,  Q'  und  die  mit  ihnen 
gleich  grossen,  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  {F\ 
{Q')  hinzu.  Das  System  der  sechs  Kräfte  P,  Q,  P',  Q", 
{F)  und  {Q')  ist  äquivalent  dem  ursprünglichen  Kräfte- 
paare.   Die  vier.  Richtungslinien   bilden  einen  Rhombus 
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Fig.  195. 


ABCD,  wenn  sie  nicht 
alle  parallel  sind.  Man 
kann  die  beiden  gleich 
grossen  Kräfte  P  und 
(Q')  zu  einer  Resulti- 
renden  R  zusammen- 
setzen, welche  auf  der 
Diagonale  CA  des 
Rhombus  liegt.  Die 
beiden  Kräfte  Q  und 
(P')  liefern  in  dersel- 
ben Weise  die  mit  R 


gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Kraft  (R),  welche  also 
R  aufhebt  Das  System  der  sechs  Kräfte  ist  folglich 
äquivalent  dem  allein  übrig  bleibenden  Kräftepaare 
P',  Q',  somit  ist  auch  das  ursprüngliche  Kräftepaar  P,  Q 
dem  Paare  P%  Q'  äquivalent. 

Wenn    alle    vier    Richtungslinien    einander    parallel 
sind,   so   wird   der  Satz  entweder  mit  Hülfe  des  soeben 

gefundenen  bewie- 
sen  und   zwar   so,, 
dass  man  beide  Kräf- 
'  tepaare   mit  einem 

dritten  Kräftepaare 
vergleicht;  oder  di- 
rect  in  analoger 
Weise  wie  oben^ 
mit  Anwendung  des 
Satzes  von  der  Zu- 
sammensetzung 
zweier  paralleler 
Kräfte  (Fig.  196). 


Ä 


I 


-3- 


-*K Ä X, 


YP;^ 


Q- 


m 


Verschiebung 

nach  einer 

Parallelebene, 


(R) 

Fig.  196. 


2)  Ein  Kräftepaar 
kann  nach  einer 
seiner  Ebene  paral- 
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1 


(R) 

Fig.  197. 


Moment. 


lehn  Ebene  verscho-  Ji 

ben  werden.  r^^^^^  A 

Der  Beweis  wird      d^*^"""--^  ^  V^'^ 

in  derselben  Weise 
wie  im  Falle  1)  ge- 
führt.    Es   werden 

die  Kräftepaare  F,  ^^^--J -L-r--='*t''-'-' 

Q'  und  (F),  {Q')  in 
der  Parallelebene  zu 
der  gegebenen  hin- 
zugefügt   und    mit 

dem  gegebenen 
Kräftepaare  P,  Q  so 
zusammengesetzt, 
dass  nur  das  Kräftepaar  P',  Q'  übrig  bleibt. 

3)  Ein  Kräftepaar  kann  durch  ein  anderes  Kräftepaar  Kräftepaare 
in  derselben  Ebene  ersetzt  werden,  welches  dasselbe  Mo-  mit  demselben 
ment  und  denselben  Drehungssinn  wie  das  erstere  hat 

Es  seien  M  und  N  {M  =  N)  die  Kräfte  des  gegebe- 
nen Paares,  a  sein  Arm  (Fig.  198).    Femer  seien  P  und 
Q  {P=Q)  die  Kräfte,  b  der  Arm  eines  zweiten  Kräfte- 
paares.   Dieses  werde  nach  dem  Satze  1)  so  verschoben, 
dass   die  Arme   beider   Paare  in  dieselbe  Gerade  fallen, 
und  die   Kräfte  P  und  N  auf 
derselben   Geraden   liegen;  es 
sei  Ma  =  Pb  und  der  Dreh- 
ungssinn   beider    Kräftepaare 
derselbe.     Zu   den    Kräften  P 
und    Q  werden    zwei    ihnen 

gleiche   und   entgegengesetzte    k cz -^--3- 

Kräfte  (P)  und  (Q)  hinzugefügt. 

Die  Kräfte  A^  und  (P)  liegen  >|f 

auf  einer  Geraden  und  haben 

dieselbe  Richtung;  ihre  Resul- 

tirende   ist  also  R  =  N-\-P.  (P) 

Die  Kräfte  M  und  (Q)  liefern  Fig.  198. 


P 


L 


(Q) 
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eine  mit  R  gleich  grosse,  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Resultirende  (/?),  deren  Richtungslinie  infolge  der  Rela- 
tion Ma=^Pb,  oder 

a  _P  _Q 
b~  M~M 
mit  derjenigen  von  (R)  zusammenfällt    Weil  R  und  (R) 
sich   aufheben,  so  erkennt  man,  dass  die  beiden  Kräfte- 
paare Ma  und  Pb  einander  äquivalent  sind. 
Operationen        Als   Folgerung  aus  den   Sätzen   1),  2)  und  3)  erhält 
mit  Kräfte-   man  jetzt  allgemeiner: 

paaren,  4^    ^^    gegebenes    Kräftepaar    ist  jedem    anderen 

Kräftepaare  äquivalent,  welc/ies  in  derselben  oder  in  einer 
zu  seiner  Ebene  parallelen  Ebene  liegt,  dasselbe  Moment 
und  denselben  Drehungssinn  besitzt.  Die  Angriffspunkte 
aller  einzelnen  Kräfte  müssen  unverrückbar  mit  einander 
verbunden  sein. 

Axe  des  Auf  Grund   des  Satzes  4)  kann  ein  Kräftepaar  durch 

Kräftepaares,  seine  Axe  veranschaulicht  werden.  Darunter  versteht 
man  eine  Strecke,  welche  senkrecht  zur  Ebene  des  Kräfte- 
paares abgetragen  wird  und  deren  Länge  gleich  dem 
Momente  des  Kräftepaares  ist;  man  erteilt  der  Axe  auch 
einen  bestimmten  Sinn,  so  dass  der  Drehungssinn  des 
Kräftepaares  dadurch  definirt  wird.  Man  kann  z.  B.  die 
Übereinkunft  treffen,  dass  einer  Person,  deren  Längsaxe 
von  den  Füssen  nach  dem  Kopfe  mit  der  Axe  des  Kräfte- 
paares zusammenfällt,  der  Drehungssinn  des  Paares  als 
übereinstimmend  mit  dem  Drehungssinn  des  Uhrzeigers 
erscheint.  (Fig.  199).  Durch  die  Axe  sind  alle  ein- 
ander äquivalente  Kräftepaare  auf  ein  Mal  bestimmt. 
Eine  Axe  kann  in  beliebiger  Weise  translatorisch  im 
Räume  verschoben  werden. 


Fig.  199. 
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§  60. 

Zasammensetzuiig  von  Kräften  und  Kräftepaaren. 

Um  eine  Kraft  Q  graphisch  mit  einem  Kräftepaare  P,   Zusammen' 

(P)  (Fig.  200)  zusammenzusetzen,  construirt  man  ein  Kräfte-  ^^'^  ^^^ 

Kraft  mit  ei- 

1  jj-  nem  Kräfte- 

p  paare, 

A 
< a •? 


m 


^■'\ 


^(PJ 


Fig.  200. 


und  ein  Seilpolygon  z.  B.  so,  dass  man  die  Kräfte  in  der 
Reihenfolge  P,  Q,  (P)  nimmt  und  den  Anfangspunkt  der 
Kraft  P  als  Pol  wählt.  Das  Kräftepolygon  ist  ein  Paral- 
lelogramm und  die  Resultirende  R  der  Kraft  Q  und  des 
Kräftepaares  gleich  und  parallel  Q,  Man  erhält  den 
Abstand  x  zwischen  Q  und  R  z,  B.  so,  dass  man  den 
Momentensatz  für  den  Schnittpunkt  von  P  und  Q  als 
Pol  benützt.  Wenn  a  der  Arm  des  Kräftepaares  ist,  so 
ergiebt  sich 


und 


Pa  =  Rx=Qx 


P 


Es  müssen  Q  und  {R)  ein  Kräftepaar  bilden,  dessen  Mo- 
ment gleich  und  entgegengesetzt  dem  Momente  des  Kräfte- 
paares P,  {P)  ist. 

20 
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Zusammen-        Kräftepaare  in  derselben  Ebene  oder  in  parallelen  Ebe- 
Setzung  von  rien  setzen  sich  zu  einem  einzigen  Kräftepaare  zusammen, 

Kräflepaaren  fj^^^^ji  Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Mo- 

'"'  ^A^n     ^  ^^^^^  der  gegebenen  Kräftepaare  ist 
Es  seien  diese  Momente 

PiU^.P^a^ Pn  an] 

ein  Arm  a  werde  positiv  oder  negativ  je  nach  dem  Vor- 
zeichen des  Momentes  gerechnet.  Alle  Kräftepaare  wer- 
den auf  denselben  Arm  b  reducirt;  man  erhält  dann  die 
neuen  Kräfte 

wobei  die  Kräfte  Q  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen 
versehen  sind.  Alle  Kräfte  Q  liefern  zusammen  ein  ein- 
ziges Kräftepaar  mit  dem  Arme  b  und  der  Kraft 

Qi  +  Qo  +  ..  +  Q«  =  ^Q. 

Das  Moment  dieses  Kräftepaares  ist  b^Q  =  2(Pa)f 
w.  z.  b.  w. 

Die  Zusammensetzung  kann  also  auch  so  geschehen^ 
dass  man  alle  n  Axen  der  Kräftepaare  von  einem  Punkte 
aus  abträgt,  sie  algebraisch  addirt  und  die  entstehende 
gerichtete  Strecke  als  Axe  eines  neuen  Kräftepaares  be- 
trachtet, welches  das  resultirende  Kräftepaar  ist. 

Die  Kräftepaare  halten  sich  das  Oleichgewicht,  wenn 
die  algebraische  Summe  ihrer  Momente  gleich  Null 
ist,  d.  h. 

2:(Pa)  =  0. 

§61. 
Gleichgewichtsbedingungen  für  Kräfte  in  einer  Ebene. 

Gleichgewicht       Gemäss  §  54  sind  die  graphischen  Bedingungen  des 

von  Kräften  Gleichgewichts  eines  Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene^ 

in  derselben  j^gg  sowohl  das  Kräftepolygon  als  auch  das  Seilpolygon 
Ebene, 
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geschlossen  sein   muss.    Es  sollen  jetzt  die  analytischen 
Bedingungen  des  Oleichgewichtes  abgeleitet  werden. 

Es  seien  f\,  P^,,,Pn  die  in  einer  Ebene  liegenden 
Kräfte.  Die  Grösse  und  Richtung  der  Resultirenden  R 
dieser  Kräfte  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (p.  258) 

/?  cos  9?  =:  Z{p  cos  a), 
/?  sin  9?  =r  Z{P  sin  a), 

welche 


/?  =  l/{2"'(Pcos  a)f  +  {2{p  sin  a)f 

liefern.  Damit  Gleichgewicht  bestehe,  ist  es  notwendig, 
dass  R  gleich  Null  sei.  Man  erhält  somit  die  beiden 
Bedingungen 

2XPcosa)=0, 
2'(Psina)  =  0. 

Diese  Bedingungen  sind  aber  nicht  ausreichend,  denn 
sie  werden  auch  erfüllt,  wenn  das  Kräftesystem  auf  ein 
Kräftepaar  reducirt  werden  kann.  Damit  dieser  Fall  aus- 
geschlossen werde,  ist  noch  eine  dritte  Bedingung  erfor- 
derlich, welche  man  in  folgender  Weise  ableitet.  Die  n 
Kräfte  werden  derart  in  zwei  Gruppen  von  p  und  q 
Kräften  geteilt,  dass  die  Kräfte  innerhalb  jeder  Gruppe 
eine  Resultirende  besitzen.  Zur  Bestimmung  dieser  Par- 
tialresultirenden  erhält  man  die  Gleichungen 

Rp  cos  tpp  =  S(P cos  a),    Rg  cos  (jfg  =  2'(P cos  a\ 

P  9 

Rp  sin  cpp  =  Z(P  sin  a),     Rg  sin  (pq  =  2(P  sin  a), 

P  9 

WO  die  Indices  p  und  q  andeuten  sollen,  dass  die 
Summe  besonders  für  jede  Gruppe  genommen  werden 
muss.    Weil 

Z(P  cos  a)  +  1{P  cos  a)  =  Z{P  cos  a)  =  0 

p  q  n 

ist,  so  ergiebt  sich 
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und  ebenso 


Rp  cos  ^p-\'  Rq  cos  (pq  =  0, 


Rp  sin  (pp-{-  Rq  sin  9?^  =  0. 


Hieraus  leitet  man 


und 


Rp  —  Rq  —  R 

q)p=cpq±\%QP 


ab.  Die  beiden  Kräfte  Rp  und  Rj  sind  also  gleich  gross, 
parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet.  Damit  Oleichge- 
wicht bestehe,  dürfen  sie  kein  Kräftepaar  bilden,  sondern 
sie  müssen  auf  derselben  Richtungslinie  liegen.  Man 
drückt  dies  so  aus,  dass  man  die  Summe  ihrer  statischen 
Momente  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Pol  in  der  Ebene 
gleich  Null  setzt.  Nennt  man  die  mit  dem  Zeichen  des 
Momentes  gerechneten  Abstände  des  Pols  von  Rp  und 
Rq  bez.  rp  und  />,  so  findet  man 

Rrp-\-Rrg=0, 

Nach  dem  Momentensatze  ist  ferner 

Rrp=S{Pa\ 


somit  ergiebt  sich 
oder 


Rr,=S(Pay, 


S{Pa)-{-S{Pä)  =  0 


I[Pa)  =  0, 


wo  a  der  Abstand  des  Pols  von  der  Kraft  P  einschliess- 
lich des  Vorzeichens  ist. 
Gleich'  Die  drei  notwendigen  und  hinreichenden  0 1  e  i  c  h  - 

gewichtsbe-    gewichtsbedingungen    liefern  den  Satz: 
dir^ungen.         ^um  Gleichgewichte  von  Kräften  in  einer  Ebene  ist 
erforderlich,  dass  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  zwei 
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ZU  einander  senkrechte  Axen  der  Ebene  gleich  Null  sei 
und  dass  die  Summe  ihrer  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Pol  in  der  Ebene  verschwinde. 
Die  Gleichungen  1)  und  2)  des  Systems 

1)    2'(Pcosa)  =  0, 

(167)  2)    -^(P  sin  a)  z=  0, 
3)    2'(Pfl)  =  0 

heissen  die  Projectionsgleichungen,  die  Glei- 
chung 3)  Momentengleichung. 

Die  beiden  Projectionsaxen  brauchen  nicht  auf  einan- 
der senkrecht  zu  stehen,  dürfen  aber  nicht  zu  einander 
parallel  sein. 

In  besonderen  Fällen  können  die  drei  Gleichgewichts-  Eine  Projec- 
bedingungen  (167)  mit  Vorteil  durch  drei  andere  ersetzt     tionsglei- 
werden.    So  kann  man  z.  B.  eine  Projectionsgleichung  ^^^*  ^^^ 
und   zwei   Momentengleichungen   benützen,  welche  sich   aieichuntten. 
auf  verschiedene  Pole  beziehen,  d.  h.  ein  System 

-r(Pcos.a)  =  0, 

(168)  Zipa)  =  0, 
i:(Pb)  =  0. 

Doch  darf  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  nicht 
zu  der  Projectionsaxe  senkrecht  sein,  weil  das  Kräftesy- 
stem sich  in  diesem  Falle  auf  eine  in  der  Verbindungs- 
linie liegende  Resultirende  reduciren  könnte,  und  somit 
die  Bedingungen  (168)  erfüllt  wären,  ohne  dass  Gleich- 
gewicht bestände. 

Schliesslich  kann  man  die  Gleichgewichtsbedingungen  Drei  Momen- 
durch  drei  Momentengleichungen  Ungleichun- 

gen. 

(1^9)  l{Pa)  =  0,  i:(Pb)  =  0,  l\Pc)  =  0 

darstellen,  welche  sich  auf  Pole  beziehen,  die  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegen  dürfen. 
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Anwendungen. 

1)  Die  in  demselben  Umfahrungssinne  genommenen  Seiten  eines 
regulären  /i-£cks  stellen  Kräfte  in  einer  Ebene  dar.  Wie  kann  man 
durch  Hinzufügung  von  Kräften  das  Gleichgewicht  herstellen  a)  wenn 
alle  Seiten  Kräfte  darstellen  und  b)  wenn  alle  Seiten  mit  Ausnahme 
einer  einzigen  Kräfte  sind? 

ä)  In  diesem  Falle  bilden  die  Kräfte  ein  geschlossenes  Kräftepoly- 
gon, das  reguläre  /i-Seit.  Weil  femer  die  Summe  der  Momente  der 
Kräfte  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Pol,  z,  B.  den  Mittelpunkt  des 
/i-Ecks  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  das  System  einem  Kräftepaare 
äquivalent.  Das  Moment  dieses  Kräftepaares  wird  durch  den  dop- 
pelten Flächeninhalt  des  /f-Ecks  dargestellt.  Man  erreicht  Oleichge- 
wicht durch  Hinzufügung  eines  Kräftepaares  mit  einem  ebenso  gros- 
sen Moment  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

b)  Das  Kräftepolygon  ist  offen  und  das  Kräftesystem  besitzt  eine 
Resultirende,  welche  durch  die  letzte  Seite  des  /i-Ecks  der  Grösse  und 
Richtung  nach  dargestellt  wird,  und  zwar  ist  die  Richtung  derselben 
entgegengesetzt  derjenigen,  die  sich  aus  der  allgemeinen  Umlaufs- 
richtung eiigiebt.  Die  Lage  der  Resultirenden  erhält  man  mit  Hülfe 
des  Momentensatzes,  wobei  man  am  besten  den  Mittelpunkt  des 
/I-Ecks  zum  Pol  wählt.  Man  findet,  dass  der  Abstand  der  Resulti- 
renden von  diesem  Mittelpunkte  /i-l  Mal  so  gross  als  der  kleinere 
Radius  des  /i-Ecks  ist;  der  Sinn  ist  durch  das  Zeichen  der  Momenten- 
summe aller  Kräfte  bestimmt.  Man  stellt  Gleichgewicht  dadurch  her, 
dass  man  die  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  zu  der  Resultirenden  in 
ihrer  Richtungslinie  hinzufügt. 

2)  Ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  befinde  sich  im  Gleich- 
gewichte. Alle  Kräfte  werden  im  gleichen  Sinne  um  ihre  Angriffs- 
punkte gedreht.  Man  zeige,  dass  das  neue  Kräftesystem  einem  Kräfte- 
paare äquivalent  ist,  welches  zugleich  näher  bestimmt  werden  soll. 

Es  seien  P^,  P^..P^  die  Kräfte,  P  eine  beliebige  unter  ihnen, 
o  ihr  Winkel  mit  der  positiven  jc-Axe  und  jc,  y  die  Coordinaten  ihres 
Angriffspunktes  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
(Fig.  201).    Nach  den  Gleichgewichtsbedingungen  (167)  ist: 

2'(Pcosa)  =  0, 

2'(Psina):-=0, 

lP{y  cos  a- jc  sin  a)  —  0. 

Nach  einer  Drehung  um  den  Winkel  <p  im  positiven  Sinne  erhält  man 
die  Projectionssummen 

2'Pcos  (o  +  7?)  =  cos  (p  S{Pcos  a)  —  sin  <p  2'(Psin  a)  —  0, 
SP  sin  (o  +  9?)  =  cos  (p  2(P  sin  a)  +  sin  7;  S(P  cos  a)  =:  0. 
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Fig.  201. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Kräfte  entweder  fortwährend  im 
Gleichgewichte  sind  oder  ein  Kräftepaar  bilden.  Um  zu  erkennen,  wel- 
cher der  beiden  Fälle  eintritt,  berechnet  man  die  Summe  M  der  stati- 
schen Momente  z.  B.  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt.  Man 
findet 

M  =  SP  ly  cos  (a  -{-<f)  —  x  sin  (a  +  9^)  \  =  cos  (f  SP(y  cos  a— x  sin  a) 
—  sin  <pSP{y  sin  a  +  jt  cos  o)  =  —  sin  9?  IP(x  cos  a  -{-y  sin  a). 

Diese  Summe  ist  im  allgemeinen  nicht  gleich  Null;  das  Kräftesystem 
ist  somit  nach  der  Drehung  äquivalent  einem  Kräftepaar,  dessen  Mo- 
ment proportional  dem  Sinus  des  Drehungswinkels  ist.  Man  erhält 
die  Grösse  2'P(jircosa-|-j^sina)  dadurch,  dass  man  die  Summe  der 
Producte  der  Kräfte  und  der  Projectionen  der  Radiivectoren  ihrer 
Angriffspunkte  auf  die  Richtungslinien  der  Kräfte  bildet. 


§  62. 
Kräfte  im  Räume. 


Bei  der  folgenden  Behandlung  von  Kräften  im  Räume, 
deren  Angriffspunkte  einem  starren  Körper  angehören, 
werden  ausschliesslich  analytische  Methoden  benützt. 
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A.    Kraftepaare  im  Räume. 

Zusammen-        Zwei  Kräftepaare  in  Ebenen,  welche  sich  schneiden,  kön- 

Setzung  von  nen  durch  ein  einziges  Kräftepaar  ersetzt  werden.    Nach 

Kräftepaaren.  ^^^  Regeln  in  §  59  werden  die  beiden  Kräftepaare  zuerst 

auf  einen  gemeinsamen  Arm  a  transformirt,  den  man  auf 

der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  wählt  (Fig.  202).    Es 


Fig.  202. 

seien  P  und  Q  die  auf  diesen  Arm  reducirten  Kräfte  der 
beiden  Paare.  Die  im  Punkte  A  angreifenden  Kräfte  P 
und  Q  werden  zu  einer  auf  a  senkrechten  Resultirenden 
R  zusammengesetzt,  welche  mit  P  und  Q  bez.  die  Win- 
kel a  und  ß  bildet;  ebenso  liefern  die  Kräfte  (P)  und 
(Q)  im  Punkte  B  eine  Resultirende  (/?).  R  und  (/?)  bil- 
den zusammen  ein  Kräftepaar  mit  dem  Momente  Ra, 
welches  dem  System  der  beiden  gegebenen  Kräftepaare 
äquivalent  ist,  w.  z.  b.  w. 

Am  einfachsten  werden  die  beiden  Kräftepaare  mit  Hülfe 
ihrer  Axen  zusammengesetzt.  Diese  Axen  Pa  und  Qa, 
welche  senkrecht  zu  den  Ebenen  I  und  II  sind,  werden 
von  einem  Punkte  A  aus  abgetragen.  Sie  bestimmen 
eine  zu  dem  Arme  a  senkrechte  Ebene.  Die  Diagonale 
A'F  eines  Parallelogramms  mit  den  Seiten  Pa  und  Qa 
ist  die  Axe  des  resultirenden  Kräftepaares.  Aus  den  ähn- 
lichen Parallelogrammen  ACFD  und  A'CFD'  ergiebt 
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sich  nämlich,  dass  die  Diagonale  A'F  gleich  Ra  ist  und 
mit  A'C  den  Winkel  a  einschliesst,  somit  senkrecht  auf 
der  Ebene  des  Kräftepaares  R,  (R)  steht.  Auch  den 
Drehungssinn  giebt  sie  richtig  an.  Man  erhält  also  den  Satz : 

Die  Axe  des  resultirenden  Kräftepaares  wird  dadurch 
erhalten,  dass  man  die  Axen  der  gegebenen  Kräftepaare 
in  gleicher  Weise  wie  einzelne  Kräfte  mit  demselben  An- 
griffspunkte zusammensetzt 

Die  Regel  kann  unmittelbar  für  eine  beliebige  Anzahl 
von  Kräftepaaren  erweitert  werden.  Es  ergiebt  sich  auf 
diese  Weise  eine  Parallelepiped-,  Polygonregel  u.  s.  w. 
für  die  Axen  der  Kräftepaare. 

Bei  der  analytischen  Zusammensetzung  der  Kräftepaare 
wird  jede  Axe  in  ihre  Componenten  nach  drei  zu  einan- 
der senkrechten  Coordinatenaxen  im  Räume  zerlegt.  Diese 
Operation  ist  gleichbedeutend  mit  der  Ersetzung  des  gege- 
benen Kräftepaares  durch  drei  Kräftepaare,  welche  in  je 
einer  der  drei  Coordinatenebenen  liegen  und  die  Com- 
ponenten des  gegebenen  Kräftepaares  heissen.  Die  auf 
dieselbe  Coordinatenaxe  fallenden  Axen  der  Componen- 
ten der  Kräftepaare  werden  addirt  und  die  drei  so  erhal- 
tenen Axen  zu  einer  einzigen  zusammengesetzt,  welche 
das  resultirende  Kräftepaar  darstellt. 

Es  seien  M  das  Moment 
eines  Kräftepaares,  A,  fi  und  v 
die  Richtungswinkel  der  Axe 
(Fig.  203).  Für  die  Compo- 
nenten Mxi  My  und  Atz  des 
Kräftepaares,  d,  h.  für  die 
Momente  der  drei  Kräfte- 
paare, in  welche  das  gegebene 
zerlegt  wird,  ergeben  sich  dann  *^ 
die  Ausdrücke 

Alx=M  cos  Xf 

(170)  My=Mcosfi, 

Mz  =M  cos  V. 


Componenten 

eines  Kräße- 

paares. 


Fig.  203. 
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Man  rechnet  M  immer  positiv,  Mx^  My  und  Mj  je  nach 
der  Drehungsrichtung  positiv  oder  negativ.  Die  positive 
Drehungsrichtung  in  der  jcy-Ebene  ist  diejenige,  welche 
die  positive  jc-Axe  in  die  positive  j^-Axe  durch  eine  Dreh- 
ung von  90°  überführt,  in  der  j;z-Ebene  diejenige,  wel- 
che die  j-Axe  in  die  z-Axe  und  in  der  zjc-Ebene  dieje- 
nige, welche  die  z-Axe  in  die  jc-Axe  überführt  Im  fol- 
genden sollen  nur  solche  räumliche  Coordinatensysteme 
benützt  werden,  bei  welchen  eine  positive  Drehung  in  der 
j^z-Ebene  für  einen  auf  der  positiven  jc-Axe  befindlichen 
Beobachter  von  links  nach  rechts  vor  sich  geht  (Fig.  204). 
Ein  Kräftepaar  werde  gebildet  von  einer  Kraft  P,  mit 
den  Componenten  X,  K,  Z  parallel  dreien  auf  einan- 
der senkrechten  Coordinatenaxen  und  einem  Angriffs- 
punkte mit  den  Coordinaten  jc,  y^  z,  und  der  gleich  gros- 
sen und  entgegengesetzt  gerichteten,  im '  Coordinaten- 
anfangspunkte  angreifenden   Kraft   (P)   (Fig.   204).    Man 

verlangt  die  ex- 
pliciten  Ausdrüc- 
ke der  Compo- 
nenten   dieses 
Kräftepaares. 
Ausser  den  Kräf- 
ten X,  Y  und  Z 
im    Punkte    0\ 
^^  durch  welche  die 
Kraft    P   ersetzt 
wurde   und  den 
Kräften -X,-K 
und— ZimCoor- 
dinatenanfangs- 
punkte,     welche 
die  Kraft  (P)  er- 
setzen, mögen  zwölf  Hülfskräfte  angebracht  werden,  wel- 
che sich  paarweise  aufheben,  und  zwar  die  Kräfte  X  und 
—X  in  den  Punkten  A  und  C,  Kund  —  Kin  den  Punk- 


Fig.  204. 
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ten  B  und  A  sowie  Z  und  — Z  in  den  Punkten  Cund 
A\  Der  Angriffspunkt  einer  Kraft  soll  der  Kürze  wegen 
durch  einen  der  Kraft  beigefügten  Index  angegeben  wer- 
den. Von  den  18  Kräften,  von  denen  jede  parallel  einer 
Coordinatenaxe  ist,  heben  sich  —Xo  und  Xa,  —  Yo  und 
Yb,  —Zo  und  Zc  auf,  und  es  bleiben  zwölf  Kräfte,  wel- 
che zusammen  sechs  Kräftepaare  bilden,  deren  Ebenen 
mit  einer  Coordinatenebene  zusammenfallen  oder  einer 
solchen  parallel  sind.  Beispielsweise  liegen  die  Paare 
Z^',  —Zc  und  Ya',  —Yb  in  der  j^z-Ebene  und  liefern  die 
Momentensumme 

Af.  =yZ-zY, 
Ebenso  folgt    (171)    My=zX—xZ, 

M,=xY—yX, 
Dieselben   Ausdrücke   leitet   man   auch   in   folgender 
Weise  ab.    Das  Moment  des  von  P  und  (P)  gebildeten 
Kräftepaares  ist  gleich  dem  statischen  Momente  der  Kraft 
P  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt  und  wird 
geometrisch  durch  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Drei- 
eckes mit  P  als  Grundlinie  und  O  als  Spitze  dargestellt  (Fig. 
205).    Es  sei   F  dieser  doppelte   Flächeninhalt,  Fx  seine 
Z\ 
/y*}fzz2j_  _\ /^/^^^y^^^y 


/>^^T 


jc 


Fig.  205. 

Projection  auf  die  j;z-Ebene,  l  der  Winkel  zwischen  der 
Ebene  des  Dreieckes  und  derj^z-Ebene.    Man  erhält  dann 
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Fx  =Fcosk] 

weil  F    -  M  und  Mx=M  cos  k  ist,  so  ergiebt  sich 

Mx=Fx, 

il  h,  die  C-omponente  Mx  des  Kräftepaares  ist  numerisch 
gleich  dem  doppelten  Flächeninhalte  des  Dreieckes  in 
der  ^»'i-l-lbene,  dessen  Spitzen  die  Punkte  (0,0),  {y,  z)  und 
(,F  I  V,  X'-l'Z)  sind.  Nach  einer  bekannten  Formel  der 
ÄUftiytischen  Geometrie  ist  die  doppelte  Fläche  des  Drei- 
eckes 

Fx  =y  (z  +  Z)-z  (y+Y)  =yZ-zY. 


Man  findet  somit 


A^x  =yZ-zY, 


und  leitet  in  ähnlicher  Weise  die  vorhin  angegebenen 
Ausdrücke  für  My  und  Mz  ab. 


Redudions- 
punkt. 


B.    Reduction  eines  räumlichen  Kräftesystems. 

Rtdaction  ^^^  ^^^  Zusammensetzung  der  Kräfte  P^,  Pg  •  •  •  Pn,  de- 

\vn  Kroßen  ren  Angriffspunkte  /li,  i42  . .  >4„  einem  starren  Körper  an- 
tm  Räume,    gehören  (Fig.  206),  wählt  man  einen  Punkt  O,  den  sog. 

Reductionspunkt, 
/?'      ^'    und    bringt    in    ihm    für 
jede  gegebene  Kraft  P  zwei 
ihr  parallele,  gleich  grosse 
und    entgegengesetzt    ge- 
richtete Kräfte  P"  und  (P") 
an.    Man  erhält  auf  diese 
Weise  n  Kräfte  Pi',  P/  . . 
P/  mit  dem  gemeinsamen 
Angriffspunkte  O  und  n  Kräftepaare  im  Räume,  welche  von 
Pi  und  (P/),  P2  und  (P^'), . . .  P/,  und  (P/)  gebildet  werden. 
Die  Kräfte  P'  werden  zu  einer  Resultirenden  R  mit  O  als 
Angriffspunkt  und  die  n  Kräftepaare  zu  einem  einzigen 


Fig.  206. 
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Kräftepaare  zusammengesetzt.  Damit  ist  bewiesen,  dass 
jedes  räumliche  Kräftesystem  an  einem  starren  Körper  zu 
einer  Resultirenden  und  einem  resultirenden  Kräftepaare 
zusammengesetzt  werden  kann.  Die  Operation  heisst  die 
Reduction  des  Kräftesystemes  für  den 
Punkt  O. 

Der  Redudionspunkt  O  kann  beliebig  gewählt  wer- 
den. Das  gegebene  Kräftesystem  kann  folglich  auf  unend- 
lich viele  Arten  auf  eine  Resultirende  und  ein  resultiren- 
des  Kräftepaar  reducirt  werden.  Wählt  man  anstatt  O 
einen  anderen  Reductionspunkt  0\  so  behält  die  Resul- 
tirende ihre  Grösse  und  Richtung  unverändert  bei  und 
ändert  nur  ihre  Lage,  während  sich  das  durch  seine  Axe 
dargestellte  resultirende  Kräftepaar  im  allgemeinen  sowohl 
in  Bezug  auf  die  Grösse  als  in  Bezug  auf  die  Richtung 
ändert. 

Benützt  man  ein  rechtwinkliges  räumliches  Coordina-  Die  Resulti- 
tensystem  mit  dem  Reductionspunkte  O  als  Anfangspunkt,       ^^f^- 
bezeichnet  die  Componenten  einer  Kraft  P  mitX,  Kund 
Z,  ihre  Richtungswinkel  mit  a,  ß  und  y  und  die  Coor- 
dinaten   ihres  Angriffspunktes   mit  jc,  y  und  2r,  so  erhält 
man  als  Componenten  der  Resultirenden  R 

I^=2:X  =  2:{Pcosal 

(172)  Ry=2:Y  =  Z{P  cos  ß\ 
R,=2Z  =  2(Pcosy\ 

und  als  Componenten  des  resultirenden  Kräftepaares  Das  resulti- 

rende Kräfte- 

Mx  =  liyZ-'ZY)  =  2P{y  cos  y  —z  cos  ß),  P^^''- 

(1 73)  My  =  I(zX—xZ)  =  SP  (z  cos  a—x  cos  y), 
Mz  =  nlxY—yX)  =  2P  (x  cos  ß—y  cos  a). 

Das  resultirende  Moment  hat  die  Grösse 

<1 74)  M  =  y^w?  ifr^2  qiTpf  t; 

und  die  Richtungscosinusse  seiner  Axe  sind 
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(175) 


cos  A  =     FF' 

M 


_My 

M 


COS/i=-^-i 


Q.OSV 


Sternes  auf 

zwei  sich 

kreuzende 

Kräfte. 


Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  nur  Af,  nicht  aber 
R  sich  mit  der  Lage  des  Reductionspunktes  O  ändert. 
Reduction  ei-       Ein  System  von  Kräften  im  Räume  kann  auch  auf  zwei 
nes  Kräftesy-  Kräfte  zurückgeführt  werden,  deren  Richtungslinien  sich 
im  allgemeinen  kreuzen.    Es  seien  R  die  in  der  oben  dar- 
gelegten Weise  erhaltene  Resultirende  (Fig.  207),  S  und  (S> 
die    beiden    Kräfte    des    resultirenden 
Kräftepaares,  wobei  die  Kraft  (S)  so  ge- 
wählt werde,  dass  ihr  Angriffspunkt  mit 
dem  Angriffspunkte  von  R  zusammen- 
falle.   Man   kann   dann   R  und  (S)  zu 
einer   Kraft   Q  zusammensetzen,   deren 
Richtungslinie  im  allgemeinen  die  Rich- 
tungslinie von  S  kreuzt.    Es  sind  Q  und 
5   dem    gegebenen   Kräftesystem   äqui- 
valent. 

Die  Reduction  auf  zwei  sich  kreu- 
zende  Kräfte  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  ausgeführt  werden,  und  zwar,  wie  jetzt  gezeigt  wer- 

;  den  soll,  so,  dass 
/  die  eine  Kraft 
durch  einen  ge- 
gebenen Punkt 
O  geht  und  die 
andere  Kraft  in  ei- 
ner vorgeschrie- 
benen Ebene  E 
Fig.  208.  liegt   (Fig.  208). 


^ 


Fig.  207. 
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Es  möge  eine  beliebige  Kraft  Pt  längs  ihrer  Richtungs- 
linie so  verschoben  werden,  dass  der  Angriffspunkt  in  die 
Ebene  E  hineinfällt,  und  nachher  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  Q/  durch  den  Punkt  O 
geht  und  die  andere  5/  in  der  Ebene  E  liegt.  In  derselben 
Weise  werde  mit  den  anderen  Kräften  verfahren.  Alle 
Componenten  Qi  liefern  im  allgemeinen  eine  Resultirende 
Q,  welche  durch  den  Punkt  O  geht,  und  alle  in  der 
Ebene  E  liegenden  Kräfte  S/  im  allgemeinen  eine  Resul- 
tirende S  in  dieser  Ebene.  Die  Möglichkeit  der  betrach- 
teten Reduction  ist  somit  nachgewiesen. 

C.    Gleichgewichtsbedingangen  für  Kräfte  im  Ranme. 

Damit  ein  System  von  Kräften  im  Räume  im  Oleich-      Gleich- 
gewichte  sei,  muss  sowohl  die  Resultirende  R  als  auch    gewichtsbe- 
das  Moment  M  des  resultirenden  Kräftepaares  gleich  Null  "^'"^J^!' 
sein.    Gemäss  den  Gleichungen  (172)  und   (174)  ^^^^^^  nchen  Kräfte- 
man  also  die  sechs   Bedingungen  Systems. 

Rc  =  2:X=2:{Pcos  a)  =  0, 
Ry  =  i:Y=  ^Pcos  ß)  =  0, 
R,=2Z  —  2{Pzosy)  =  Q. 

=  I{yZ—zY)  =  IPiy  cos  y—z  cos  ß)  —  0, 
=  Z{zX—xZ)  =  2P(z  cos  a — X  cos  y)  =  0, 
=  2:{xY~yX)  =  SP(x  cos  ß—y  cos  a)  =  0. 

Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Drei  Projec- 
Summe  der  Projectionen  sämtlicher  Kräfte  auf  jede  von  ^ionsgieichun- 
drei  zu  einander  senkrechten  Axen  gleich  Null  sein  muss,        ^^^' 

Um  die  drei  letzteren  Gleichungen  zu  deuten,  wird  Moment  einer 
ein  neuer  Begriff  eingeführt,  nämlich  das  Moment  ^^°f^  "*  ^^' 
einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Q e r a d e  ^""^^^^^ "'''' 
o  d  e  r  A  X  e. 

Man  versteht  unter  dem  Momente  einer  Kraft  in  Be- 
zug auf  eine  Gerade  das  Product  aus  der  Projection  der 


1) 

2) 

3) 

(176) 

4) 

M, 

5) 

My 

6) 

Afr 
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Kraft  auf  eine  zu  der  Geraden  senkrechte  Ebene  und  des 
kürzesten  Abstandes  zwischen  der  Geraden  und  der  Rieh- 
tungslinie  der  Kraft. 

Es  sei  P  eine  Kraft  mit  den  Componenten  X,  Kund 
Z  und   dem  Angriffspunkte  jc,  y,  z  (Fig  20Q).    Die  Pro- 

^i4 ^^ 


^-- 


r/ 


Fig.  209. 


jection  der  Kraft  auf  eine  zur  jc-Axe  senkrechte  Ebene 
werde  mit  Pyz  bezeichnet.  Bezeichnet  man  noch  mit  a 
den  kürzesten  Abstand  zwischen  der  x-Axe  und  der  Rich- 
tungslinie der  Kraft,  so  ist  das  Moment  der  Kraft  in  Be- 
zug auf  die  Jc-Axe  gemäss  der  Definition  gleich  Pyz.a. 
Die  Kraft  Pyz  hat  die  beiden  Componenten  Y  und  Z; 
Pyz  .  a  ist  das  statische  Moment  der  Kraft  /^  in  Bezug 
auf  den  Schnittpunkt  N  der  jc-Axe  mit  der  zu  ihr  senk- 
rechten Ebene.  Mit  Hülfe  des  Momentensatzes  erhält 
man  also  für  das  Moment  der  Kraft  in  Bezug  auf  die 
jc-Axe  den  Ausdruck 

yZ-zY, 

In  derselben  Weise  wird  das  Moment  in  Bezug  auf  eine 
der  anderen  Coordinatenaxen  berechnet. 

Dem  Momente  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe 
wird  je  nach  dem  Drehungssinn  ein  bestimmtes  Vor- 
zeichen erteilt.    Das  Moment  ändert  sich  nicht,  wenn  die 
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Kraft  längs  ihrer  Richtungslinie  verschoben  wird.  Es  ist 
gleich  Null,  wenn  die  Kraft  die  Axe  schneidet  oder  wenn 
sie  ihr  parallel  ist. 

Die  Oleichgewichtsbedingungen  4),  5)  und  6)  können  Drei  Momen- 
nunmehr  so  ausgesprochen   werden:  Für  das  Qleichge-  tengleichun- 
wicht  eines  räumlichen  Kräftesystems  ist  ausser  den  drei       ^^"" 
Projedionsbedingungen  erforderlich,  dass  die  Summe  der 
Momente  aller  Kräfte  in  Bezug  auf  jede  von  drei  zu  ein- 
ander senkrechten  Axen  gleich  Null  sei 

Wenn  nur  die  Bedingungen  1),  2)  und  3)  erfüllt  sind, 
so  reducirt  sich  das  Kräftesystem  auf  ein  Kräftepaar.  Sind 
dagegen  für  irgend  eine  Lage  des  Reductionspunktes  die 
Momentengleichungen,  nicht  aber  die  Projectionsgleichun- 
gen  erfüllt,  so  kann  das  System  auf  eine  einzige  Resul- 
tirende  zurückgeführt  werden,  welche  durch  den  Reduc- 
tionspunkt  geht. 

D.    Anwendungen. 

1)  Auf  jede  Seitenfläche  eines  geschlossenen  Polyeders  wirkt  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment  gleich  dem  Inhalte  der  Seitenfläche  ist. 
Alle  Axen  der  Momente  sind  nach  aussen  gerichtet.  Man  zeige,  dass 
die  Kräftepaare  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Jedes  Kräftepaar  kann  durch  Kräfte  ersetzt  werden,  welche  längs 
der  Kanten  der  Seitenfläche  wirken  und  durch  die  halben  Längen  der 
Kanten  dargestellt  werden  (Man  vergleiche  hierzu  die  Aufgabe  auf 
p.  310).  Auf  diese  Weise  erhält  man;|,auf  jeder  Kante  des  Polyeders 
zwei  gleich  grosse,  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte,  welche  sich  also 
aufheben.    Das  Kräftesystem  ist  folglich  im  Gleichgewichte  w.  z.  b.  w. 

2)  Man  beweise,  dass  die  Projection  der  Axe  des  resultirenden 
Momentes  eines  räumlichen  Kräftesystems]  auf  die  Richtung  der  Re- 
sultirenden unabhängig  von  der  Lage  des  Reductionspunktes  ist. 

Bezeichnet  man  mit  Xq,  y^,  Zq  die  Coordinaten  des  Reductions- 
punktes in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im  Räume, 
so  erhält  man  mit  den  früher  benützten  Bezeichnungen 

R^=2Z, 

21 
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und 

M^  =  ^(y-y^  Z-{z-^z^  V}  =  S(yZ-zY)-y^ZZ+z^  2Y, 
My  =  S{(z--z^)  X^(x-x^  Z]  =  J'CzX-JcZj-Zo  2X  +  x^  2Z, 
M^  =  l{{x-x^  Y-{y^y^)  X]  =  l\xY-yX)-Xo  SY+y^  2X. 

Für  den  Winkel  ^  zwischen  der  Resultirenden  und  der  Axe  des  rcsul- 
tirenden  Momentes  ergiebt  sich 

und  die  zu  berechnende  Projection  ist 
(177)  "     -  "^       ^ ' 


iW  cos  ^  =  ^{/?^  M^  +  /?j,  ilfj,  4.  /?,  i*f,  } . 


Durch  Einsetzen  der  Werte  von  /?„,  R„,  /?,  und  M  ^,  M„,  M,  fin- 
det  man 


(178) 


M^j^Ry  My  j^R^M^^  XXy^Z(yZ~zY)-\- 
+  ^Yy,  SizX-xZ)  +  ZZX  ^{xY-yX), 


Die  Coordinaten  Xq,  y^,  Zq  des  Reductionspunktes  kommen  hier  nicht 

vor;  es  ist  somit  Mcosü  unabhängig  von  der  Lage  dieses  Punktes, 

w.  z.  b.  w. 

3)  Welches  ist  der  analytische  Ausdruck  für  die  Bedingung,  dass 

ein   Kräftesystem   im  Räume  auf  eine  einzige  Resultirende  reducirt 

werden  könne? 

Es  sei  R  die  Resultirende,  M  die  Axe 
des  resultirenden  Kräftepaares  bei  der  Reduc- 
tion  auf  einen  Punkt  O  (Fig.  210).  Femer 
werde  die  Componente  von  M  in  der  Rich- 
tung von  R  mit  Mq,  die  zu  R  senkrechte  Com- 
ponente mit  M  bezeichnet.  Man  bringe  nun 
in  einem  Punkte  N,  der  in  einer  durch  R  senk- 
recht zu  M  gelegten  Ebene  liegt,  die  mit  R 
gleich  grosse  und  parallele  Kraft  R  sowie  ihre 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  (/?')  an. 
Femer  wähle  man  den  Abstand  x  des  Punktes 
N  von  R  so,  dass  das  Moment  des  von  R 
und  (R!)  gebildeten  Kräftepaares,  d.  h,  Rx 
gleich  gross,  aber  M  entgegengesetzt  sei. 
Für  den  Punkt  N  als  Reductionspunkt  wird 
also  das  räumliche  Kräftesystem  auf  eine  Re- 
Fig.  210.  sultirende  /?'  und  ein  resultirendes  Kräftepaar 
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Mq  in  einer  zu  /?'  senkrechten  Ebene  redudrt.  Diese  Reduction  ist 
immer  möglich;  die  Richtungslinie  von  K  (=/?)  heisst  die  Cen- 
tralaxe  des  Kräftesystems.  Von  allen  resultirenden  Momenten  ist 
Mq  das  kleinste.  Damit  nun  eine  einzige  Resultirende  übrig  bleibe, 
muss  Mq  gleich  Null  sein.  Gemäss  der  Gleichung  (178)  wird  diese 
Bedingung  analytisch  durch  die  Formel 


(179) 


R^.M^^RyMy  +  R^M^=0 


ausgedrückt. 

4)  In  drei  nicht  zusammenstossenden  Kanten  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipeds  wirken  gleich  grosse  Kräfte  (Rg  211).    Wann  ist  das 

Z\ 

i 


c 


Je 


Fig.  211. 


Kräftesystem  einer  einzigen  Resultirenden  äquivalent? 
Man  erhält  mit  den  Bezeichnungen  der  Figur 

A  j.   =    Ry     =    R^     =    Pf 

M^  =  0,My=  Pc,  M^  =  P(a-b), 
und  die  Bedingung  wird 

b  =  a-\-c. 

5)  Man  steile  den  aiigemeinen  Ausdruck  für  das  Moment  einer 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  auf 

Es  seien  die  Componenten  der  Kraft  in  Bezug  auf  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  im  Räume  X,  Y,  Z,  die  Coordinaten  ihres 
Angriffspunktes  x,  y,  z,  die  Richtungswinkel  der  gegebenen  Axe  a,  ß, 
y  und  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  ihr  a,  b,  c.  Das  Mo- 
ment ist 
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wo 


Af  =  P.sind.< 


p^ryA^+y2  +  z^, 


cos  d  zn  ^ 


A'  COS  a  +  Kcos  /?  +  Z COS  y 


und 
^  (jr— ö)  (  K cos  y—Z  cos  /?}  +  0^-  b){Z  cos  o— X  cos  y]  +  (z— f){ X  cos/?—  Kcos  o} 
^~  PsiiTS 

sind.    Folglich  erhält  man 

(180)         M  =  U-a){Kcos  y—Zco^ß)  +  (j^— 6){Zcosa  -AT cos  y]  + 
+  {z—c)[X  cos  ß—Ycos  oj . 

6)  Af a/i  beweise  den  Momentensatz  fOr  Kräfte  im  Räume,  wenn 
die  Momente  der  Kräfte,  der  Resultirenden  und  des  resultirenden  Kräfte- 
paares  in  Bezug  auf  eine  Gerade  genommen  werden, 

§63. 
Parallele  Kräfte  im  Räume. 

Zusammen-        Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  die  Kräfte 
säzung     eines   räumlichen  Systemes  einander  parallel   sind.     Sie 
paralUUr     g^ien 

^"^^^  p  p     p 

mit  den  Angriffspunkten 

{^1  Jl  2l)f    (-^2^2  Z2)""  {^n  yn  Zn) 

und  den  Richtungswinkeln  a,  /?,  y  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem.  Es  werde  auch  der  Fall 
berücksichtigt,  dass  die  Kräfte  entgegengesetzten  Sinn 
haben  können  und  zwar  so,  dass  man  die  Kräfte  P  mit 
der  Richtung  a,  ß,  y  als  positiv,  die  Kräfte  mit  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  als  negativ  rechnet.  Wenn  alle 
Kräfte  denselben  Sinn  haben,  so  giebt  es  immer  eine  ein- 
zige Resultirende,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man 
zuerst  zwei  Kräfte,  dann  ihre  Resultirende  mit  einer  drit- 
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ten  Kraft  u.  s.  w.  zusammensetzt.  Die  Componenten  der 
Resultirenden  sind 

R^  =  2'(PC0S  a)  =  COS  a  .  ZP, 

(181)  Ry  =  2'(Pcos  ß)  =  cos  /8 . 2'P, 
R^  =  2'(Pcos  y)  =  cosy.  SP, 

ihre  Grösse  ist 

(182)  R  =  2P, 

ihre  Richtung  ist  diejenige  der  Kräfte  selbst.  Wenn  einige 
Kräfte  in  dem  einen,  andere  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne  gerichtet  sind,  so  kann  der  specielle  Fall  vorkom- 
men, dass  2P=o  ist.  Die  Kräfte  sind  dann  entweder 
einem  Kräftepaare  äquivalent  oder  halten  sich  das  Gleich- 
gewicht. 

Es  soll  noch  die  Lage  der  Resultirenden  bestimmt  ^«^^^  ^^ 
werden.  Zu  diesem  Zwecke  werde  eine  Kraft  (2P),  deren  ^'*^^''^'^^'^' 
Richtung  entgegengesetzt  ist  derjenigen  der  Resultirenden 
und  in  ihrer  noch  unbekannten  Richtungslinie  hinzuge- 
fügt. Es  seien  f,  ?y,  f  die  Coordinaten  eines  Punktes 
dieser  Richtungslinie.  Die  Kräfte  Pi,  P^...  Pn,  (2/>)  hal- 
ten sich  das  Gleichgewicht.  Wendet  man  auf  sie  die  drei 
Momentengleichungen  auf  p.  31Q  an,  so  erhält  man 

2P{y  cos  y—z  cos  ß)—Yi .  2P,  cos  y  +  C .  -2P.  cos  /S  =  0, 
2:P(z  cos  a—x  cos  y)— f  .  2P,  cos  a  +  f  .  IP ,  COS  7  =  0, 
IP(x cos ß—y  cos a)— f  ,ZP,zosß +  ^^  .IP ,  cos a  =  0. 

Betrachtet  man  f,  r}  und  C  als  die  laufenden  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Räume,  so  stellt  jede  dieser  drei  Glei- 
chungen eine  Ebene  dar.  Zwischen  den  drei  Gleichungen 
besteht  eine  Identität;  die  Summe  der  bez.  mit  cosa,  cos/S 
und  cosy  multiplicirten  linken  Seiten  ist  gleich  Null. 
Die  drei  Gleichungen  bestimmen  also  zusammen  nicht 
einen  Punkt,  sondern  eine  Gerade,  längs  welcher  die  drei 
Ebenen  sich  schneiden.  Diese  Gerade  ist  die  Richtungs- 
linie der  Resultirenden.  Den  Gleichungen  kann  auch  die 
Form 
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Mittelpunkt  gegeben  werden 
paralleler    den  Coordinaten 
Kräfte. 


(183) 


COS y  {APy)~i] . 2P}  —  cos ß{l{Pz)-l: .  HP}  =  0, 
COSa  {2{PZ)-C .  HP}  —  cos  y  {2:{Px)—S .  2P}  =  0, 
cos  ß  {S{Px)—S .  ZP}  —  cos  a  {S(Py)—ri .  2P}  =  0 

Man  erkennt,  dass  der  Punkt  S  mit 


„-.^(Py) 


Schwerpunkt. 


c= 


ZP 


auf  der  Resultirenden  liegt.  Ferner  sieht  man,  dass  die 
Resultirende  der  Kräfte  fortwährend  durch  den  Punkt  5 
geht,  wenn  man  alle  Kräfte  um  ihre  Angriffspunkte  in 
solcher  Weise  dreht,  dass  sie  einander  parallel  bleiben. 
Der  Punkt  S  heisst  der  Mittelpunkt  der  paral- 
lelen   Kräfte.] 

Wenn  die  parallelen,  gleich  gerichteten  Kräfte  Schwer- 
kräfte sind,  so  heisst  ihr  Mittelpunkt  Schwerpunkt. 
Weil  die  Lehre  vom  Schwerpunkte  einen  wichtigen  Platz 
in  der  Mechanik  einnimmt,  soll  ihr  ein  besonderer  Ab- 
schnitt gewidmet  werden. 


Siebenter  Abschnitt. 

Die  Lehre  vom  Schwerpunkte. 

§  64. 

^[^Schwerpunkt  materieller  Panktsysteme. 

Es  seien  {x^y^  Zi),  (x^y^^^)  --  -  i^nJ^n  Zn)  auf  ein  recht-    Allgemeine 
winkliges  Coordinatensystem  im  Räume  bezogene  mate-     Formeln. 
rielle Punkte, deren  Gewichte  bez. /?i, p^-'-Pn  sind.  Wenn 
das  System  keine  sehr  grosse  räumliche  Ausdehnung  hat, 
so  lassen  sich  die  Gewichte  als  parallele,  im  gleichen 
Sinne  gerichtete  Kräfte  auffassen.    Gemäss  den  Formeln 

(183)  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Systems 

^-    2p  ^ 

iMKi\  ^—^Jpy) 

(184)  "^—I^^ 

Der  gemeinsame  Nenner  2/;  ist  das  Gesamtgewicht  des 
Systems. 

Bezeichnet  man  mit  rrii,  m^...mn  die  Massen  der  ein- 
zelnen Punkte  des  Systems,  so  ist 

P2  =  f'l^gf 

Pn=^mng 
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und  die  Formeln  (184)  liefern 

Z(mx) 


S  = 


(185) 


V  = 


M    ' 
Z{my) 


M 


^~    M     ' 


wo  M=i2ni  die  gesamte  Masse  des  Systems  ist. 

Die  Ausdrücke  (185)  zeigen,  dass  die  Lage  des  Schwer- 
punktes unabhängig  von  den  auf  das  System  wirkenden 
parallelen  Kräften  ist  und  allein  durch  die  Massenvertei- 
lung innerhalb   des  Systems  bestimmt  wird.    Auf  Grund 
Massen-     dieser  wichtigen  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  heisst  er 
mittelpunkt,  auch  Massenmittelpunkt. 
Massen-  Man  nennt  das  Produd  der  Masse  eines  Punktes  und 

moment.  seines  Abstandes  von  einer  Ebene  Massenmoment 
in  Bezug  auf  die  Ebene,  Die  drei  Formeln  (185)  geben 
den  Satz:  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten  von  einer  beliebigen  Ebene  ist  gleich 
dem  Quotienten  aus  dem  Massenmomente  des  Systems  in 
Bezug  auf  diese  Ebene  und  der  ganzen  Masse  des  Systems. 
Bringt  man  die  Gleichungen  (185)  auf  die  Form 
M,^  =  2{mxl 
(186)  M,ri  =  I{my\ 

M,C  =  Amz), 

so  kann  man  dem  Satze  auch  die  Form  geben:  Die  Summe 
der  Massenmomente  eines  Systems  von  materiellen  Punk- 
ten in  Bezug  auf  eine  Ebene  ist  gleich  dem  Momente  der 
ganzen,  in  den  Massenmittelpunkt  verlegten  Masse  des 
Systems  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  für  das  ganze  System, 
sondern  auch  für  jeden  Teil  desselben.  Kennt  man 
also  die  Lage  des  Massenmittelpunktes  eines  Teiles 
des   Systems,   so   erhält  man  seinen  Beitrag  zur  Summe 
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der  Massenmomente,  wenn  man  das  Product  der  Masse 
dieses  Teiles  und  des  Abstandes  seines  Massenmittel- 
punktes von  der  betreffenden  Ebene  bildet. 

Wenn  die  n  Massen  eines  Systems  von  n  Punkten 
im  Räume  alle  gleich  gross  sind,  so  hängt  die  Lage  des 
Schwerpunktes  nur  von  der  geometrischen  Configuration 
ab.    Seine  Coordinaten  sind 

^~  n  ' 


^  =  -n^ 


n  ' 

^       n  ' 

d.  h.  die  aritmetischen  Mittel   der   Coordinaten  der  Sy- 
stempunkte. 

Anwendungen. 
1)  Man  soll  den  Schwerpunkt  der  Massen  m^  und  m^  in  dem 
Abstände  a  von  einander  bestimmen. 

Es  sei  A   der  Punkt  mit  der 
Masse  m^,   B  der  Punkt  mit  der    ^ / 1| ^ 


Masse  m^  (Fig.  212).    Wenn  man     ^,  m.^ 

die  Momente  der  Massen  z.  B.  in  f\g^  212. 

Bezug  auf  eine  durch  A  senkrecht 

zu  AB  geführte  Ebene  berechnet,  so  findet  man  für  den  Abstand  f 

des  auf  AB  liegenden  Schwerpunktes  5  von  A 


/7I1  +  /W2 
Der  Abstand  SB  beträgt 

^1 


fl-^: 


'  /Hl  -j-  /W2 


Der  Schwerpunkt  teilt  also  den  Abstand  beider  Punkte  im  umge- 
kehrten Verhältnis  der  Massen, 

Sucht  man  z.  B.  den  Schwerpunkt  des  von  der  Erde  und  dem 
Monde  gebildeten  Systems,  so  kann  man  sich  zunächst  die  Massen 
dieser  Körper  in  ihren  Mittelpunkten  concentrirt  denken.  Weil  die 
Masse  des  Mondes  nach  den  Beobachtungen  ungefähr  ^  der  Erd- 
masse ist,  so  erhält  man,  wenn  /Wj  die  Erde,  m^  der  Mond  ist, 
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^^ 


1  + 


wo  a  den  Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  bezeichnet.  Dieser  Ab- 
stand beträgt  etwa  60  Erdradien;  es  liegt  also  der  gemeinsame  Schwer- 
punkt von  Erde  und  Mond  innerhalb  der  Erdkugel. 

2)  Man  bestimme  den  Schwerpunkt  von  drei  gleich  grossen  Massen 
in  den  Ecken  eines  Dreieckes, 

Der  Schwerpunkt  S  liegt  in  der  Ebene  des  Dreieckes  (Fig.  213). 
Die  beiden  Massen  m  m  A  und  B  können  durch  die  Masse  2m  in 

dem  Halbirungspunkte  C  der  Seite  AB 
ersetzt  werden.  Folglich  liegt  S  auf  der 
Strecke  CC  und  teilt  sie  im  Verhältnis 
von  2  zu  1.  D.  h.  der  Schwerpunkt  fällt 
mit  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  der 
Mittellinien  des  Dreieckes  zusammen. 
Sind  die  Coordinaten  der  Eckpunkte 
^'  -^  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  im 

Fig.  213.  Räume  (x^y^z^),  (x^y^z^)  und  ix^y^z^, 

so  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  die  aritmetischen  Mittel: 


'  3  ' 

3 

3)  Man  bestimme  den  Schwerpunkt  von  vier  glichen  Massen, 
welche  die  Ecken  eines  Tetraeders  bilden. 

Der  Schwerpunkt  ist  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  vier  Gera- 
den, welche  von  je  einer  Ecke  nach  dem  in  der  Aufgabe  2)  bestimm- 

^  ten  Punkte  der  gegenüber 

\{^,y,^)  liegenden  Seitenfläche 

gezogen  werden,  und  hat 
die  Coordinaten 

7>        f=fL±A±j?3+ii 
JJ        ^  4  ' 


Fig.  214. 


(*,y.^>) 


.  ^l  +  ^2  +  ^3  +  ^4 
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4)  Wie  müssen  sich  die  in  den  Ecken  eines  Dreieckes  oder  eines 
Tetraeders  angebrachten  Massen  zu  einander  verhalten,  damit  ihr 
Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Kreises,  bez. 
•der  eingeschriebenen  Kugel  zusammenfalle? 

Antwort:  Wie  die  gegenüber  liegenden  Kanten  des  Dreieckes,  bez. 
die  Flachen  des  Tetraeders. 

5)  Man  beweise,  dass  für  den  Schwerpunkt  eines  materiellen 
Punktsystems  die  Grosse  I(nuP)  ein  Minimum  wird,  wenn  d  den 
Abstand  eines  Massenpunktes  von  einem  beweglichen  Punkte  bezeichnet. 

Es  seien  f , »?,  f  die  Coordinaten  des  betrachteten  Punktes.  Dann 
eiigiebt  sich 

2:(md^  -/(l,  rj,  C)  =  2m  {(|  ^xf  +  (fi  -yf  +  (C  -  z)»} 

und 

1  df 

"2  4=^-^'"-^<'"^)' 


2  dri 


=  riZm--S(my), 


1  f)f 

2  7^  =  Z^rn  —  2(m2). 

Die  Bedingung,  dass  /  ein  Minimum  sei,  verlangt,  dass  die  drei  par- 
tiellen Ableitungen  gleich  Null  seien.  Man  erhält  alsdann  für  f,  ri 
und  C  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes.  Eine  nähere  Untersuchung 
zeigt  noch,  dass  es  sich  thatsächlich  um  ein  Minimum  von  /  handelt. 


§  65. 

Schwerpunkte  geometrischer  Körper,  Fliehen  und  Linien. 
Allgemeine  Formeln. 

Ein  Körper  heisst  homogeny  wenn  auf  gleich  grosse 
Volumina  stets  gleich  grosse  Massen  fallen.  Das  constante 
Verhältnis  zwischen  der  Masse  und  dem  Volumen  wird 
Dichte  des  Körpers  genannt  Wird  die  Masse  des 
homogenen  Körpers  mit  M,  das  Volumen  mit  V  und  die 
Dichte  mit  q  bezeichnet,  so  ist  also 

M 


und 
(187) 


=  Q 


M^qV. 


Homogene 

und  nicht 

homogene 

Körper, 

Dichte, 
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Wenn  der  Körper  nickt  homogen  ist,  so  heisst  er  hete- 
rogen. Der  Quotient  der  Masse  und  des  Volumens  ist 
die  sog.  mittlere   Dichte 

(188)  ^  =  ^. 

Ebenso  erhält  man  die  mittlere  Dichte  eines  Teiles  des 
Körpers.  Nimmt  man  diesen  Teil  kleiner  und  kleiner, 
so  nähert  sich  die  mittlere  Dichte  einem  Grenzwerte, 
welcher  die  Dichte  in  dem  Punkte  heisst,  zu  welchem 
sich  das  Teilchen  mehr  und  mehr  zusammenzieht.  Die 
von  Punkt  zu  Punkt  veränderliche  Dichte  wird  also  durch 
die  Ableitung 

(189)  .=f 

definirt.  Ferner  berechnet  man  die  Gesamtmasse  des 
Körpers  vermittelst  des  auf  den  ganzen  Körper  zu  er- 
streckenden Integrals 

(190)  M=jQdV. 

Specifisches  Unter  dem  specifischen  Gewichte  eines  homogenen  Kör- 
Gewicht  p^^  versteht  man  den  Quotienten  aus  seinem  Gewicht  und 
seinem  Volumen,  Bei  einem  heterogenen  Körper  spricht 
man  von  dem  mittleren  specifischen  Gewicht 
und  dem  specifischen  Gewicht  in  einem  Punkte.  Be- 
zeichnet man  Gewichte  mit  dem  Buchstaben  O,  spe- 
cifische  Gewichte  mit  y,  so  ist  also 

(191)  y=i^oAtx^=y,  y  =  -^undG=fydV, 

Nach  den  Formeln  (191)  und  (187)  findet  man  für  einen 
homogenen  Körper 

G_yV_y_ 

und  also 

(192)  Y  =  o.g. 
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Das  speäfische  Gewicht  ist  somit  gleich  dem  Producte 
aus  der  Dichte  des  Körpers  und  der  Beschteunigung  der 
Schwere. 

Die  Dichte  und  das  specifische  Gewicht  haben  ihre  Einheiten  der 

besonderen  Einheiten,  und  zwar  ist:  Dichte  und 

des  speci" 
fischen  Ge- 
wichtes, 


Einheit  der  Dichte  = 


Masseneinh. 


Krafteinh.  Zeiteinh.^ 


Volumeneinh. 


Längeneinh.* 
Massene 
Längeneinh.^ ' 


.      Masseneinh. 

fanorpneinh  3 


p     kg  X  See.»  _  ,  ^,_,  kg  X  See."     .      Massenkg 
^-  °-     m  Xdm»  ~  ^"  dm*  "   ^^^^  "dS* 


Einheit  des  spec.  Gewichtes  =  g?^''"^- =  ??^^*^.^f:, 
'  Volumeneinh.        Langeneinh.s 


z.B.  j^oder  e.. 

dm*  cm« 


Nach  Übereinkunft  werden  die  Einheiten  des  speci- 
fischen  Gewichtes  immer  so  gewählt,  dass  das  specifische 
Gewicht  des  Wassers  gleich  1  wird.  Dies  ist  mit  den 
oben  angeführten  Einheiten  in  der  That  der  Fall.  Meistens 
wird  die  Dichte  nicht  in  denselben  Grundeinheiten  wie 
das  specifische  Gewicht  angegeben,  sondern  in  solchen 
Grundeinheiten,  dass  auch  die  Dichte  des  Wassers  gleich  1 
wird,  z.  B.  in  ^*?^f^.    Die    Zahlwerte    des    specifischen 


Gewichtes  und  der  Dichte  eines  Körpers  sind  dabei  die- 
selben. Man  darf  aber  nicht  vergessen,  wenn  Dichte  und 
specifisches  Gewicht  in  derselben  Gleichung  vorkommen, 
solche  Einheiten  zu  benützen,  die  aus  denselben  Grund- 
einheiten abgeleitet  sind. 

Es  sei  dM  ein  Massenelement  eines  homogenen  Kör- 
pers mit  den  Coordinaten  jc,  y  und  z  in  Bezug  auf  ein 
rechtwinkliges  Axensystem  im  Räume.  Der  Schwerpunkt 
des  Körpers  hat  die  Coordinaten 


Schwer- 
punkt eines 
Volumens. 
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(193) 


Führt  man  jetzt  die  Volumenelemente  mit  Hülfe  der 

Formeln 

dM  =  QdV, 

M  =  qV, 
ein,  so  findet  man 

,     fxdV 

(194)  r,=^^' 

.fzdV 

'-—      y 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  der  Schwerpunkt  eines  homo- 
genen Körpers  nur  von  der  geometrischen  Form  des  Kör- 
pers abhängt.  Man  spricht  deshalb  auch  vom  Schwer- 
punkt eines  geometrischen  Körpers  oder  eines  Volumens. 
Wenn  der  Körper  nicht  homogen  ist,  so  sind  seine 
Schwerpunktscoordinaten 

,_fQxdV 
^-ßdV 

,_fQzdV 

^  ^^nächen        ^^"   Spricht  auch   vom    Schwerpunkt   einer  geome- 
und  Linien,  trischen  Fläche  und  dem  Schwerpunkt  einer  geometrischen 
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Linie;  man  versteht  darunter  die  Schwerpunkte  einer 
gleichförmigen  Massenbelegung  auf  der  Fläche,  bez.  auf 
der  Linie.  Die  Masse  pro  Flächen-  oder  Längeneinheit 
heisst  Dichte  der  Massenbelegung  und  werde  mit  q  be- 
zeichnet Der  Schwerpunkt  ist  unabhängig  von  dem 
Werte  von  q]  für  seine  Coordinaten  gelten  die  Formeln 
(194)  und  (1Q5),  wenn  man  die  Volumenelemente  durch 
Flächen-,  bez.  Linienelemente  ersetzt  (Siehe  §§  66  und 
67  unten). 

In  vielen  Fällen  berechnet  man  die  Lage  des  Schwer- 
punktes auf  elementarem  Wege,  ohne  Quadraturen,  ganz 
besonders  dann,  wenn  gewisse  Linien  oder  Flächen  sich 
angeben  lassen,  auf  welchen  der  Schwerpunkt  liegen  muss. 
Man  beachte  auch  die  Bemerkung  auf  p.  328  betreffend 
den  Schwerpunkt  eines  Teiles  des  gegebenen  Massen- 
systems. 

Wenn  ein  homogener  Körper,  eine  homogene  Fläche 
oder  Linie  einen  geometrischen  Mittelpunkt  besitzt,  so  ist 
dieser  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Systems.  Als  Bei- 
spiele mögen  der  Halbirungspunkt  einer  Strecke,  der  Mittel- 
punkt der  gleichförmig  mit  Masse  belegten  Kreisperipherie 
oder  Kreisfläche,  der  Mittelpunkt  der  Kugel  und  des  Ellip- 
soides  u.  s.  w.  erwähnt  werden. 

Wenn  gleich  grosse  Massenelemente  symmetrisch  in  Schwerebene. 
Bezug  auf  eine  Ebene  liegen,  so  ist  die  Summe  ihrer 
Momente  in  Bezug  auf  die  Ebene  gleich  Null,  weil  die 
Glieder  der  Summe  sich  paarweise  tilgen.  Die  Sym- 
metrie darf  auch  eine  schiefe  sein.  Die  Symmetrieebene 
enthält  den  Schwerpunkt  und  ist  eine  sog.  Schwer- 
ebene des  Systems;  darunter  werde  allgemein  jede 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebene  verstanden.  So 
ist  z.  B.  jede  Hauptebene  eines  Ellipsoides,  eine  Diagonal- 
ebene eines  Parallelepipeds  oder  eine  Ebene  durch  die 
Rotationsaxe  eines  Umdrehungskörpers  eine  Schwerebene. 

Wenn  die  Massenelemente  ortogonal  oder  schief  sym-    Schwerlinie. 
metrisch  in  Bezug  auf  eine  Gerade  liegen,  so  enthält  die 
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Gerade  den  Schwerpunkt,  und  ist  eine  sog.  Schwer- 
linie. Allgemein  wird  unter  einer  Schwerlinie  jede 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Gerade  verstanden. 
Beispielsweise  ist  der  Durchmesser  eines  Kreises  oder 
einer  Kugel,  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  und 
die  Mittellinie  einer  Dreiecksfläche  eine  Schwerlinie. 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  ist  völlig  bestimmt, 
wenn  zwei  Schwerlinien  oder  eine  Schwerlinie  und  eine 
Schwerebene,  welche  die  Linie  nicht  enthält,  oder  drei 
Schwerebenen,  welche  sich  nicht  längs  einer  Geraden 
schneiden,  bekannt  sind. 


§66. 

Schwerpunkte  von  Linien. 

Allgenuine         £§  sei  ds  das  Linienelement  einer  Curve  im  Räume 
Formen  für  ^^^^  -^^  ^^^  Ebene,  q  die  Dichte  der  Massenbelegung, 
punkte  von   ^fo'gli^h   der  Quotient  aus  einer  Masse  und  einer  Länge. 
Linien.      Auf  dem  Elemente  ds  befindet  sich  die  Masse 

dM  :=  qds, 
und  die  ganze  Masse  ist 

M^^fgds, 


Z 


Y/ 


Fig.  215. 


WO  das  Integral  über 
das  betrachtete  Cur- 
venstück  erstreckt  wer- 
den muss  (Fig.  215). 
Die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  sind 

.fqxds^ 

r—    M 
fqzds 


:==' 
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Wenn  die  Linie  gleichförmig  mit  Masse  belegt  ist  und 
die  Länge  L  hat,  so  vereinfachen  sich  die  Ausdrücke 
(197);  man  findet: 


(198) 


t     fxds 

^_fzds 
^~~  L 


Ist  die  Curve  eben,  so  liegt  der  Schwerpunkt  in  ihrer 
Ebene;  wählt  man  diese  z.  B.  als  jry-Ebene,  dann  ist  C=0 
und  die  Formeln  für  |  und  iy  reichen  aus  zur  Bestim- 
mung des  Schwerpunktes. 

Im  folgenden  ist  überall  eine  homogene  Massenbele- 
gung vorausgesetzt,  wenn  nicht  das  Gegenteil  gesagt 
wird. 

Anwendungen. 

1)  Der  Schwerpunkt  einer  geradlinigen  Strecke  ist  ihr  Geradlinige 
Halbirungspunkt  Strecke, 

2)  Der  Umfang  eines  Dreieckes  (Fig.  216).  Dreiecks- 
Man  denkt  sich  in  den  Halbirungspunkten  der  Dreiecks-  umfang. 
Seiten    Massen    concentrirt, 


welche  proportional  den  Sei- 
tenlängen sind.  Der  Schwer- 
punkt dieser  drei  Massen  ist 
der  gesuchte  Schwerpunkt. 
Der  Mittelpunkt  der  Massen 
in  A  und  in  B'  liegt  in 
demjenigen  Punkte  C"  der 
Geraden  AM',  für  welchen 


..*'£.. 


A/r-     > 

X*  et 

/  y 

</ 

\Z 

\ 

^C- 

c 

....j^ 

Fig.  216. 


22 
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ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Schwerlinie  CC  den 
Winkel  A' C  B  halbirt.  In  derselben  Weise  erhält  man 
die  durch  A'  und  B'  gehenden  Schwerlinien.  Der  Schwer- 
punkt des  Dreiecksumfanges  ist  der  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses, welcher  dem  Dreieck  eingeschrieben  ist,  das  die  Sei- 
tenmitten des  gegebenen  Dreieckes  zu  Ecken  hat. 

Mit  den  Bezeichnungen  in  der  Figur  ist  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  von  der  Seite  AB 

a  +  b 


Sc=: 


hc 


Kreisbogen,        3)  Kreisbogen.    Der  Schwerpunkt  liegt  auf  dem 
Radius,  welcher  den  Kreisbogen  halbirt  (Fig.  217);  man 

braucht  nur  seinen  Abstand  f 
vom  Mittelpunkte  des  Kreises 
zu  berechnen.  Mit  den  Be- 
zeichnungen in  der  Figur  fin- 
det man 

a 

bS=^2  I  r cos (p .rd(p  = 


h4= 


2/^sina, 


Fig.  217 


k  =  2rsina 


Der  Schwerpunkt  des  Kreisbogens  teilt  also  den  Ra- 
dius im  Verhältnis  der  Sehne  zum  Bogen. 
Für  einen  Halbkreis  wird 


also 
(200) 


k  =  2r  und  b  =  7tr 


f  =  —  =  0.63662  r. 

71 
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4)  Halbkreis  mit  Durchmesser.  Da  man 
den  Schwerpunkt  einer  geraden  Strecke  und  eines  Kreis- 
bogens kennt,  so  kann  man  die  Lage  des  Schwerpunktes 
für  jedes  aus  geradlinigen  Strecken  und  Kreisbögen  zu- 
sammengesetzte System  berechnen.  Ein  Problem  dieser 
Art  ist  z.  B.  folgendes.  Aus  homogenem  Eisendrahte  mit 
constanter  Dicke  werde  ein  Halbkreis  mit  seinem  Durch- 
messer gebogen;  welchen  Winkel  bildet  der  Durchmesser 
mit  der  Verticalen,  wenn  das  System  in  einem  Eckpunkte 
aufgehängt  wird? 

Der  Schwerpunkt  liegt  lotrecht  unter  dem  Aufhän- 
gepunkt (Fig.  218).  Wenn  man  die  Momente  des 
Durchmessers  und  des  Halbkreises  in 
Bezug  auf  eine  Ebene  nimmt,  welche 
durch  den  Durchmesser  senkrecht 
zur  Ebene  des  Systems  gelegt  wird, 
so  erhält  man 

(7tr+2t)ri=inrX^, 

71 


v  = 


2 

71  +  2'' 


Halbkreis 
mit  Durch- 
messer. 


sowie  für  den  verlangten  Winkel  9? 

V         2 
^S<P  =  -  =  ^iZf2'  Fig.  218. 

9?  =  21M5'26". 
Würde  der  Durchmesser  aus  Eisendraht  mit  dem  spec.    . 
Gewichte  7.60,  der  Halbkreis  aus  Messingsdraht  mit  dem 
spec.  Gewichte  8.55  bestehen,  so  würde  sich  ^  =  20^21'  8" 
ergeben. 

5)  Cycloide.     Die   Gleichungen   einer   Cycloide,     Cydoide. 
welche  beim  Rollen  eines  Kreises  vom  Radius  r  entsteht, 
sind  nach  §  33  p.  148 

x^=r{(p  —  sin  9?), 
y  =  r(\  —  cos  <p). 
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Der  Schwerpunkt  S  liegt  auf  der  Symmetrieaxe  durch 
den  Scheitel  des  Cycloidenbogens  (Fig.  219).  Zur  Be- 
rechnung des  Abstandes  rj  des  Schwerpunktes  S  von 
der  x-Axe  erhält  man  die  Formeln 

dx=ir(\—  cos 9?) .  dq)^ 

dy=zrs\n  (p.d% 
ds  =  ^/dj^^^:fdf  = 


0\::: 


-r--^ 


fv7r > 

Fig.  219. 


=  y  2(1  —  cos  (p)rd(p  = 
=  2rsin^rf93. 


27t 


L  =j2rsm  %d(p  =  8r. 


0 
271 


Lfj  =fyds  =j2rsm^  |  X 2rsm ^äq>=^ r^. 


(201) 


4 
3^- 


§  67. 
Schwerpunkte  von  riächen. 

Allgemeine  Es  sei  dF  ein  Flächenelement  eines  begrenzten  krum- 
Formeln  für  men  oder  ebenen  Flächenstückes  (Fig.  220),  q  die  Dichte 
die  Schwer-  der  Massen belegung,  folglich  der  Quotient  aus  einer  Masse 
^'^Fmlh  ^^"^  ^"^  ^^^  Quadrate  einer  Länge.  Das  ganze  Flächenstück 
besitzt  die  Masse 

(202)  M  —JqdF, 

Die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  sind 
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^  = 


fqxdF 


M 


2\ 


/ 
/ 


(2Ü  J)  ri  —  — j^  I 
fgzdF 

wo  alle  Integrale  über 
das  Flächenstück  er- 
streckt werden  müssen. 
Wenn  die  Massen- 
belegung gleichförmig 
ist,  wie  in  den  unten  angeführten  Beispielen  vorausgesetzt 
wird,  so  liefern  die  Ausdrücke  (203)  mit  der  Bezeichnung 
F  für  den  gesamten  Flächeninhalt  die  Formeln 

,_fxdF 


r/ 


Fig.  220. 


(204) 


V  = 


C  = 


F   ' 

fydF 

F~' 
fzdF 


Bei  einer  ebenen  begrenzten  Fläche  braucht  man  nur 
zwei  Schwerpunktscoordinaten  zu  berechnen. 
Wenn  man  die 
Oberfläche  eines 
Umdrehungskör- 
pers  mit  zwei   zur 
Rotationsaxe    senk- 
rechten Ebenen 
schneidet,  so  erhält 
man  eine  Zone,  de- 
ren Schwerpunkt  5 
auf  der  Rotations- 
axe liegt  (Fig.  221).  Fig.  221. 


Oberfläche 
eines  Um- 
drehungs- 
körpers. 
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Diese  Rotationsaxe  werde  als  jc-Axe  gewählt  Einem  Bo- 
genelemente  ds  der  Meridiancurve  entspricht  ein  ringför- 
miger Streifen  2nzds  der  betrachteten  Zone;  der  Flächen- 
inhalt der  Zone  ist 


(205) 


F= 


\f27iz  ds, 


wo  die  Integrationsgrenzen  sich  auf  die  Variable  x 
beziehen,  und*a  und  b  die  Abstände  der  beiden  Grund- 
ebenen  von  der  j/2:-Ebene  sind.  Das  Moment  des  betrach- 
teten Streifens  in  Bezug  auf  die  yz-Ebtnt  ist  f2nzx  ds. 
Bezeichnet  f  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  dieser 
Ebene,  so  findet  man 


und 


(206) 


F.^  =  2jiJzx 

a 
b 

fzxds 
fzds 


ds 


alles  unter  der   Voraussetzung  gleichförmiger  Massenb^- 
legung. 

Anwendungen. 

Dreiecks-  1)  Dreiecksfläche.   Für  die  gleichförmig  belegte 

fläche.       Dreiecksfläche  ist  jede  Mittellinie  eine  Schwerlinie  (Fig.  222), 
Y\  ^     weil  sie    als  Axe  einer  schiefen 

Symmetrie  parallel  der  zugehöri- 
gen Grundlinie  betrachtet  werden 
kann.  Der  Schwerpunkt  der 
Dreiecksfläche  ist  also  der  gemein- 
same Schnittpunkt  der  drei  Mit- 

0^ ^—-^tellinien.    Nach  einem  bekannten 

Fig.  222.  geometrischen  Satze  ist  sein  Ab- 
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stand  von  jeder  Seite  des  Dreieckes  gleich  dem  Drittel  der 
entsprechenden  Höhe. 

Der  Schwerpunkt  der  Dreiecksfiäche  fällt  mit  dem 
Schwerpunkte  von  drei  gleich  grossen  Massen  in  den 
Ecken  zusammen  (p.  330)  und  hat  also  zu  Coordinaten 
die  aritmetischen  Mittel  der  Coordinaten  der  Eckpunkte. 

2)  Paralleltrapez.  Die  Verbindungslinie  der 
beiden  parallelen  Seiten  ist  eine  Schwerlinie  (Fig.  223), 
weil  sie  als  Axe  ei- 
ner schiefen  Symme- 
trie parallel  den  ge- 
nannten Seiten  be- 
trachtet werden 
kann.  Man  erhält 
eine  zweite  Schwer- 
linie, wenn  man  das 
Trapez  in  zwei  Dreiecke  zerlegt  und  ihre  Schwerpunkte 
mit  einander  verbindet  Der  Schnittpunkt  5  beider  Schwer- 
linien ist  der  Schwerpunkt  des  Trapezes.  Zur  Berech- 
nung des  Abstandes  tj  des  Punktes  S  von  der  Grund- 
linie a  dienen  folgende  Formeln,  welche  keiner  näheren 
Erläuterung  bedürfen. 

p. ah    p  _bh 

n— y;  ^2  — y 


Fig.  223. 


Parallel- 
trapez. 


h  2Ä 

(^1  +  ^2)  ^  =  Fy  rj^  +  F2  V2' 


hrj 


+-^ 


(207) 


V  = 


2b  +  ah 
a  +  b  3' 


Für  den  Abstand  ly'  von  S  gemessen  von  der  Orund- 
linie  b  aus  ergiebt  sich  durch  Vertauschen  von  a  und  b: 
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,      2a-\-bh 

Hieraus  folgt 

r,      2b  +  a      *+| 
V'      2a  +  b      ^_^| 

Diese  Formel  liefert  eine  einfache  Construction  einer  zwei- 
ten Schwerlinie  (Fig.  224).   Man  verlängert  jede  Grundlinie 

um  die  Länge  der  anderen 


p^^^ 


Fig.  224. 


Grundlinie  und  zwar  nach 
entgegengesetzten  Richtun- 
gen und  verbindet  dann  die 
Endpunkte  dieser  Verlänge- 
rungen mit  einander. 


Viereckfläche,  3)  Ebene  Viereckfläche.  Zerlegt  man  das 
Viereck  in  zwei  Dreiecke  und  verbindet  ihre  Schwer- 
punkte, so  erhält  man  eine  Schwerlinie.  Führt  man  diese 
Construction  noch  auf  eine  zweite  Art  aus,  so  wird  eine 
zweite  Schwerlinie  und  somit  der  Schwerpunkt  selbst  ge- 
funden. Die  Construction  kann  aber  noch  einfacher  durch- 
geführt   werden    (Fig.  225).    Man   zieht  die  Diagonalen 

y4Cund  BD,  trägt  AFgltich 
CEab  und  sucht  den  Schwer- 
punkt des  Dreieckes  DFB. 
Dieser  ist  dann  auch  Schwer- 
punkt der  Viereckfläche. 
Denn  die  Dreiecke  DFE  und 
DAC  einerseits  und    BFE 
und  BAC  andererseits  ha- 
ben   gemeinsame    Schwer- 
punkte, während   die   Flächeninhalte  der  Dreiecke  DFE 
und   BFE  sich   wie  die  Flächeninhalte  DAC  und  BAC 
verhalten. 


Fig.  225. 
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4)  Ebenes    Polygon.      Das    Polygon    wird    in      Ebenes 
Dreiecke  zerlegt,  deren  Schwerpunktscoordinaten  bestimmt     Polygon. 
werden.    In  diesen  Schwerpunkten  denkt  man  sich  Mas- 
sen angebracht,  welche  proportional  den  Flächeninhalten 

der  Dreiecke  sind.  Der  Schwerpunkt  dieses  Massensystems 
ist  der  Schwerpunkt  des  Polygons. 

Der  Schwerpunkt  kann  auch  graphisch  gefunden  wer- 
den und  zwar  in  folgender  Weise:  Man  bringt  in  den 
Schwerpunkten  der  Dreiecke  parallele  Kräfte  an,  welche 
proportional  den  Flächeninhalten  der  Dreiecke  sind,  z.  B. 
so,  dass  man  alle  Dreiecke  auf  eine  gemeinsame  Grundlinie 
reducirt  und  die  erhaltenen  Höhen  als  Kräfte  verwendet. 
Dann  wird  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  bestimmt. 
Zu  diesem  Zwecke  construirt  man  zuerst  für  eine  Lage 
der  Kräfte  mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  ihre 
Resultirende,  dreht  dann  alle  Kräfte  um  denselben  Win- 
kel, am  besten  um  90°,  und  construirt  die  Resultirende 
der  Kräfte  in  der  neuen  Lage.  Der  Schnittpunkt  der  bei- 
den Resultirenden  ist  der  Schwerpunkt  des  Polygons. 

Dasselbe  graphische  Verfahren  kann  für  eine  beliebige 
ebene  Figur  benützt  werden.  Man  teilt  die  Figur  in 
eine  kleinere  oder  grössere  Anzahl  von  Dreiecken,  entwe- 
der genau  oder  annähernd.  In  besonderen  Fällen  kön- 
nen auch  andere  Teilfiguren  betrachtet  werden;  nur 
muss  man  die  Lage  ihrer  Schwerpunkte  kennen. 

5)  Kreissector.  Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Kreisseäor. 
Halbirungslinie  des  Centri- 
winkels  (Fig.  226).  Es  sei 
f  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes 5  vom  Mittelpunkte 
O  des  Kreisbogens.  Der 
Sector  kann  in  unendlich 
schmale  Sectoren  zerlegt 
werden,  welche  man  als 
Dreiecke  betrachten  kann. 
Die    Schwerpunkte    dieser  Fig.  226. 
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Dreiecke  liegen  alle  auf  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius 
I  vom  Radius  des  Sectors  ist.  Die  ganze  Masse  des 
Sectors  kann  auf  diesen  Kreisbogen  verteilt  werden,  und 
zwar  gleichförmig.  Der  Schwerpunkt  des  Kreisbogens  ist 
bekannt;  er  ist  auch  der  Schwerpunkt  des  Sectors.  Nennt 
man  a  den  halben  Centriwinkel,  *  die  Sehne  und  b  den 
Bogen  des  ursprünglichen  Kreisbogens,  so  ergiebt  sich 
nach  p.  338 


oder 
(208) 


^      2k 
^  =  3b' 


2  sin  a 

3  a 


Speciell  für  die  Halbkreisfläche  ist 


(209) 


Parabelseg- 
ment, 


f  =  ;r-A-=:  0.42441  r. 


^-Jf 


Fig.  227. 


6.  Parabelseg- 
m  e  n  t.  Für  ein  Para- 
belsegment von  der  Form 
der  Figur  227  erhält  man, 
wenn  das  Segment  in 
schmale  Streifen  rf/^ senk- 
recht zur  Axe  der  Parabel 
zerlegt  wird, 


^   a 
dF=j;dXf 

a  a 

o  r "  o 


F.S=  I xydx=z  -^  /  x^dx  =  \ 


a%. 
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a  a 


<210)  ^  =  ^^a)n  =  \b, 

7)  Mantelflächen   des   Cylinders  und  des 
Kegels. 

Der  Schwerpunkt  der  Mantelfläche  eines  Cylinders,  Mantelfläche 
dessen  Grundflächen  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  sind,  ^^Q^'«^'^- 
fällt  mit  dem  Mittelpunkte  derjenigen  Geraden  zusammen, 
welche  die  Schwerpunkte  der  Begrenzungsairven  der  bei- 
den Grundflächen  verbindet,  sie  mögen  Kreise  oder  andere 
•Curven  sein. 

Der  Schwerpunkt  der  Mantelfläche  eines  geraden  Ke-  Mantelfläche 
:gels  liegt  auf  der  Axe  des  Kegels  (Fig.  228).    Die  ganze   ^^  Kegels, 

Mantelfläche  kann  in  schmale  dreieck-  /- * 

förmige  Elemente  zerlegt  werden,  deren  yflX  i 

Schwerpunkte  auf  einem  Kreise  liegen,  /g'  \  i 
dessen  Abstand  von  der  Grundfläche  /"i"}s  '\  : 
des  Kegels  ein   Drittel  der  Höhe  ist     Al|'''\^  *i 

Der    Schnittpunkt    der    Ebene    dieses  /'  J'  1 *\Ti- 

Krdses  mit  der  Axe  des  Kegels  ist  der  ^^^^ — — — -^ 
Schwerpunkt.  Fig-  228. 

Für  die  Mantelfläche  eines  abgestumpften  Kreiskegels  Mantelfläche 

mit  der  Höhe  ä,  dem  Radius  R  der  grösseren  und  r  der     ^  ^^^^ 

kleineren   Endfläche   berechnet   man  den  Abstand  f  des    ^^JJ^Pf^f^ 

Kegels, 
Schwerpunktes    von    der   grösseren    Endfläche  dadurch, 

dass   man   die   Mantelfläche  in  sehr  schmale  Paralleltra- 
peze teilt,  und  zwar  findet  man  (siehe  die  Formel  (207) ) 

<2n,  .  =  «±^1. 

8)  Kugelzone.     Man    construire   einen   Cylinder,    Kugelzone. 
welcher  die  Kugel  berührt  und  dessen  Axe  mit  derjeni- 
gen der  Kugelzone  zusammenfällt  (Fig.  229).   Bekanntlich 
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Fig.  229. 


besitzen  eine  Zone  der  Kugel 
und  eine  Zone  des  Cylinders  mit 
gemeinsamen  Endflächen  den 
gleichen  Flächeninhalt.  Dasselbe 
gilt  von  zwei  entsprechenden 
unendlich  schmalen  Elementarzo- 
nen; sie  haben  ausserdem  einen 
gemeinsamen   Schwerpunkt.     Es 


folgt  hieraus,  dass  die  statischen  Momente  einer  Kugel- 
zone und  der  entsprechenden  Cylinderzone  in  Bezug  auf 
.eine  beliebige  den  Endflächen  parallele  Ebene  diesel- 
ben sind.  Beide  Zonen  haben  deshalb  auch  gemeinsame 
Schwerpunkte,  d.  h.  der  Schwerpunkt  einer  Kugelzone 
(oder  einer  Kugelcalotte)  liegt  auf  ihrer  Axe  und  halbirt 
ihre  Höhenlinie. 

§  68. 
Schwerpunkt  von  Körpern. 

Für  den  Schwerpunkt  eines  Körpers  gelten  die  For- 
melsysteme (194)  und  (195).  In  den  folgenden  Anwen- 
dungen wird  überall  vorausgesetzt,  dass  der  Körper  ho- 
mogen sei. 
UmdrehungS'  Der  homogene  Körper  sei  ein  Umdrehungskörper,. 
körper,  welcher  von  zwei  zur  Rotationsaxe  senkrechten  Endflächen 
begrenzt  werde.  Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Rotations- 
axe und  wird  durch  seinen  Abstand  f  von  der  j'z- Ebene 
bestimmt  (Fig.  221).  Wenn  dx  die  Projection  des  Linien- 
elementes ds  der  Meridiancurve  auf  die  Rotationsaxe  be- 
zeichnet, so  erhält  man  mit  Anwendung  der  Bezeichnun- 
gen der  Figur  221 

b 

V^=fnzHdx 


und  weil 
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<212) 
ist 

<213) 


V=fnz^dx 

a 
b 

fz^xdx 

^  =  h 

JzHx 


1)  Prisma   und   Cylinder.    Ein  Prisma  oder  ein  Prisma  und 
Cylinder  mit  parallelen  Endflächen  kann  durch  Ebenen,     Cylinder, 
welche    parallel    diesen    Endflächen   sind,   in   unendlich 

dünne  Scheiben  zerlegt  werden.  Die  Schwerpunkte  die- 
ser Scheiben  liegen  alle  auf  der  Geraden,  welche  die 
Schwerpunkte  der  beiden  Endflächen  mit  einander  ver- 
bindet, und  zwar  kann  man  sich  die  ganze  Masse  des 
Körpers  gleichförmig  auf  dieser  Geraden  ausgebreitet  den- 
ken. Der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist  also  der  Halbi- 
rungspunkt  der  betrachteten  geradlinigen  Strecke.  Das 
Resultat  gilt  sowohl  für  einen  ortogonal  als  auch  für  ei- 
nen zu  den  Erzeugenden  schief  abgeschnittenen  prisma- 
tischen oder  cylindrischen  Körper  mit  parallelen  End- 
flächen. 

2)  Tetraeder.  Das  Tetraeder  kann  durch  Ebenen,  Tetraeder. 
welche  parallel  einer  Basisfläche  sind,  in  unendlich  dünne 
Schichten  zerlegt  werden,  de- 
ren Grundflächen  ähnlich  der 
Basisfläche  sind.  Die  Schwer- 
punkte dieser  Schichten  liegen 
auf  einer  Geraden,  velche  den 
Schwerpunkt  der  Basisfläche 
mit  der  gegenüberliegenden 
Ecke  des  Tetraeders  verbindet 
<Fig.  230).  Man  erhält  vier 
solche  Schwerlinien,  welche 
sich  in  dem  Schwerpunkte  des 
Tetraeders  schneiden  müssen. 
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Pyramide. 


Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  von  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  ein 
Viertel  der  entsprechenden  Höhe  beträgt.  Es  sei  ABC 
die  Seitenfläche.  Die  Kante  BC  werde  in  F  halbirt,  fer- 
ner ziehe  man  die  Linien  AF  und  DF.  Nimmt  man  OF 
gleich  einem  Drittel  von  AFwnd  ///="  gleich  einem  Drittel 
von  DF,  so  sind  O  und  H  die  Schwerpunkte  der  Seiten^ 
flächen  ABC  und  DBC.  Der  Schnittpunkt  S  von  DO 
und  AH  ist  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders.  In  dem 
Dreiecke  AFD  teilt  die  Transversale  OH  zwei  Seiten  i« 
dem  Verhältnisse  1 : 2  und  ist  also  parallel  der  dritten 
Seite  AD.  Zugleich  ist  OH  =  \AD.  Die  Dreiecke  Si4Z> 
und  SHQ  sind  ähnlich  und  SG  =  ^SD,  oder  was  das- 
selbe ist,  SO  =  i  DO.  In  demselben  Verhältnisse  1 : 4 
steht  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  der  Seiten-^ 
fläche  ABC  zu  dem  Abstände  der  Ecke  D  von  derselben 
Seitenfläche. 

Beim  Vergleiche  mit  der  Aufgabe  3)  auf  p.  330  er* 
kenjit  man,  dass  der  Schwerpunkt  des  homogenen  Tetra- 
eders mit  dem  Schwerpunkte  von  vier  gleich  grossen 
Massen  in  den  Eckpunkten  übereinstimmt  Seine  Coor- 
dinaten  sind  die  aritmetischen  Mittel  der  Coordinaten  der 
Eckpunkte. 

3)  Pyramide  und  Kegel.  Eine  Schwerlinie 
der  Pyramide  ist  die  Gerade,  welche  die  Spitze  der  Py- 
ramide mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
ner Grundfläche  verbindet  (Fig.  231). 
Man  kann  die  ganze  Pyramide  in 
Tetraeder  mit  gemeinsamer  Spitze 
zerlegen,  und  zwar  so,  dass  die 
Grundfläche  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  geteilt  wird;  die  Schwer- 
punkte aller  dieser  Tetraeder  liegen 
in  einer  Ebene,  welche  parallel  der 
Grundfläche  ist  und  sich  in  einem 
Flg.  231.  Abstände  gleich    dem   Viertel   der 
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Höhe  oberhalb  derselben  befindet.  In  dieser  Ebene  liegt 
also  auch  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  und  hat  folg- 
lich einen  Abstand  von  der  Grundfläche  gleich  dem  Vier- 
tel der  Höhe. 

Lässt  man  die  Seitenzahl  der  Grundfläche  unendlich  /ög«/. 
gross  und  die  Seiten  selbst  unendlich  klein  werden,  so 
geht  die  Pyramide  in  einen  Kegel  Ober.  Die  Betrach- 
tungen über  den  Schwerpunkt  gelten  unverändert.  Der 
Schwerpunkt  eines  Kegels  liegt  also  auf  der  Geraden, 
welche  die  Spitze  mit  dem  Schwerpunkte  der  Grund- 
fläche verbindet,  in  einem  Abstände  von  der  Grundfläche, 
welcher  ein  Viertel  der  Höhe  beträgt. 

4)  Kugelsecto r.  Halbkugel.  Ein ortogonaler  Kugdseäor. 
Kreiskegel,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  einer  Kugel 
liegt,  schneidet  aus  der  Kugel  einen  Kugelsector.  Der 
Schwerpunkt  liegt  auf  der  Axe  dieses  Umdrehungskör- 
pers und  kann  in  einfacher  Weise  wie  folgt  bestimmt  wer- 
den (Fig.  232).  Der  Sector  kann 
in  unendlich  schmale  pyramiden-  i 

förmige  Elemente  zerlegt  werden,    ^      iX'^"""''*^. 

deren    gemeinsame     Spitze    im^^ -^ ^^N 

Mittelpunkte  der  Kugel  liegt  Die   ^V-Jl^ j^^ 
Schwerpunkte  aller  dieser  Pyra-      '\\  j]        // 

miden  liegen  auf  der  Fläche  einer        *\       jf      // 
Kugelcalotte,  deren  Radius  |  von  \V     ji  y/^ 

dem  Radius  des  gegebenen  See-  Aik^ 

tors  ist.  Weil  ihre  Volumina  pro-  /^' 

portional   den    kleinen   Flächen-  ^*2-  2^2- 

elementen  der  Kugelcalotte  sind, 
so  kann  man  sich  diese  als  gleichförmig  mit  Masse  be- 
legt denken;  der  Schwerpunkt  des  Kugelsectors  fällt  mit 
dem  Schwerpunkte  dieser  Kugelcalotte  zusammen  (p.  348). 
Mit  den  Bezeichnungen  in  der  Figur  ergiebt  sich 

(214)  ^J^-r-\h. 
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HalbkugeL        Für  die  Halbkugel  erhält  man 


(215) 


Umdrehungs- 
paraboloid. 


^=h 


5).  Umdrehungsparaboloid.  Wenn  das  in 
der  Figur  227  dargestellte  Parabelsegment  um  die  Axe 
der  Parabel  rotirt,  so  entsteht  ein  Umdrehungsparaboloid, 
dessen  Schwerpunkt  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Formeln 
auf  p.  349  bestimmt  wird.  Ersetzt  man  z  in  der  Figur 
227  durch  y,  so  findet  man    ^ 

V=  nfy^dx  =  —fxdx  =  ]^  nab\ 

o  o 

a  a 


und 
(216) 


.=|. 


Oberfläche 
eines  Rota- 
tionskörpers, 


§  69. 

Ouldin'sche  Regeln. 

P  a  p  p  u  s  hat  eine  interessante  Anwendung  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  auf  die  Berechnung  der  Fläche  und 
des  Inhaltes  von  Rotationskörpern  gemacht.  Die  erhalte- 
nen Regeln  werden  aber  gewöhnlich  nach  0  u  1  d  i  n 
benannt. 

Nach  p.  342  ist  der  Flächeninhalt  F  einer  Zone  der 
Mantelfläche  eines  Umdrehungskörpers,  welche  durch  die 
Rotation  einer  ebenen  Curve  (Fig.  221)  um  eine  in  ihrer 
Ebene  liegende  Axe  entsteht, 
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F=  2jifzds, 


\ffo  das  Integral  über  das  ganze  betrachtete  Stück  er- 
streckt werden  muss.  Der  Ausdruck  J'zds ^stellt  das 
statische  Moment  des  Cur-  /^ 

venstückes  in  Bezug  auf  eine 
durch  die  Axe  senkrecht  zur 
Ebene  der  Curve  gelegte 
Ebene  dar  (Fig.  233).  Nennt 
man  L  die  Länge  des  Cur- 
venstückes,  C  den  Abstand 
seines  Schwerpunktes  5  von 
der  Axe,  so  erhält  man 


Fig.  233. 


und  findet  also 
(217) 


L .  f  zi^fzds 


F=27i^.L 


Die  Grösse  2ni^  ist  der  Weg,  den  der  Schwerpunkt  S  bei 
einer  Umdrehung  beschreibt,  d.  h.  der  Umfang  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  C.  Es  ergiebt  sich  also  folgende 
Regel  zur  Bestimmung  der  Oberfläche  eines  Rotations- 
körpers. 

Der  Flächeninhalt  einer  Zone  einer  Umdrehungsfläche 
ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Länge  des  sie  erzeugen- 
den Meridianbogens  und  dem  Wege,  den  der  Schwerpunkt 
des  Bogens  durchläuft 

Die  Regel  kann  auch  umgekehrt  für  die  Berechnung 
des  Schwerpunktsabstandes  C  einer  ebenen  Curve  benützt 
werden,  wenn  der  Inhalt  F  der  Zone  der  Rotationsfläche 
bekannt  ist.    Man  erhält 


(218) 


^       2jiL 


23 
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Volumen 
eines  Rota- 
tionskörpers. 


Wenn  eine  begrenzte  ebene  Fläche  sich  um  eine  in 
ihrer  Ebene  liegende,  die  Fläche  nicht  schneidende  Axe 
dreht,  so  entsteht  ein  ringförmiger 
Rotationskörper  (Fig.  234).  Ein  Ele- 
ment dF  dieser  Fläche,  welches  den 
Abstand  z  von  der  Rotationsaxe  hat, 
erzeugt  einen  Ring  mit  dem  Volu- 
men 

dV=2jiz.dF. 

Das  Volumen  des  ganzen  Rotations- 
körpers ist 

V=27tfzdF, 

wo  das  Integral  über  das  ganze  ebene  Flächenstück  er- 
streckt werden  muss.  Es  bezeichnet  fzdF  das  statische 
Moment  dieses  Flächenstückes  in  Bezug  auf  eine  durch 
die  Rotationsaxe  senkrecht  zur  Ebene  des  Flächenstückes 
gelegte  Ebene.  Ist  F  die  ganze  Fläche,  C  der  Abstand 
ihres  Schwerpunktes  von  der  Axe,  so  erhält  man 

fzdF=li.F 

und  folglich 

(219)  V^2ji1:.F. 

Diese  Formel  enthält  die  Q  u  1  d  i  n'sche  Regel  für  die 
Volumina  der  Rotationskörper. 

Das  Volumen  eines  Umdrehungskörpers  ist  gleich  dem 
Produde  aus  dem  Inhalte  der  ihn  erzeugenden  Fläche  und 
dem  von  ihrem  Schwerpunkte  durchlaufenen  Wege. 

Umgekehrt  kann  man  diese  Regel  zur  Bestimmung 
des  Schwerpunktes  einer  ebenen  Fläche  benützen,  wenn 
man  den  Inhalt  des  Rotationskörpers  kennt,  welcher  durch 
Drehung  der  Fläche  um  irgend  eine,  in  ihrer  Ebene  lie- 
gende Axe  entsteht. 
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Dreht  man  die  ebene  Fläche  um  ihren  Schwerpunkt 
ohne  die  Axe  zu  verändern,  so  erhält  man  Umdrehungs- 
körper von  verschiedener  Form,  aber  von  gleich  grossem 
Volumen. 

Anwendungen. 

1)  Ein  Kreis  dreht  sich  um  eine  in  seiner  Ebene  lie- 
gende Axe;  man  berechne  die  Fläche  und  das  Volumen 
des  entstehenden  Rotationskörpers. 

Es  sei  r  der  Radius  des  Krei- 
ses (Fig.  235),  a  der  Abstand  sei- 
nes Mittelpunktes  von  der  Axe, 
wobei  a  >  r  ist.  Für  die  Fläche 
des  ringförmigen  Körpers  erhält 
man: 

/=■=  27tr .  2jia  =  An^ar 
Das  Volumen  ist:  Fig  235. 

V=  nr^ .  27ia  =  2ji^ar^, 

2)  Mit  den  Bezeichnungen  der  Figur  227  berechnet 
man  nach  der  zweiten  O  u  1  d  i  n'schen  Regel  das  Volu- 
men des  Umdrehungsparaboloides 

2  3         1 

K=  ^ab .271.^  b=7r  nab^f 

welcher  Ausdruck  mit  dem  auf  p.  352  gefundenen  über- 
einstimmt. 

3)  Die  Schwerpunkte  des  Bogens  und  der  Fläche  ei- 
nes Halbkreises  sollen  mit  Hülfe  der  O  u  1  d  i  n'schen 
Regeln  berechnet  werden. 

Wenn  der  Halbkreis  sich  um  seinen  Durchmesser  dreht^ 
so   entsteht  ein    Körper  von   bekannter  Fläche  und  be- 
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kanntem  Rauminhalte,  nämlich  eine  Kugel.  Vermittelst  der 
Formel  (218)  berechnet  man  den  Abstand  C  des  Schwer- 
punktes des  Halbkreisbogens  von  dem  Durchmesser: 

Anf^       2 

Ähnlich  erhält  man  für  die  Halbkreisfläche 

%nr^    _4 

(Vergl.  die  Ausdrücke  auch  p.  338  und  346). 


§  70. 
Übungsaufgaben  zur  Lehre  vom  Schwerpunkte. 

1)  Auf  einer  Geraden  liegt  eine  Punktreihe,  welche  sich  nach  der 
einen  Richtung  in's  Unendliche  erstreckt.  Der  Abstand  zweier  auf 
einander  folgender  Punkte  ist  constant.  In  dem  ersten  Punkte  befin- 
det sich  die  Masse  /w,  in  dem  zweiten  die  Masse  -^  ,  in  dem  dritten  die 

Masse  -:-  u.  s.  w.,  in  dem  /i:ten  Punkte  die  Masse  ^--v.    Der    Mas- 

senmittelpunkt  des  Systemes  sei  zu  bestimmen. 

2)  Ein  Punkt  wird  von  n  gegebenen  Punkten  im  Räume  mit 
Kräften  angezogen,  welche  proportional  der  Entfernung  sind.  Man 
beweise,  dass  die  Resultirende  durch  den  Schwerpunkt  der  n  Punkte 
geht  und  berechne  ihre  Grösse. 

3)  Man  bestimme  die  Schwerpunkte  des  Bogens  und  der  Fläche 
eines  Kreisquadranten  und  eines  Kreissextanten. 

4)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissegmentes  soll  bestimmt  werden. 

5)  Man  bestimme  die  Schwerpunkte  der  Flächen  einer  Halbellipse 
und  eines  Ellipsenquadranten. 

6)  Wo  liegt  der  Schwerpunkt  einer  Fläche,  welche  zwei  Radien 
aus  einem  Kreisringe  ausschneiden? 

7)  Aus  einer  Kreisscheibe  wird  eine  Anzahl  kreisförmiger  Löcher 
ausgeschnitten.    Wie  findet  man  den  Schwerpunkt? 

8)  Über  den  Seiten  eines  Dreieckes  werden  Quadrate  gezeichnet. 
Durch   Verbindung  der  Mittelpunkte   dieser   Quadrate  entsteht  ein 
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neues  Dreieck.    Man  beweise,  dass  beide  Dreiecke  einen  gemeinsamen 
Schwerpunkt  besitzen. 

9)  Eine  geradlinige  Strecke  ist  in  solcher  Weise  mit  Masse  belegt^ 
dass  die  Dichte  gleichförmig  von  dem  Werte  0  an  einem  Ende  bis 
zu  dem  Werte  q  am  anderen  Ende  zunimmt.  Man  bestimme  den 
Schwerpunkt  der  Strecke. 

10)  Der  Schwerpunkt  einer  Halbkreisfläche  soll  bestimmt  werden, 
wenn  die  Dichte  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom 
Mittelpunkte  wächst. 

11)  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  Tetraeders  von  einer 
Seitenfläche  soll  mit  Benützung  des  bekannten  Resultates  ermittelt 
werden,  dass  man  aus  drei  Tetraedern  mit  gleich  grossem  Raum- 
inhalte ein  Prisma  bilden  kann. 

12)  Man  berechne  die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Tetrae- 
ders auf  einer  Schwerlinie  dadurch,  dass  man  die  Masse  des  gan- 
zen Tetraeders  in  zweckmässiger  Weise  längs  der  Schwerlinie  aus- 
breitet. 

13)  Wie  findet  man  den  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Poly- 
eders? 

14)  Man  bestimme  die  Schwerpunkte  der  abgestumpften  Pyramide 
und  des  abgestumpften  Kegels. 

15)  Man  berechne  die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Kugelseg- 
mentes. 

16)  Zwei  concentrische  Kugeln  werden  durch  einen  Kreiskegel 
mit  der  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel  geschnitten.  Zu  bestim- 
men sei  der  Schwerpunkt  des  zwischen  den  beiden  Kugelflächen  lie- 
genden kegelförmigen  Körpers. 

17)  Es  sollen  die  Ausdrücke  für  die  Po- 
larcoordinaten  des  Schwerpunktes  einer  ebenen 
Räche  abgeleitet  werden. 

18)  Schwerpunkt  eines  Kugeloctanten. 

19)  Schwerpunkt  eines  Ellipsoidoctanten. 

20)  Man  soll  den  Schwerpunkt  eines 
schief  abgeschnittenen  Kreiscy linders  ermit- 
teln. 

21)  Ein  Halbkreis  dreht  sich  um  eine 
seinem  Durchmesser  parallele  Axe.  Man 
berechne  die  Fläche  und  das  Volumen  des  ent- 
stehenden Ringes. 

22)  Die  krumme  Oberfläche  einer  Kuppel 
wird   durch   die  Drehung    eines    Kreisbogens  Fig.  236. 


■  2ci- 
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erzeugt  (Fig.  236).  Es  sollen  mit  Hülfe  der  G  u  1  d  i  n'schen  Regeln 
die  Fläche  und  der  Rauminhalt  der  Kuppel  berechnet  werden, 
wenn  die  Höhe  h  und  der  Radius  a  der  Grundfläche  bekannt 
sind.  Es  empfiehlt  sich  an  Stelle  dieser  Constanten  den  Radius  r  und 
den  Centriwinkel  a  des  Kreisbogens  einzuführen.  Speciell  nehme 
man  in  den  allgemeinen  Formeln  a  =  60'*. 


Achter  Abschnitt. 


Gleichgewicht  unterstützter  Körper. 


§  71. 

Gleichgewicht  eines  Körpers  mit  einem  Unterstfitzungs- 

pnnkte. 

Wenn  ein  Körper,  auf  welchen  gegebene  äussere  Readionen. 
Kräfte  wirken,  in  einem  oder  mehreren  Punkten,  längs 
eines  Stückes  einer  Linie  oder  einer  Fläche  unterstützt 
ist,  so  entstehen  im  allgemeinen  in  den  Stützpunkten  ge- 
wisse Widerstandskräfte  oder  Reactionen, 
welche  zunächst  unbekannt  sind.  Um  die  Bedingungen 
des  Oleichgewichtes  des  Körpers  und  zugleich  die  Reactio- 
nen zu  finden,  vorausgesetzt  dass  es  möglich  ist,  denkt 
man  sich  den  Körper  frei,  bringt  die  unbekannten  Reac- 
tionen als  äussere 
Kräfte  an  und  wen- 
det auf  das  so  er- 
haltene Kräftesystem 
die  Qleichgewichts- 
bedingungen  für  ei- 
nen freien  starren 
Körper  an. 

Wenn  der  Kör-     "'  /  /  Qleichge- 

per  nur  einen  fes-  K/'  ^^S<(^  wkhtsbedin- 

ten  Unterstützungs-  --'^  ^/ ^^  g^^ngen, 

punktO  besitzt  (Fig. 


Fig.  237. 
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237),  SO  führt  man  den  unbekannten  Druck  Q  auf  den 
Körper  in  diesem  Punkte  ein.  Es  seien  die  äusseren 
Kräfte 

mit  den  Richtungswinkeln  bez. 

«1  y^l  ^'l    <hß2Y2'"  «/i  ßn  7n  ] 

die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  seien 

in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit 
O  als  Anfangspunkt.  Es  seien  ferner  QxfQytQz  die 
Componenten  der  Kraft  Q  nach  denselben  Axen.  Durch 
Anwendung  der  sechs  Oleichgewichtsbedingungen  (176) 
auf  die  Kräfte  P^, P^,,,Pn  und  Q  erhält  man  jetzt  die 
Gleichungen 


(220) 


2'(Pcosa)4-(3,.  =  0, 
2(Pzosß)']-Qy  =  0, 
2-(Pcosy)4-<3z  =  0. 

IP(y  cos  j'  —  z  cos  ß)  =1 0, 
lP(z  cos  a  —  X  cos  y)  =  0, 
lP(x  cos  ß  — y  cos  a)  =:  0. 


Die  drei  ersten  Gleichungen  liefern  den  Druck  Q,  und 
zwar  ergiebt  sich 

(3,  =  —  /?,, 

(221)  Q^:=-f^^^ 

Qr=^  —  R,, 

WO  Rx,  Ryf  Rz  die  Componenten  der  Resultirenden  R 
der  Kräfte  P  sind.  Der  Druck  Q  ist  gleich  und  entge- 
gengesetzt R  Die  drei  letzteren  Gleichungen  (220) 
drücken  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen  star- 
ren Körper  mit  einem  festen  Punkte  aus.  Es  müssen 
die  Summen  der  Momente  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug 
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auf  drei  zu  einander  senkrechten  Axen  durch  den  festen 
Punkt  gleich  Null  sein.  Man  kann  diese  Bedingungen 
auch  so  ausdrücken,  dass  bei  der  Reduction  der  Kräfte 
P  auf  den  Punkt  O  kein  resultirendes  Kräftepaar  ent- 
stehen darf. 

Wenn  die  Schwerkraft  die  einzige  wirkende  Kraft  ist,  Die  Schwere 
so  ist  die  Resultirende  aller  äusseren  Kräfte  die  im  Schwer-    «^^  einzige 
punkte  5  des  Körpers  wirkende  Schwere  O.    Damit  ihre       ^'"-^^* 
Momente  in    Bezug  auf  drei   Coordinatenaxen   durch  O 
gleich  Null  seien,   muss  die   Kraft  durch  O  gehen,  d.  h. 
beim  Oleichgewichte  liegt  der  Schwerpunkt  auf  der  Verti- 
calen  durch  den  Unterstätzungspunkt 

Wenn  man  den  Körper  sehr  wenig  aus  der  Oleich-  Stabiles,  labi- 
gewichtslage  entfernt,  so  bilden  die  Schwere  O  und  die  ^   '^'^^  ''*- 
mit  ihr  gleich  grosse,  entgegengesetzt  gerichtete  Reaction    ^jfM^'^^^ 
Q  im  Punkte  O  ein  Kräftepaar,  welches  den  Körper  ent-       ^^^ ' 
weder   nach   der   Gleichgewichtslage  zurück  zu  drehen 
oder  noch   mehr  von   derselben   zu  entfernen  sucht;  es 
kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  das  Gleichgewicht 
nach  der  Verrückung  fortdauert.     Hieraus  ergeben  sich 
folgende   drei   Definitionen,  welche   nicht  nur  für  einen 
in    einem    Punkte    unterstützen    Körper  gelten,  sondern 
eine  allgemeine  Bedeutung  haben. 

Das  Gleichgewicht  heisst  stabil,  wenn  der  Körper  nach 
einer  kleinen  Verrückung  aus  der  Oleichgewichtslage  nach 
derselben  zurückzukehren  sucht  (Fig.  238  /). 

Das  Oleichgewicht  heisst  labil,  wenn  der  Körper  nach 
einer  kleinen  Verrückung  aus  der  Oleichgewichtslage  sich 
noch  mehr  von  derselben  zu  entfernen  sucht  (Fig.  238  //). 

Das  Oleichgewicht  heisst  indifferent,  wenn  es  nach  ei- 
ner kleinen  Verrückung  des  Körpers  aus  der  Oleichge- 
wichtslage fortbesteht  (Fig.  238  ///). 

Wenn  die  Schwere  O  die  einzige  Kraft  ist,  so  muss 
der  Schwerpunkt  in  dem  Falle  /  unterhalb,  in  dem  Falle 
//  oberhalb  des  festen  Punktes  liegen;  in  dem  Falle  /// 
müssen  beide  Punkte  zusammenfallen. 
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Fig.  238. 


Experimen- 
telle  Schwer- 
punktsbestim- 
mung. 


Körper  mit 
einem    Stütz- 
punkte in  ei- 
ner Horizon- 
talebene. 


Wenn  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  durch  Rechnung 
nur  mit  Schwierigkeit  bestimmt  werden  kann,  so  em- 
pfiehlt es  sich  ihn  experimentell  zu  bestimmen.  Man  hängt 
den  Körper  nach  einander  an  zwei  verschiedenen  Punk- 
ten auf  und  markirt  in  beiden  Lagen  die  Verticale  durch 
den  Aufhängepunkt.  Der  Schwerpunkt  ist  der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden. 

Ein  anderes  Beispiel  eines  in  einem  Punkte  unter- 
stützten Körpers  bietet  ein  Körper  dar,  welcher  mit  einer 
convexen  Fläche  auf  einer  ebenen  horizontalen  Unterlage 
ruht  Der  Unterstützungspunkt  ist  nicht  fest,  sondern 
kann  sich  in  der  Unterstützungsebene  verschieben.  Wenn 
die  Schwerkraft  allein  wirkt,  so  ist  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes,  dass  der  Schwerpunkt  auf  der  Verticalen 
des  Unterstützungspunktes  liege.  Auch  in  diesem  Falle 
kommen  die  drei  verschiedenen  Arten  des  Gleichge- 
wichtes in  Betracht  und  werden  durch  das  Verhalten  des 
Körpers  nach  einer  kleinen  Verrückung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage erkannt. 

Beispielsweise   befindet  sich  ein    homogener  Körper, 
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welcher  aus  einer  Halbkugel  und  einem  Kegel  besteht 
<Fig.  239),  im  Oleichgewichte  auf  einer  festen  horizontalen 
Unterlage,  wenn  seine  Axe  vertical  ist  Das  Oleichge- 
wicht ist  stabil,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in- 
nerhalb der  Halbkugel  (/),  labil,  wenn  er  innerhalb  des 
Kegels  liegt  (//),  und  indifferent,  wenn  er  mit  dem  Mittel- 
punkte der  Kugelfläche  zusammenfällt  (///).  In  dem 
letzten  Falle  berechnet  man  die  Höhe  h  des  Kegels  aus 


H 


m 


Fig.  239. 


einer  Oleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Halbkugel 
und  der  Kegel  gleich  grosse  Momente  in  Bezug  auf  ihre 
gemeinsame  Orundfläche  liefern,  d.  h.  aus  der  Oleichung 


2^3     _nr^hh 
3    8  '' "~     3    4' 
Man  erhält 

(222)  h  =  ril 

und  findet  für  die  Kantenlänge  /  des  Kegels 

(223)  l  =  ^h'^^r^  =  2r, 

d.  h.  bei  indifferentem  Oleichgewichte  ist  der  Meridian- 
schnitt des  Kegels  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Mit 
A  <  r  /3  ist  das  Oleichgewicht  stabil,  mitt  A  >  r  f'i 
nicht  stabil. 

Wenn  der  in  einem   Punkte  einer  Ebene  unterstützte 
Körper  kein    Umdrehungskörper   ist,  dessen  Axe  in  der 
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Körper  mit 

einer  Stätz- 

axe. 


Gleichgewichtslage  durch  den  Stützpunkt  geht,  so  muss 
man  auch  auf  die  verschiedenen  Drehungsrichtungen 
Rücksicht  nehmen,  nach  welchen  der  Schwerpunkt  sich 
aus  der  Gleichgewichtslage  entfernen  kann.  Es  giebt 
dabei  eine  besondere  Stabilität  in  Bezug  auf  eine  Dreh- 
ung des  Schwerpunktes  aus  jeder  Verticalebene  heraus; 
während   das   Gleichgewicht  in  Bezug   auf  eine   Ebene 

oder  Drehung  stabil  ist^ 
kann  es  in  Bezug  auf  eine 
andere  labil  sein.  Dies  ist 
z.  B.  der  Fall  bei  der  halb- 


•rr:i^m\\N 


^'^*  '^^^'  kreisförmigen   Scheibe   mit 

abgerundeten  Kanten  in  der  Figur  240.  Es  besteht  Sta- 
bilität in  Bezug  auf  eine  Drehung  um  eine  auf  den  Sei- 
tenebenen der  Scheibe  senkrechte  Axe,  nicht  aber  in  Bezug 
auf  eine  zu  diesen  Ebenen  parallele  Axe. 

Wenn  es  sich  um  eine  bestimmte  Drehungsebene  han- 
delt, so  sind  die  vorigen  Untersuchungen  auch  auf  Kör- 
per anwendbar,  welche  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte 
feste  Axe  oder  eine  gerade  Stützlinie  besitzen.  Es  stelle 
z.  B.  die  Figur  239  den  Durchschnitt  eines  cylindrischen 
Körpers  mit  ortogonal  abgeschnittenen  Endflächen  dar. 
Als  Bedingung  des  indifferenten  Gleichgewichtes  erhält 
man  dabei 

77^2  4r 
2  3.T 
d.  ist 
(224)  A  =  ry'2. 

Für  ein  kleineres  h  ist  das  Gleichgewicht  stabil,  für  ein 
grösseres  labil. 

§  72. 

Gleichgewicht  eines  in  zwei  Punkten  unterstiitzten  Körpers. 

Wenn  ein  Körper  zwei  feste  Punkte  A  und  B  hat  (Fig. 
241),   so   kann   er  sich   nur  um   die   durch   die   beiden 
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Q   mit   den   Componenten 


den 


Punkte  gehende  Axe  drehen.  Bei  der  Reduction  der  Kräfte 
wähle  man  den  einen  festen  Punkt,  z.  B.  A  zum  Reduc- 
tionspunkte,  ausserdem 
zum  Anfangspunkte  ei- 
nes rechtwinkHgen 
Coordinatensystems, 
dessen  positive  z-Axe 
durch  den  Punkt  B 
gelegt  werde.  Die 
äusseren  Kräfte  seien 
A,  ^2..^/.; ihre  Rich- 
tungswinkel und  An- 
griffspunkte mögen  wie 
in  §  71  bezeichnet 
werden.  Im  Punkte 
A   wirkt   eine   Reaction 

Qy  und  Qzf  im  Punkte  B  eine  Reaction  Q'  mit 
Componenten  Q/,  Qy'  und  Qt'  nach  den  drei  Coordi- 
Jiatenaxen.  Der  Abstand  der  beiden  Punkte  A  und  B 
sei  /.  Damit  die  Kräfte  Pi,  P^.,.Pnf  Q  und  Q'  sich  das 
Gleichgewicht  halten,  müssen  die  Projectionsgleichungen 

öv+Q/  +  2'(Pcosa)  =  0, 
Qy  +  Q/^2{Pcosß)  =  0, 
Q.-\'Q/  +  2{Pcosy)^Q 
und  die  Momentengleichungen 

—  Q/  l  +  ^Piy  cosy  —  z  cos  ß)  =  0, 
Qx'  l  +  ^P(z  cos  a  —  X  cos  y)  =  0, 
2P(x  cos  ß  —y  cos  a)  --  0 

erfüllt  sein. 

Die  letzte  Gleichung  enthält  die  unbekannten  Reactio- 
nen  in  den  Stützpunkten  nicht  und  drückt  deshalb  die 
einzige  erforderliche  Gleichgewichtsbedingung  aus,  näm- 
lich: 

Zum  Oleichgewichte  eines  starren  Körpers  mit  zwei 
Jesten  Stutzpunkten  muss  die  Summe  der  statischen  Mo- 


Gleicf^e- 

wichtsbedin- 

gting. 
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mente  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  durch  die 
beiden  Punkte  geführte  Axe  gleich  NuU  sein. 

Die  fünf  übrigen  Gleichungen  liefern  die  Reactionerr 
Q  und  Q'  in  den  festen  Stützpunkten,  aber  nicht  voll- 
ständig, weil  zur  Bestimmung  dieser  Kräfte  sechs  Glei- 
chungen notwendig  wären.    Man  erhält 

^       IP{z  cos  a  —  x  cos  y)      ^.^        . 
Qr= — ^^ 2 ^  — 2^(Pcosa), 


(225) 


Q^  =  __?Bl^^y_:iAlosß_^^p^^^ß^^ 


^  , ZP(z  cos  a  —  X  cos  y) 

Qr  -—       j~    ^ 


^  ,_2P(y Qosy  —  z cos ß) 


und 

(226)  Qz  +  Qz'  =  -W^osyy 

Somit  werden  nur  die  zur  Axe  AB  senkrechten  Compo- 
nenten  von  Q  und  Q'  völlig  bestimmt;  was  die  in  der 
Richtung  dieser  Axe  selbst  wirkenden  Componenten  be- 
trifft, so  erhält  man  nur  ihre  Summe. 

In  der  Wirklichkeit  giebt  es  natürlich  eine  bestimmte 
Verteilung  der  Summe  — Z{Pzosy)  auf  die  beiden  Com- 
ponenten Qz  und  Q/.  Diese  Verteilung  kann  von  der 
Art  der  Befestigung  abhängig  sein;  wenn  diese  so  be- 
schaffen ist,  dass  in  dem  einen  Stützpunkte  die  Reaction 
senkrecht  zur  Axe  AB  sein  muss,  so  ist  die  in  die  Axe 
fallende  Componente  Qz  oder  Qz'  gleich  Null  und  die 
andere  axiale  Componente  völlig  bestimmt.  Es  kann 
aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  das  Problem  erst 
dann  lösbar  wird,  wenn  man  den  Körper  nicht  als  starr,, 
sondern  als  elastisch  betrachtet.    (Siehe  §  1,  II). 

Die  Kräfte  Q  und  Q'  liefern  eine  Kraft,  welche  längs 
der  Axe  AB  wirkt,  eine  zu   dieser  Axe  senkrechte   Kraft 


Statik  der  starren  Körper, 


367 


z.  B.  in  dem  Punkte  A^  und  ein  Kräftepaar  in  einer  durch 
AB  gehenden  Ebene.  Nimmt  man  diese  Kräfte  und  das 
Kräftepaar  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  erhält  man 
ein  dem  System  der  äusseren  Kräfte  P  äquivalentes 
System.  Diese  Kräfte  erzeugen  also  einen  Druck  längs 
der  Axe,  einen  Druck  senkrecht  zurAxe  und 
eine  durch  das  Kräftepaar  verursachte  Biegung  der 
A  xe. 

Wenn  nur  die  Schwerkraft  O  im  Schwerpunkte  5  auf  Die  Schwere 
den  in  A  und  B  unterstützten    Körper  wirkt,  so  ergiebt   «^  einzige 
sich   ein   Moment   der  Kraft  O  in   Bezug   auf  die  Axe      ^''^^' 
ABf  wenn  O  die  Axe   nicht  schneidet  oder  ihr  parallel 
ist.    Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  eines  schweren 
Körpers  mit  zwei  festen  Punkten  ist  also,  dass  der  Schwer- 
punkt in  einer  durch  diese  beiden  Punkte  geführten  Ver- 
ticalebene    liegen    muss.     Es 
werde  zuerst  vorausgesetzt,  dass 
die  Axe  AB  nicht  vertical  sei 
(Fig.   242).     Man   sieht  dann 
ohne   weiteres   ein,   dass   das 
Gleichgewicht  stabil,  labil  oder 
indifferent  ist,  je  nachdem  der 
Schwerpunkt  5  unterhalb  der 
Axe  ABf  oder   oberhalb   der- 
selben oder  auf  ihr  selbst  liegt. 
Um  die  Reactionen  in  A  und 
B  zu  bestimmen,  zerlegt  man 
und  zwar  in   Gcosy  parallel 

senkrecht  dazu.  Die  erstere  ist  gleich  dem  Drucke  längs 
der  Axe.  Die  zur  Axe  AB  normalen  Componenten  A^ 
und  A^'  der  Drücke  in  den  Punkten  A  und  B  werden 
mit  Hülfe  einer  Momentengleichung  mit  B  oder  A  als  Pol 
berechnet  Mit  den  Bezeichnungen  in  der  Figur  findet  man 


K-  -  ce—-H- 


Q  in  zwei  Componenten, 
der  Axe  AB  und  O  sin  y 


N  =  ~G;  N'  =  -^0. 
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Wenn  die  Axe  AB  vertical  ist,  so  besteht  immer  Gleich- 
gewicht, und  zwar  ein  indifferentes.  Dieser  Fall  kommt 
2.  B.  bei  der  in  der  Fig.  243  abgebildeten  Thür  vor. 
Die  Thür  ist  in  jeder  Lage  im  Oleichgewicht.  Die 
Schwerkraft  O  und  der  damit  gleich  grosse  Gegendruck 
(O)  längs  der  Verticalen  AB  bilden 
ein  Kräftepaar,  welchem  ein  aus 
den  normalen  Drücken  in  den  Char- 
nieren  A  und  B  gebildetes  Kräfte- 
paar das  Gleichgewicht  halten  muss. 
Bezeichnet  man  die  beiden  gleichen 
Drücke  mit  N^  so  erhält  man 


Fig.  243. 


N=^-^a 


Parallele 


Es  hängt  von  der  Construction  der  Charniere  ab,  wie 
sich  das  Gewicht  O  auf  dieselben  verteilt.  So  kann 
z.  B.  die  Thür  nur  auf  dem  einen  Charnier  ruhen,  oder 
auf  beide  gleich  stark  drücken  u.  s.  w. 

Wenn    ein    Körper,  auf  den   seine  Schwere  und  ver- 


honzontale    ycale  Belastungen  wirken,  mit  zwei  glatten  horizontalen 
StMzkanten.  ^      Stützflächen     auf    zwei 

parallelen  geradlinigen 
Kanten  ruht,  so  besteht 
Gleichgewicht  und  es 
entstehen  verticale  Reac- 
tionen  in  den  Kanten 
(Fig.  244).  Man  erhält 
diese  Reactionen  durch 
Zerlegung  des  Kräfte- 
systemes  in  zwei  durch 
die  Kanten  gehende  pa- 


Fig.  244. 


rallele   Componenten.    Beispiele   hierzu  sind  die  in  den 
§§  56  und  57  betrachteten  belasteten  Balken. 

Ein    Körper  sei  in  zwei    Punkten   unterstützt,  welche 
schiefen  glatten  Ebenen  angehören  (Fig.  245).    Es  werde 
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ferner  vorausgesetzt,  dass  alle  Kräfte  in  einer  Normal- 
ebene  zu  der  horizontalen  Schnittlinie  beider  Ebenen  lie- 
gen. In  den  Stützpunkten  entstehen  Drücke  A/i  und  N^ 
senkrecht  zu  den  beiden  Stützebenen;  sie  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  D.  Damit 
Oleichgewicht  bestehe,  müssen 
die  äusseren  Kräfte  eine  Re- 
sultirende  ergeben,  welche 
durch  den  Punkt  D  geht.  Die 
Drücke  N^  und  N^  werden 
mit  Hülfe  eines  Kräftedreiecks 
construirt  oder  auch  vermit- 
telst der  Oleichgewichtsbedin-  Fig.  245. 
gungen  für  drei  Kräfte  in  der- 
selben Ebene  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  berechnet 
(siehe  p.  180).  Die  Figur  245  stellt  den  Fall  dar,  in  wel- 
chem die  Schwere  des  Körpers  die  einzige  äussere  Kraft 
ist;  im  Falle  des  Gleichgewichts  muss  der  Schwerpunkt 
S  auf  der  Verticalen  durch  D  liegen. 

Anwendungen. 

1)  Ein  schwerer,  homogener  Stab  von  constantem  Querschnitt 
ist  am  unteren  Ende  befestigt,  während  das  obere  Ende  von  einer 
verticalen  glatten  Ebene  unterstützt  wird.  Die]  Reactionen  in  den 
Stützpunkten  sollen  bestimmt  werden  (Fig.  246). 

Der  Stab  befinde  sich  in  einer  zur  Stützebene  senkrechten  Verti- 
calebene;  seine  Länge  sei  /  und  sein  Gewicht  sei  G.  Die  horizon- 
tale Componente  des  Druckes  in 
dem  unteren  Stützpunkte  A  werde 
mit  //,  die  verticale  Componente 
mit  Ni  bezeichnet,  während  N^,  der 
horizontale  Druck  in  dem  oberen 
Stützpunkte  B  sei.  Die  vier  in  einer 
Ebene  liegenden  Kräfte  O,  //,  N^ 
und  N2  halten  sich  das  Oleichgewicht. 
Durch  Projection  auf  die  horizontale 
und  die  verticale  Richtung  ergiebt  sich 

A^^  — 0  =  0, 

.24 
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während  eine  Momentengleichung  mit  A  als  Pol 


liefert.    Für  die  Reactionen  folgt  hieraus 


Ni  =  G]Ni  =  H- 


2|//«— fl2 


oder  aucli 


Ar,  =  -cota.O, 


wo  a  der  Winkel  des  Stabes  mit  der  Horizontalebene  ist. 

Graphisch  löst  man  die  Aufgabe  so,  dass  man  Q  nach  den 
Richtungen  CB  und  CA  zerlegt,  und  dann  die  horizontale  und  ver- 
ticale  Componente  der  auf  CA  fallenden  Kraft  bildet.  Die  Figur 
liefert 

Weil  femer 


^gß- 


\AO      \      ^ 

ßO   =2^°^« 


ist,  so  wird 


N2  =  H  =  ^-coia.G. 

2)  Ein  schwerer,  homogener  und 
überall  gleich  dicker  Stab  Aß  ruht 
mit  dem  einen  Ende  auf  einer  glat- 
ten Horizontalebene,  mit  dem  andern 
Ende  auf  einer  glatten  Verticalebene. 
In  einem  Punkte  C  wird  der  Stab 
durch  ein  Seil  festgehalten,  welches 
durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  geht  (Fig.  247).  Der  Stab 
^'        *  und  das  Seil  liegen   in  einer  Nor- 

malebene zu  dieser  Schnittlinie.    Die  Reactionen  in  den  Stützpunkten 
und  die  Spannung  des  Seiles  sollen  bestimmt  werden. 

Mit  den  Bezeichnungen  der  Figur  liefern  die  beiden  Projections- 
gleichungen  und  die  Momentengleichung  für  A  als  Pol 

N2—Tcosß  =  0, 
Ni  —  G—Tsinß  =  0, 


Statik  der  starren  Körper. 


371 


—  O 


vj  cos  a  +  ^2  ^sin  a  —  77 cos  a  sin  /ff  =  0. 


Durch   Auflösung  dieser  Gleichungen   in   Bezug  auf  7",  Ni  und  ^2 
findet  man 


T= 


cos« 


>)°' 


2  sin  (a 
A^j^G+Tsin/J, 
^  _  cos  acos/g  ^ 

^2~2^ili(^r::r^^- 

Dieselbe  Aufgabe 
kann  auch  graphisch 
gelöst  werden  (Fig. 
248).  Es  müssen  N^ 
und  yV2  zusammen 
eine  Kraft  R,  G  und 

T  zusammen  die 
gleich  grosse  und 
entgegengesetzt  ge- 
richtete Kraft  (R)  ge- 
ben. Beide  liegen 
auf   einer   Geraden,  ^'^^'  248. 

welche  durch  die  beiden  Schnittpunkte  bestimmt  ist. 
firten  ähnlichen  Dreiecken  in  der  Figur  findet  man 

^2=  Tcosß, 
Ni  =  G+  r  sin  ß. 

JC=2  cosatg/?. 


-^-^/^ 


Aus  den  schraf- 


Tcosß 
G  +  7*  sin  ß  '' 


COSa 


/  sin  a  —  ^  cos  aig  ß 


und  erhält  hieraus  wieder 


T  = 


COSa 


2s\n{a  —  ß) 


o. 


Die  Figuren  /  und  //  können  als  Kräfte-  und  Seilpolygon  des 
von  T,  Ni  und  N2  gebildeten  Kräftesystemes  aufgefasst  werden,  dessen 
Resultirende  G  ist.  Der  Schnittpunkt  von  A^2  ""^  ^  ^st  der  Pol 
des  Kräftepolygons. 
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Die  Construction   ist  übrigens  dieselbe  wie  die  auf  p.  272  ange- 
gebene Zerlegung  einer  Kraft  nach  drei  Richtungslinien. 
Rad  an  einer         3)  Das  Rad   an   der  Welle.     Wann   findet  Oleichgewicht 
X^elle.        statt  und  welche  sind  die  Reactionen  in  den  Lagern? 

Bezeichnet  man  den  Radius  der  Welle  mit  r,  den  Radius  des 
Rades  mit  R,  die  verticale  Last  mit  Q,  die  in  einer  Verticalebene 
wirkende  Kraft  mit  P  und  ihre  Neigung  g^en  die  Verticale  mit  a 
(Fig.  249),  die  Länge  der  Welle  zwischen  den  Lagern  mit  /  und  die 
Längen   ihrer  drei   Abteilungen   mit  a,  b  und  r,  so  findet  man  mit 


a -n 


.«-...7.. 


J|=. 


....^  ...JJ.- 


-C-- 


Fig.  249. 

Hülfe  der  Momentengleichung  in   Bezug  auf  die  Axe  der  Welle  die 
Gleichgewichtsbedingung 


oder 


Qr^PR 


r 


Die  Lagerdrücke  haben  eine  horizontale  und  eine  verticale  Compo- 
nente.  Man  erhält  die  horizontalen  Componenten  auf  die  Weise,  dass 
man  die  horizontale  Componente  Psina  von  P  in  zwei  ihr  parallele 
Componenten  durch  die  Stützpunkte  zerl^,  und  zwar  sind  sie 

y Psina  in>4  und  -^j— Psina   inB. 

Die  Verticalcomponenten  werden  durch  Zerlegung  von  Q  und  Pcosa 
erhalten.    Sie  sind 

Mif  Q  ^  I  pcos  a  und  j  Q  +  ?-"t^Pcosa 


bez.  in  A  und  ß. 
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§  73. 

Körper  mit  drei  oder  melireren  Stutzpunkten  in  derselben 
Ebene.    Stabilität 

Wenn  ein   Körper,  auf  welchen   die  Schwere  allein   Korper  mä 
wirkt,  drei  Stützpunkte  in  derselben  Horizontalebene  be-    drei  Stutz- 
sitzt,  so  ist  zum   Oleichgewichte  erforderlich,    dass  die 
Verticale   durch   den  Schwerpunkt  die  Ebene  innerhalb 
des   von    den    Stützpunkten 
gebildeten    Dreieckes     trifft. 
Ist  die  Ebene  völlig  glatt,  so 
sind  die  Gegendrücke  in  den 

Stützpunkten  vertical  und 
werden  am   einfachsten   da- 
durch  berechnet,    dass  man 
die  Momente  der  Kräfte  in 
Bezug  auf  die   drei   in  der 

Ebene  liegenden  Axen  nimmt,  welche  je  zwei  Stützpunkte 
mit  einander  verbinden.  So  erhält  man  z.  B.  bei  dem 
Tische  mit  drei  Füssen  (Fig.  250)  den  Druck  A\  vermit- 
telst der  Momentengleichung  in   Bezug  auf  die  Axe  BC 


Fig.  250. 


d.  h. 
(227) 


N^.LA  =  Q.ND] 


KI       ^D  n 


Ähnlich  werden   die  beiden   anderen   Drücke  berechnet. 

Wenn   ein   Körper  in   mehr  als   drei    Punkten   einer   Körper  mit 
Horizontalebene   oder  in  einer  ebenen  Fläche  unterstützt     "^^^f^^"^ 
wird,  so  sind  die  Oleichgewichtsbedingungen  am  starren   ^f^^^^' 
Körper  nicht  mehr  genügend  zur   Berechnung   der  ein- 
zelnen   Reactionen   oder  der  Verteilung  des  Druckes  auf 
die   Unterstützungsfläche.    Man   kennt   nur  ihre  Resulti- 
rende,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  dem  Gewichte 
des   Körpers   ist.    Zum   Oleichgewichte   ist  erforderlich, 
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Stabilitäts- 
moment 


Dynamische 
StabiUtät. 


dass  die  Verticale  durch  den  Schwerpunkt  das  Polygon 
trifft,  dessen  Ecken  die  Unterstützungspunkte  sind. 

Das  Prodüct  aus  dem  Gewichte  O  eines  Körpers,  wei-. 
eher  auf  einer  horizontalen  Ebene  ruht,  und  dem  Ab- 
stände der  Verticalen  durch  den  Schwerpunkt  und  einer 
Kante  in  der  Unterstützungsebene  wird  Stabilitäts- 
moment in  Bezug  auf  die  betreffende  Kante  genannt 
Beispielsweise  ist  O .  ND  in  der  Figur  250  ein  Stabilitäts- 
moment.  Um  den  Körper  aus  der  Gleichgewichtslage  durch 
eine  Drehung  um  die  betreffende  als  fest  gedachte  Kante 
zu  verrücken,  muss  man  eine  Kraft  P  anbringen,  deren 
Moment  in  Bezug  auf  dieselbe  Kante  numerisch  grösser  als 
das  Stabilitätsmoment  ist  und  das 
entgegengesetzte  Zeichen  hat  (Fig. 
251).  Die  Möglichkeit  einer  Ver- 
schiebung des  Körpers  längs  der 
Unterlage  wird  hier  nicht  betrachtet. 
Wenn  die  Kraft  P  in  einer  Nor- 
malebene zur  Kante  liegt,  so  ist  im 
Falle  des  Gleichgewichts 

Pl=Ox. 


Wa 


^,^. 


%s 


t 


vm^. 


Fig.  251. 


Das  Stabilitätsmoment  ist  im  allgemeinen  verschieden  in 
Bezug  auf  verschiedene  Axen.  Wird  die  Axe  nicht  be- 
sonders angegeben,  so  ist  das  kleinste  der  vorkommenden 
Stabilitätsmomente  gemeint. 

Wenn  der  Körper  sich  dreht,  so  wird  eine  mecha- 
nische Arbeit  verrichtet,  welche  gleich  und  entgegenge- 
setzt der  Arbeit  der  Schwere  ist.  Man  nennt  dyna- 
mische Stabilität  diejenige  Arbeit,  welche  ver- 
braucht wird,  um  den  Körper  durch  die  Drehung  in  die 
nächste  labile  Gleichgewichtslage  zu  bringen,  d.  h.  seinen 
Schwerpunkt  zu  heben,  bis  er  lotrecht  über  der  Kante 
steht.  Die  dynamische  Stabilität  ist  somit  gleich  dem 
Producte  aus  der  Schwerkraft  und  der  Hebung  des 
Schwerpunktes. 
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Das  Stabilitatsmoment  und  die  dynamische  Stabilität 
sind  beide  das  Product  aus  einer  Kraft  und  einer  Lange; 
ihre  Einheiten  sind  also  dieselben  wie  die  Einheit  der 
Arbeit,  z.  B.  kgm. 


■1 — / 1: 


^'' ./ .«rt- 


An  wen  dun  gen. 

1)  Wenn  die  Anzahl  der  Stützpunkte  eines  Körpers  in  einer 
glatten  Horizontalebene  grösser  als  drei  ist,  so  müssen  zur  Bestim- 
mung der  Drücke  in  den  Stützpunkten  ausser  den  Gleichgewichtsbe- 
dingungen noch  andere  Gleichungen  zu  Hülfe  gezogen  werden,  welche 
meistens  von  der  Elasticität  des  Körpers  und  der  Unterlage  abhängen. 
Als  Beispiel  sollen  die  Drücke  in  den  Füssen  eines  Tisches  mit  vier 
Füssen,  welche  ein  Rechteck  bilden,  berechnet  werden,  wenn  der  Tisch 
in  irgend  einer  Weise  be- 
lastet ist  (Fig.  252).    Es  ^'^ "^^^ ■   ^ 

seien  Äj,  B^,  B^  und  B^ 
die  vier  Stützpunkte   mit 

den  Coordinaten  bez. 
{a,h\{a,-h\(-a,^b) 
und  ( —  a,  b)  in  Bezug  auf 
ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  in  ihrer 
Ebene,  A/j,  ^Vg,  N^  und 
N^  die  Drücke  der  Un- 
terlage auf  die  Füsse  und 
zwar  positiv  nach  oben 
gerechnet,  O  das  ganze 
Gewicht  des  Tisches  und 
seiner  Belastung,  (jc,  y)  der  Punkt,  in  welchem  die  Richtungslinie  von 
Q  die  Unterlage  trifft. 

^1»  ^2»  ^s  ""d  ^4  bilden  ein  System  paralleler  Kräfte  im  Räume, 
welche  den  drei  Gleichgewichtsbedingungen 

A^i  +  A^2  +  A^3+A^4  =  a 

—  N^a  —  N^  +  N^a  +  N^a  r=  —  Qx 

genügen  müssen.  Es  ist  aber  noch  eine  vierte  Gleichung  erfor- 
derlich. Um  sie  aufzustellen,  soll  hier  die  Annahme  gemacht  wer- 
den, dass  die  horizontale  Unterlage  nicht  absolut  starr  sei,  sondern 
den  Drücken  so  nachgebe,  dass  sie  sich  bei  Bi,  B^,  B^  und  B^  um 
die  kleinen   den   Drücken  proportionalen   Beträge  l^,  X^,  X^  und  X^ 


Fig.  252. 
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senkt,  während  sie  eben  bleibt.    Nach  dieser  hier  ohne  nähere  Be- 
gründung gemachten  Annahme  wurde  man 


und  die  Senkung  des  Mittelpunktes  O  gleich 


oo'^h:^.. 


.h±h 

2 


erhalten.    Femer  würde  als  vierte  Gleichung 

sich  ergeben.]  Nunmehr  würde  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
die  Werte 

erhalten.  Diese  Werte  müssen  positiv  sein;  die  Bedingung  hierfür 
ist,  das  O  das  Parallelogramm  trifft,  dessen  Ecken  die  Halbinings- 
punkte  der  Seiten  des  Rechteckes  Byß^^B^  sind. 

Wenn  O  das  Rechteck  z.  B.  nahe  an  B^ ,  nicht  aber  das  genannte 
Parallelogramm  trifft,  so  kann  man  annehmen,  dass  der  Fuss  ^43^3 
keinen  Druck  erfährt.  Das  Problem  ist  dann  mit  dem  auf  p.  373 
behandelten  Probleme  der  drei  Stützpunkte  identisch. 

2)  Man  berechne  das  Stabilitätsmoment  und  die  dynamische 
Stabilität  eines  rechtwinkligen  parallelepipedischen  Granitblockes  mit 
den  Kanten  der  Grundfläche 

a=  1.5  m,  ^  =  0.6m 

.T^  und  der  Höhe 

Ä  =  0.8m, 


mmm/Awm. 


^^^ 
^  f  ^ 


^^^v 


wenn   das  specifische    Gewicht  des 
Granites 

t 


y  =  2.75 


m^ 


^fe 


^^ 


Fig.  253. 


beträgt  (Fig.  253). 
Es  ergiebt  sich 

G  =  yahh, 
b 


X  — 
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und  das  Stabilitätsmoment  ist 

Gx  =  yabh  '■^=w  yaißk. 

Der  Abstand  zwischen  der  Kante  A  und  der  höchsten  Lage  des  Schwer- 
punktes S'  ist 

die  Hebung  desselben  im  verticalen  Sinne  also 

Für  die  dynamische  Stabilität  findet  man  somit 

G.NS'  =  yabh^[Y^+h^  -  ä|- 

Setzt  man  die  numerischen  Werte  ein,  so  wird 

0=1.98  t, 
das  Stabilitätsmoment 

Ox  =  0.594 1  m  =  594  kgm; 
ferner 

AAS'  =  i  {}U^  +  "0.^  -  0.8}  =  0.1  m 

und  die  dynamische  Stabilität 

0.i98tm  =  198kg  m. 

Um  den  Block  um  die  Kante  A  herum  zu  kippen,  braucht  man  im 
ersten  Augenblicke,  um  ihn  in  Bewegung  zu  setzen,  eine  an  der  obe- 
ren Kante  senkrecht  wirkende  Kraft 

P=^  =  ^  =  0.742Ö  t  =  742.5  kg. 

3)  Wie  stark  muss  der  Winddruck  auf  eine  verticale  Ziegelmauer 
sein,  damit  die  Mauer  umstürze? 

Es  seien  h  die  Höhe,  s  die  Dicke  der  Mauer,  y  das  specifische 
Gewicht  der  Mauer,  p  der  gesuchte  auf  der  Mauerfläche  senkrechte 
Druck  pro  Flächeneinheit.  Nimmt  man  ein  Stück  der  Mauer  von 
der  Länge  1  und  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  die  Momente  des 
Winddruckes  und  der  Schwere  in  Bezug  auf  die  eine  untere  Mauer- 
kante gleich  gross  seien,  so  fmdet  man 
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P  =  ''h 


Mit  den  Werten  Ä=:10m,  5  — 0.6  m,  y  =  1.6 — 3  wird 

/7^0.0576— J^=57.6-^,• 
^  m^  m* 

4)  Man  berechne  das  Stabilitatsmoment  einer  homogenen  Mauer, 
deren  Durchschnitt  ein  Paralleltrapez  ist,  in  Bezug  auf  das  Kippen 
nach  innen  oder  nach  aussen. 


§  74. 

Gleichgewicht  von  Systemen  mit  einander  verbundener 

Körper. 

System  meh-  Mehrere  Körper  können  in  verschiedener  Weise  mit 
rerer  Körper,  einander  ZU  einem  System  verbunden  sein.  So  kann 
z.  B.  ein  Körper  an  einem  anderen  vermittelst  eines  Seiles 
aufgehängt  oder  mit  ihm  durch  ein  Gelenk  verbunden 
sein;  oder  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  Körpern 
kann  darin  bestehen,  dass  sie  gegen  einander  gedrückt 
werden  u.  s.  w.  In  den  Verbindungspunkten  oder  Ge- 
lenken entstehen  Kräfte  derselben  Art  wie  bei  den  in 
den  §§  71 . .  73  betrachteten  unterstützten  Körpern.  Diese 
inneren  Kräfte  oder  Reactionen  kommen  paarweise  gleich 
gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  vor. 
öleichge-  ^^  ^^^  Gleichgewichtsbedingungen  an  einem  System 

wichtsbedin-  von  mit  einander  verbundenen  Körpern,  auf  welche  äus- 
gungen.  sere  Kräfte  wirken,  aufzustellen,  denkt  man  sich  alle 
Drücke  in  den  Stützpunkten,  an  den  Verbindungsstellen, 
Gelenken  u.  s.  w.  als  äussere  Kräfte  angebracht,  betrach- 
tet jeden  Körper  für  sich  und  wendet  die  sechs  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  einen  starren  Körper  im  Räume 
(p.  319)  an.  Wenn  das  Problem  mit  Hülfe  der  Statik 
lösbar  ist,  so  müssen  diese   Gleichungen   nicht  nur  die 
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Oleichgewichtsbedingungen  liefern,  sondern  auch  die  un- 
bekannten inneren  Drücke  oder  Reactionen  ergeben. 

Wenn  jeder  Teil  des  Systemes  im  Oleichgewichte 
ist,  so  ist  das  ganze  System  im  Gleichgewichte  wie  ein 
einziger  starrer  Körper;  man  kann  deshalb  die  Oleichge- 
wichtsbedingungen auf  das  ganze  System  anwenden.  In 
dieser  Weise  erhält  man  oft  Oleichgewichtsbedingungen 
von  sehr  zweckmässiger  Form,  was  davon  herrührt,  dass 
sämtliche  paarweise  vorkommenden  inneren  Drücke  in 
den  Oleichungen  nicht  auftreten. 


Anwendungen. 

1)  Bogenbrücke  mit  drei  Oelenken. 

Eine  Bogenbrücke  mit  drei  Oelenken  besteht  aus  zwei  Analytisches 
starren  Körpern,  welche  am   Scheitelgelenk  mit  einander    Verfahren. 
und  an  den  Kämpfergelenken  mit  den  Widerlagern  ver- 
bunden  sind   (Fig.   254).    Die   Axen   der  drei   Oelenke 
sind  einander  parallel  und  horizontal.    Die  Belastungen 
der  Brücke  sind  einerseits  die  Gewichte  G^  und  O^  der 


Fig.  254. 


beiden  Teile,  anderseits  die  Lasten,  welche  über  die 
Brücke  transportirt  werden.  Alle  diese  Kräfte  werden 
als  in  einer  Verticalebene  liegend  gedacht.  Das  Oleich- 
gewicht ist  immer  vorhanden;  die  Aufgabe  ist  die  Be- 
stimmung der  Drücke  in  den   Oelenken.    Sie  seien  N^ 
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in  dem  Kämpfergelenk  A  mit  der  horizontalen  Compo- 
nente  X^  =  TVj  cos  a^  und  der  verticalen  Componente 
Kl  =  A^i  sin  Ol,  A/jj  i"  dem  Gelenk  Ä  mit  der  horizontalen 
Componente  X2  =  N2Cosa2  und  der  verticalen  Compo- 
nente Y^  =  N2  sin  a^f  ferner  im  Scheitelgelenk  die  gleich 
grossen  und  entgegengesetzten  Drücke  D  und  {D)  mit 
den  Componenten  //  und  V  in  horizontaler  und  verti- 
caler  Richtung  und  dem  Neigungswinkel  a  gegen  die 
Horizontale.  Als  Unbekannte  kann  man  die  sechs 
Grössen  X^  Vi,  X2,  V2;  ^  und  K  wählen.  Am  Brücken- 
teile I  müssen  X^,  Y^,  fi  und  V  der  Resultirenden  R^ 
des  Gewichtes  Oi  und  der  bekannten  zufälligen  Belas- 
tung das  Gleichgewicht  halten.  Ebenso  halten  am  Teile 
II  X2,  Vi,  (^1  und  (V)  der  Resultirenden  R^  von  O*^ 
und  der  Belastung  auf  II  das  Gleichgewicht.  Für  jeden 
Teil  erhält  man  drei  Gleichgewichtsbedingungen,  und 
zwar  sollen  zwei  Projectionsgleichungen  bei  horizontaler 
und  verticaler  Projectionsaxe  und  eine  Momentenglei* 
chung  für  den  Pol  im  Kämpfergelenke  benützt  werden^ 
Man  findet  so  am  Teile  I 

X^  —  M=0, 

Ri^i  —  Vk  —  f-iK  =  0, 

und  am  Teile  II 

X2  — //=0, 

R^  +  VI2  —  //A2  =  0. 

Durch  Auflösung  der  beiden  Momentengleichungen  in 
Bezug  auf  H  und  V  findet  man 

wj Rj  cij  h  ~i-  R2  ^  /i 

~       hik-]-fhk 
y_  R^a^h^  —  R^a^h^ 
Kk-\-fhk 
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Die  übrigen  Gleichungen  ergeben 
Xi  =  Aq  =  //, 

Sind  die  Componenten  der  Reactionen  gefunden,  so  er- 
geben sich  Grösse  und  Richtung  derselben  mit  Hülfe 
der  Formeln 

A/2  =  iX^TY2^\  tg  ao  =  ]^^ 


Wenn  die  Brücke  aus  zwei  in  Bezug  auf  die  Mitte 
symmetrischen  Hälften  gebaut  ist  und  symmetrische  Be- 
lastungen trägt,  so  vereinfachen  sich  die  Formeln;  die 
Untersuchung  dieses  Specialfalles  soll  hier  unterbleiben. 

Die  Aufgabe  kann  auch  graphisch  gelöst  werden.    Es    Graphische 
sollen  zu  diesem  Zwecke  zwei  Methoden  angeführt  werden.     Verfahren, 

Nach  der  einen  Methode  denkt  man  sich  nur  den  ei- 
nen Brückenteil  I  durch  R^  belastet,  den  anderen  unbe- 
lastet und  sucht  die  durch  R^  allein  hervorgerufenen 
Reactionen  (Fig.  255).  Weil  die  in  C  angreifende  Reaction 
{D^)  und  die  in  B  angreifende  N^'  die  einzigen  auf  den 
Teil  II  wirkenden  Kräfte  sind,  so  verlangt  das  Gleich- 
gewicht, dass  BC  ihre  gemeinsame  Richtungslinie  sei 
und  dass  sie  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet 


Fig.  255. 
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seien.  Dadurch  ist  die  Richtungslinie  der  im  Gelenk  C 
auf  I  wirkenden  Reaction  D'  bestimmt.  Die  andere 
Reaction  N^  im  Punkte  A  muss  durch  den  Schnittpunkt 
von  D'  und  Ri  gehen.  Es  können  deshalb  jetzt  N^ 
und  D'  durch  Zerlegung  von  R^  vermittelst  eines  Kräfte- 
dreieckes construirt  werden.  In  derselben  Weise  bestimmt 
man  die  von  R^  als  einziger  Belastung  herrührenden 
Reactionen  TV/',  Z>"  =  N/',  (D")  und  N^\  Zuletzt  braucht 
man  nur  N-^'  und  N-^''  zu  N^^  N^  und  N2'  zu  N^  sowie 
D'  und  £>"  zu  D  zusammenzusetzen  um  diejenigen 
Reactionen  in  den  Gelenken  zu  erhalten,  welche  bei 
gleichzeitigem  Einflüsse  von  R^  und  R^  entstehen. 

Eine  zweite  graphische  Lösung  gründet  sich  auf  die 
Thatsache,  dass  die  Richtungslinien  von  N^,  D  und  N^ 
ein  zu  den  Kräften  R^  und  R2  gehörendes  Seilpolygon 
bilden,  wie  man  daraus  ersieht,  dass  N^  und  D  der 
Kraft  /?i,  (D)  und  N^  der  Kraft  R^  das  Gleichgewicht 
halten.  Zur  Lösung  der  Aufgabe  construirt  man  zuerst 
ein  zu  den  Kräften  R^  und  R^  gehörendes  Seilpolygon, 
dessen  drei  Seiten  durch  je  eines  der  Gelenke  y4,  C  und  B 
gehen  (Vergl.  p  296).  In  dem  dazu  gehörenden  Kräftepoly- 
gon geben  die  Polstrahlen  die  Reactionen  an. 

Wenn  die  Bogenbrücke  der  Form  und  Belastung  nach 
symmetrisch   in    Bezug   auf   die    Mitte   ist,  so  wird  die 
Construction  sehr  einfach;  der  Druck  in  dem  Punkte  C 
st  dann  horizontal. 

2)  ß\e lastete  Stabverbindungen. 
System  von  Die  beNiDi  Bogen  mit  drei  Gelenken  erhaltenen  Resul- 
zwd  Stäben,  täte  sind  nu^wvon  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte 
A,  B,  C  abhänglig;  sie  gelten  deshalb  auch  für  eine  Ver- 
bindung von  zweigicewichtslosen  Stäben  in  einer  Vertical- 
ebene,  welche  durch  lein  Gelenk  mft  einander  und  durch 
je  ein  Gelenk  mit  eigner  festen  Stütze  verbunden  sind 
und  je  eine  concentrirte\  Belastung  tragen  (Fig.  256).  Die 
Stäbe  können  auch    überv.die  Gelenke   hinaus  verlängert 
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/  D       C 


Fig.  256. 


sein  und  an  den  Verlängerungen  Lasten  tragen.  Wenn 
ein  Stab  unbelastet  ist,  so  wirken  die  Drücke  an  seinen 
Endpunkten  in  seiner  Längsrichtung,  sind  gleich  gross 
und  entgegengesetzt  gerichtet.     In  der  Figur  257  wird 


dieser  Fall  vorausgesetzt.  Man  erhält  die  Qelenkdrücke 
graphisch  aus  einem  Kräftedreiecke  oder  analytisch  mit 
Hülfe  der  aus  zwei  Momentengleichungen  abgeleiteten 
Formeln 

Wenn   die   Anordnung  der  Stäbe   die  in   der  Figur   System  von 
258  dargestellte   ist,  wo   nur  der  mittlere  von   den  drei  drei  Stäben. 
Stäben    belastet   ist,  so   erhält  man   als   Bedingung   des 
Gleichgewichts,  dass  der  Schnittpunkt  der  Axen  der  bei- 


M       I 
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den  äussersten  Stäbe  auf  der  Verticalen  durch  den  Auf- 
hängepunkt der  Belastung  Q  liegen  muss.  Alle  Reactio- 
nen  in  den  Gelenken  erhält  man  aus  einem  einzigen 
Parallelogramm. 

Die  Aufgabe 
möge  auch  ana- 
lytisch mit  eini- 
ger Vollständig- 
keit behandelt 
werden.  Man  er- 
setzt zuerst  die 
Last  Q  durch  die 
beiden  ihr  pa- 
rallelen Compo- 
nenten  Q^  und 
Q2  in  den  Ge- 
lenken C  und  D. 
Im  Punkte  C  be- 
steht Gleichge- 
wicht zwischen 
den  drei  Kräften 
(2i,  Ni  in  der  Richtung  CA  und  N  in  der  Richtung  CD, 
im  Punkte  D  ebenso  zwischen  Qa;  ^2  i"  d^r  Richtung  BD 
und  (N)  in  der  Richtung  DC  Mit  den  Bezeichnungen 
in  den  Figuren  258  und  259  erhält  man  die  Gleichungen 


Fig.  258. 


$0*^^ 


90'-^^ 


Qz 
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Qi  _  sin(ai  +  cü)     Q2  __  sin  (ca  +  co) 


N              cos  ai       ' 

N            cosaa 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner 

sin  (ai  +  ö>)  cos  Ol  _ 

tg«i  +  tga>       Qi 

sin  (ag  +  co) '  cos  og  " 

tg«2+tgö>       Qa 

Diese  Gleichung  muss  mit  den  beiden  geometrischen 
Bedingungen  zusammengestellt  werden,  welche  durch 
Projection  des  Stabsystemes  auf  eine  horizontale  und 
eine  verticale  Axe  hervorgehen,  nämlich 

li  cos  «1  -}-  /  cos  (o  =  l2  cos  a2, 
—  li  sin  ai  -f-  /  sin  CO  +  k  sin  ag  =  fl, 
wenn  man 

AB  =  a,AC=l^,BD  =  lr^undCD  =  l 

setzt.  Aus  diesen  drei  Gleichungen  müssten  a^,  ag  und  co 
berechnet  werden;  schliesslich  würde  man  die  Werte  von 
Nif  N2  und  N  erhalten.  Für  das  in  der  Figur  258  ge- 
zeichnete Stabsystem  werden  die  Stäbe  AC  und  CD  auf 
Zug,  der  Stab  BD  auf  Druck  beansprucht. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  verfahren,  wenn  alle 
drei  Stäbe  belastet  sind.  Man  zerlegt  zuerst  die  Belas- 
tung eines  Stabes  in  ihre  beiden,  ihr  parallelen  Com- 
ponenten  durch  die  Endgelenke  des  Stabes.  Dann  wer- 
den die  einzelnen  Componenten  an  jedem  Gelenke  zu 
einer  Resultirenden  zusammengesetzt.  Man  erhält  in  die- 
ser Weise  die  Belastungen  Q^  und  Q2  in  den  Punkten 
C  und  D  (Fig.  260)  sowie  eine  verticale  Kraft  in  jedem 
der  Punkte  A  und  Ä,  welche  durch  eine  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Componente  der  Reaction  aufgehoben  wird 
und  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.  Die  Fortsetzung 
der  Berechnung  ist  dann  dieselbe  wie  oben  in  dem  Falle, 
wo  der  mittlere  Stab  allein  belastet  ist. 
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Es  mag  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  Stab- 
richtungen ein  zu   den  Belastungen   Q^  und  Q^  in  den 
Gelenken  gehörendes  Seilpolygon  bilden.    Aus  dem  dazu 
gehörenden  Kräftepolygon  kann  man  das  Verhältnis  der 
Kräfte   Qi   und    Q^  berechnen,   welche   einer  gewissen 
Oleichgewichtsconfiguration  des  Stabsystemes  entsprechen. 
System  aus         Die  Figur  261,  II  a  zeigt  ein  System  von  belasteten 
beliebig  vielen  Stäben,  welche   durch    Gelenke   mit   einander  und   mit 
Stäben,      ^^^j  fügten  Widerlagern  verbunden  sind.    Jede  Belastung 
Q  eines  Stabes  werde  wieder  in  ihre  beiden  parallelen 


Fig.  261. 
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Componenten  durch  die  Endpunkte  des  Stabes  zerlegt, 
und  die  beiden  Kräfte  in  demselben  Gelenk  zu  einer 
Kraft  P  zusammengesetzt  Das  System  der  Stäbe  bildet 
dann  in  der  Gleichgewichtslage  ein  zu  den  Kräften  P 
gehörendes  Seil-  oder  Stabpolygon.  Die  Figur  261,  / 
stellt  das  Kräftepolygon  dar,  und  die  Polstrahlen  geben 
die  in  den  Stäben  wirkenden  Zug-  oder  Druckkräfte  an. 
In  der  Figur  IIa  sind  alle  diese  Kräfte  Druckkräfte.  Das 
Gleichgewicht  ist  kein  stabiles;  es  braucht  nur  eine  unbe- 
deutende Verrückung  um  die  Configuration  zu  zerstören 
und  in  eine  stabile  Gleichgewichtsconfiguration  übergehen 
zu  lassen,  in  welcher  alle  in  den  Längsrichtungen  der 
Stäbe  wirkende  Kräfte  Zugkräfte  sind.  Eine  solche  sta- 
bile Gleichgewichtsconfiguration  entsteht  auch,  wenn  man 
das  Stabsystem  durch  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf 
eine  Horizontale  ersetzt,  die  Richtung  der  Kräfte  aber 
unverändert  lässt  (Fig.  261,  IIb), 

Auf  das  eben  betrachtete  Problem  kommen  wir  im 
nächsten  Abschnitt  in  einem  anderen  Zusammenhange 
zurück. 

3)  Zwei  schwere  homogene  Cylinder  mit  parallelen 
Axen  stützen  sich  gegenseitig  und  ruhen  auf  zwei  glatten 
schiefen  Ebenen,  deren  Schnittlinie  den  Cylinderaxen 
parallel   ist.    Es  sollen   die   Gleichgewichtslage  und  die 
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Drücke  zwischen  den  Cylindem  und  den  Ebenen  bestimmt 
werden  (Fig.  262). 

Es  seien  Q^  und  Og  die  Gewichte  der  Cylinder,  N^, 
N2  und  A^  die  zu  bestimmenden  Drücke,  d  der  Neigungs- 
winkel der  Ebene  durch  die  beiden  Axen  gegen  die 
Horizontalebene;  durch  diesen  Winkel  ist  die  Gleichge- 
wichtslage bestimmt.  Die  Drücke  Ni,  N  und  N2  bilden 
ein  zu  den  Kräften  O^  und  G^  gehörendes  Seilpolygon. 
Der  Pol  des  entsprechenden  Kräftepolygons  ist  völlig  be- 
stimmt, da  die  äussersten  Polstrahlen  senkrecht  zu  den 
schiefen  Ebenen  sein  müssen.  Damit  wird  auch  die 
Gleichgewichtslage  gefunden.  Zur  Berechnung  des  Win- 
kels 6  und  der  Drücke  benütze  man  die  Formeln 

Ol cos  (oi  -j-  S)     O2 cos  (02  —  S) 

N  sin  aj       *    N  sin  ag 

Ol sin  a2  cos  (ai  +  d) sin  a^  cos  Ol  —  sin  a^  sin  «2  tg  d 

Ö2      sin  ai  cos  (oa  —  d)      sin  a^  cos  qq  -f-  sin  a^  sin  og  tg  ^ 

Durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung  in  Bezug  auf  tg  d 
folgt 

i   A  —  Qgsin  oq  cos  Gl  —  Ol  sin  qi  cos  a^ 
^    ~  (Ol  +  O2)  sin  ai  sin  a^ 

Für  die  drei  Drücke  findet  man 


sm  ai      ^ sin  a2 

cos  (oi  4-  ^)     ^~  cos  (aa  —  ö) 


»,  Mii  «1         ^  am  «2         ä^ 


.  COSd  ^       ..  COS(J  ^ 

^       COS(ai-|-d)      ^'       ^       COS  (03  — ^)      ^ 

Der  zehnte  Abschnitt  enthält  weitere  Anwendungen 
der  Lehre  vom  Gleichgewichte  starrer  Körper. 


Neunter  Abschnitt 

Das  Seilpolygon  und  die  Kettenlinie. 

§  75. 

Das  Seilpolygon,  seine  Eigenschaften  und  specielle 
Arten  desselben. 

Wenn  an  einem  Seil,  das  in  zwei  Punkten  A  und  B  Seilpolygon 
befestigt  ist  (Fig.  263),  gewisse  Kräfte  Pi,  P2...Pn  in  undStabpoly- 
bestimmten   Punkten  angreifen,  so  nimmt  es  die  Form        ^^^' 


Fig.  263. 

einer  gebrochenen  Linie  an,  welche  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  zu  Ecken  hat  und  übrigens  von  der  Länge 
des  Seiles  und  der  Lage  der  Befestigungspunkte  abhängt. 
Wenn  ein  Gleichgewichtszustand  eingetreten  ist,  kommen 
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Eigenschaften 
des  Seilpoly- 
gons, 


in  jedem  Seilstücke  Spannungen  von  solcher  Grösse  vor, 
dass  die  beiden  Spannungen  in  einem  Eckpunkte  der  in 
diesem  Eckpunkte  wirkenden  Kraft  das  Gleichgewicht 
halten.  An  den  Endpunkten  eines  Seilstückes  wirken  zwei 
gleich  grosse  und  entgegengesetzt  gerichtete  Spannkräfte. 
Im  folgenden  wird  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die 
gebrochene  Linie  und  alle  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen. 
Die  aus  einem  Seil  oder  einer  Kette  gebildeten  Polygone 
haben  genau  dieselben  Eigenschaften  wie  die  im  sechsten 

Abschnitte  benützten  Seilpolygo- 
ne; der  Name  wSeilpolygon"  fin- 
det hierin  seine  Erklärung.  Wenn 
die  Kraft  in  einem  Eckpunkte  nach 
dem  Innern  des  concaven  Win- 
kels gerichtet  ist,  so  entstehen 
in  den  angrenzenden  Gliedern 
Drücke,  und  das  Seilpolygon 
muss  durch  ein  Stabpolygon 
welches  aus  Stäben  besteht,  die  durch 
Gelenke  mit  einander  verbunden  sind. 

Es  mögen  einige 
Eigenschaften     der 
Seilpolygone  be- 
sonders   hervorge- 
hoben werden. 

An  einem  Eck- 
punkte, wo  die  Kraft 
Pi  den  Spannungen 
S/_i  und  Si  das 
Gleichgewicht  hält 
(Fig.  264),  erhält  man 
mit  einer  oft  benütz- 
ten Bezeichnung  für  den  Winkel  zwischen  zwei  Richtun- 
gen die  Beziehungen 


Fig.  264. 
ersetzt   werden. 


Fig.  265. 


(228)    Pi :  S/-1 :  S/  —  sin  (5/-i  S^) :  sin  (P/  S/) :  sin  (P/S/_i). 
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Schneidet  man  zwei  beliebige  Seilstücke  durch  und 
bringt  die  Spannungen  in  denselben  als  äussere  Kräfte  an, 
so  ist  das  System  im  Gleichgewicht.  Es  ergiebt  sich 
hieraus,  dass  die  Resultirende  der  zwischen  den  Schnitt- 
punkten liegenden  Kräfte  durch  den  Schnittpunkt  der  bei- 
den die  Kräfte  umfassenden  Polygonglieder  geht. 

Schneidet  man  einen  von  dem  Befestigungspunkte  A 
oder  B  ausgehenden  Teil  des  Polygons  durch  und  bringt 
die  Spannung  in  dem  abgeschnittenen  Qliede  als  äussere 
Kraft  an,  so  erhält  man  auch  ein  System,  welches  sich 
im  Oleichgewichte  befindet 

Einige  specielle  Fälle  des  Seilpolygons  verdienen  be- 
sondere Beachtung. 


Fig.  266. 


1)  Die  Kräfte  P  halbiren  die  Polygon- 
winkel. Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  kleine  Ringe  auf 
das  Seil  aufgezogen  und  als  Angriffspunkte  der  Kräfte 
benützt  werden  (Fig.  266).  Wegen  der  an  einem  Eck- 
punkte vorhandenen  Symmetrie  erhält  man  gleich  grosse 
Spannungen  in  den  beiden  in  dem  Eckpunkte  zusammen- 
stossenden  Gliedern.    Es  ist  also 

(229)    Si  z=  S2  =  Ss  =  . .  =  5/  =  . .  =  5=  constant, 

d.   h.  aUe  Seiten  des  Seilpolygons  sind  gleich  stark  ge- 
spannt 


Die  Kräfte 

halbiren  die 

Polygonwin- 

kei 
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Verticale 
Kräfte. 


Die  Formel  (228)  ergiebt  (Fig.  267) 

/>/:5  =  sina/:sin  (l80°  — |] 

oder 

P/  =  2cos|.S, 
femer 
(230)       Pi:P2:/>8:..=cos|:cos-2^:cos|:.. 

Die  Kräfte  verhal- 
ten sich  also  wie  die 
Cosinusse  der  halben 
Polygonwinkel, 

2)  Die  Kräfte 
seien   vertical. 

Dieser  Fall  tritt  ein, 

wenn  die  Belastungen 

Gewichte  sind. 

Man  schneide  zwei  beliebige  Seiten  durch  (Fig.  268) 

und   bringe   die   Spannungen   dieser   Seiten   als  äussere 

Kräfte  an.   Jede  Spannung  werde  femer  in  ihre  horizon- 


Fig.  268. 

tale  und  verticale  Componente  zeriegt;  die  letztere  rechne 
man  positiv  nach  oben,  negativ  nach  unten.  Setzt  man 
die  Projectionssummen   aller  Kräfte  auf  eine  horizontale 
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und  eine  verticale  Axe  gleich  Null,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

d.  h. :  Die  horizontalen  Componenten  der  Spannungen  in 
den  einzelnen  Seilstäcken  sind  alle  gleich  gross. 

Die  Summe  der  verticalen  Spannungscomponenten  zweier 
beliebiger  SeilstOcke  ist  gleich  der  Summe  aller  zwischen 
ihnen  liegenden  Belastungen. 

3)  Verticale   Kräfte   und   eine   horizon-      Verticale 
tale   Polygonseite.  Kräfte.   Ho- 

In  diesem  Falle,  welcher  noch  specieller  als  der  Fall  ^^'^^  ^^ 
2)  ist,  giebt  es  in  der  horizontalen  Seite  des  Polygons    y^"^^  ^• 


Fig.  269. 

eine  horizontale  Spannung  //,  welche  gleich  der  constan- 
ten  Horizontalcomponente  der  Spannung  einer  beliebi- 
gen Seite  ist  (Fig.  269).  In  dem  Kräftepolygon  (Fig. 
269,  I)  ist  H  die  Pol  weite  und  zugleich  einer  der  Pol- 
strahlen.  Weil  die  verticale  Spannungscomponente  in  der 
horizontalen  Seite  gleich  Null  ist,  so  ist  die  verticale  Com- 
ponente  der  Spannung  einer  beliebigen  Seite  gleich  der 
Summe  aller  Belastungen  zwischen  der  horizontalen  und 
der  betrachteten  Seite.  In  der  Figur  ist  z,  B.  1/4  =  ^8  +  ^4- 
In  den  äussersten  Seiten  erreicht  die  verticale  Compo- 
nente  ihre  grössten  Werte;  dasselbe  ist  mit  der  Spannung 
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selbst  der  Fall.    H  ist  die  kleinste  vorhandene  Spannung. 
Die  Polstrahlen  des  Kräftepolygons  stellen  die  Spannun- 
gen dar. 
GleiduKräfU       4)  Die  Kräfte  im  Falle  3)  sollen  gleich 
in  pichen    gj-Qss    sein    und    in    gleichen    Entfernun- 
ßen        ^^"   \ou   einander   angebracht  sein. 

Dieser  Fall  kommt  bei  einem  Balken  vor,  welcher  in 
solcher  Weise  gleichförmig  belastet  ist,  dass  die  Belastung 
nur  auf  die  Knotenpunkte  des  Seilpolygons  wirkt  (Fig. 
270).  In  der  Figur  ist  das  zu  betrachtende  Polygon  ein  Stab- 
polygon, welches 

die  Verticale 
durch  die  Mitte 
der  horizontalen 
Seite  zur  Sym- 
metrieaxe  hat.  Es 
soll  bewiesen 
werden,  dass  alle 

Knotenpunkte 
auf  einer  Parabel 
liegen. 

Man      wähle 
die  Mitte  der  ho- 
rizontalen    Seite 
zum  Anfangs- 
punkte   eines 
Coordinatensy- 
stemes  mit  einer  horizontalen  jc-Axe  und  einer  verticalen, 
nach  unten  gerichteten  j^-Axe.    Es  seien  a  der  Abstand 
von  zwei  gleich  grossen  Kräften  P,  H  die  Polweite  des 
Kräftepolygons  und  jc/,  yt  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Knotenpunktes  des  Stabpolygons.    Mit   Hülfe  ähnlicher 
Dreiecke  im  Kräfte-  und  Seilpolygon  werden  die  folgen- 
den Coordinatenwerte  berechnet: 


Fig.  270. 


Xi  =  |fl,  ^2  =  |fl,  -tg  =  I fl, Xi  =  \{2i'-\)a 
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P  P  P 

und  zwar  ergiebt  sich  der  Wert  von  yi  aus  einer  Glei- 
chung 

J'/=;'/-i  +  (^-l)^a  =  {l+2+..+(/-l)}^fl. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

P         . 

und  eliminirt  /  zwischen  den  Gleichungen 

;c/  =  4^(2/— l)fl  und  j//=|/(/—  1)6, 
so  findet  man 

also  mit  Weglassung  von  / 

als  Gleichung  einer  Curve,  auf  welcher  alle  Knotenpunkte 
liegen.    Sie  ist  eine   Parabel,  deren  Axe  mit  der  j^-Axe 

zusammenfällt  und  deren  Scheitel  im  Abstände  ^  oberhalb 

o 

des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  liegt. 

§  76. 
Übergang  vom  Seilpolygon  zur  Kettenlinie. 

Wenn  die  aus  einzelnen  verticalen  Kräften  bestehende  Seilpolygon. 
Belastung  eines   Seilpolygons  durch   eine  continuirliche    Kettenlinie. 
Belastung  ersetzt  wird,  so  erhält  das  Seilpolygon  unend- 
lich viele  unendlich  kurze  Seiten,  d.  h.  es  geht  in  eine 
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Curve,    die    sog.    S  e  i  I  c  u  r  v  e    oder    K  e  1 1  e  n  1  i  n  i  e 
über. 

Eine  Kettenlinie  ist  die  Oleichgewichtsform  eines  bieg- 
samen Seiles  oder  einer  Kette,  welche  nach  irgend  einem 
Gesetze  continuirUch  belastet  ist 
Eigenschaf-  Alle  Eigenschaften  des  Seilpolygons  liefern  direct  ent- 
^'^^  ^  ^^^'  sprechende  Eigenschaften  der  Kettenlinie.  Die  Spannung^ 
5  in  einem  beliebigen  Punkte  C  der  Kettenlinie  hat  die 
Richtung  der  Tangente  (Fig.  271).    Sie  werde  in  eine 


tenlinie. 


Fig.  271. 


horizontale  Componente  X  und  eine  verticale  Compo- 
nente  Y  zerlegt.  Es  sei  D  der  tiefste  Punkt  der  Ketten- 
linie, H  die  horizontale  Spannung  in  demselben,  R  die 
Resultirende  der  Belastungen  des  Stückes  DC.  Weil  //,. 
/?,  X  und   Y  sich  das  Oleichgewicht  halten,  erhält  man 


(232) 


X=H;  Y=R; 


d.  h.:  Die  horizontale  Componente  der  Spannung  ist  con- 
stant  und  gleich  der  Spannung  im  untersten  Punkte. 

Die  verticale  Componente  der  Spannung  ist  gleich  der 
Summe  der  Belastungen  zwischen  dem  betreffenden  Punkte 
und  dem  untersten  Punkte. 

Die  Resultirende  R  geht  durch  den  Schnittpunkt  von 
H  und  5,  oder  noch  allgemeiner:  Die  Resultirende  der 
Belastungen  zwischen  zwei  Punkten  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  diesen  Punkten. 

Vom  tiefsten  Punkte  aus  nimmt  die  Spannung  nach 
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beiden  Seiten  hin  bis  zu  den  Aufhängepunkten  zu;  in  die- 
:sen  erreicht  sie  die  grössten  Werte. 

Die  Oestait  der  Kettenlinie  ist  vom  Belastungsgesetz 
abhängig;  in  §  77  sollen  einige  specielle  Fälle  unter- 
sucht werden. 


§  77. 
Die  gewöhnliche  Kettenlinie. 

Wenn   die  Belastung  gleichmässig  über  die  Bogen-  Gewöhnliche 
länge  verteilt  ist,  so  dass  also  gleich  lange  Bogen  gleich    Kettenlinie. 
grosse  Belastungen  tragen,  so  entsteht  eine  Kettenlinie, 
welche  die  gewöhnliche 
Kettenlinie  genannt  wird. 
Sie  ist  die  Gleichgewichtsform 
•eines  homogenen,  überall  gleich 
-dicken  Seiles,  welches  keine  Be- 
lastung ausser  dem  eigenen  Ge- 
wichte trägt. 

Um  die  Gleichung  der  Ket- 
tenlinie aufzustellen,  wähle  man 
-den  tiefsten  Punkt  der  Curve 

zum  Anfangspunkte  eines  Coordinatensystems  mit  einer 
horizontalen  jc-  und  einer  verticalen  j-Axe  (Fig.  272).  Es 
sei  5  der  vom  Coordinatenanfangspunkte  aus  gerechnete 
Bogen,  y  seine  Belastung  pro  Längeneinheit.  Die  Verti- 
calcomponente  V  der  Spannung  5  hat  den  Wert 


Fig.  272. 


Gleichung 

der  Ketten- 

Linie, 


<233) 
Ferner  ist 


V=ys, 


V      ys 
^^''  =  H  =  H 


Führt  man  eine  Länge  a  ein  durch  die  Formel 
(234)  H=:ya, 
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SO  ergiebt  sich 

(235)  *g«  =  |; 

diese  Formel  zeigt,  dass  die  Tangente  des  Neigungswin- 
kels  der  Curve  gegen  die  jc-Axe  dem  Bogen  s  propor^ 
tional  ist.  Durch  Differentiation  der  Gleichung  (235)  er- 
giebt sich 

rf  tg  a \  ds 

dx         adx* 


und  mit  Anwendung  der  Werte 


folgt  als  Differentialgleichung  der  Kettenlinie 


d^  _  1  ,  / 


ir'+(ir 


Diese  Gleichung  soll  jetzt  integrirt  werden.    Setzt  man 


SO  erhält  man 


oder 


dx  a 

dp  dx 


yl  +/72  —  ä' 
ferner  gemäss  einer  bekannten  Integralformel 


X 


In  Oe;  +  yr+>2-)  ^ ^ _|.  conj^t. 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass 
die  Tangente  der  Curve  im  Anfangspunkte  horizontal  sein 
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muss,  d.  h.  dass  für  jc  =  o  /;  =  o  folgen  muss;  die  Con- 
stante  ist  also  gleich  Null,  d.  h.  es  ist 


\n(p  +  i\-\-p^)  =  ^^ 


Hieraus 

folgt 

X 

1 

X 

und 

P- 

t/1      1     „2  _                      ^ 

j»      a 

-^^+''      p  +  iX+^ 

—  ß 

p  =  ^\e''-e    "^ 

oder 

(236) 

dy=zUe'<'—e~Adx. 

Eine   nochmalige    Integration   liefert  die  Gleichung  der 
Kettenlinie 


|(^«+^    «j  +  Const. 


Aus  der  Bedingung,  dass  die  Curve  durch  den  Anfangs- 
punkt gehe,  erhält  man 


j'+fl=|(^^+^    ;• 


Gewöhnlich  wählt  man  den  Anfangspunkt  in  dem  Ab- 
stände a  unter  dem  tiefsten  Punkte  und  findet  dann  in 
Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem  als  Gleichung  der 
gewöhnlichen  Kettenlinie 

(237)  y  =  ^{e^j^e-^). 
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Direärix.  Die  neue  Jc-Axe  heisst  Directrix  der  Ketten- 

Paramäer.    1  i  n  i  e,  die  Constante  a,  welche  den  Abstand  des  Schei- 

jg        tels  von   der  Directrix  an- 
giebt,  wird  der  Parame- 
ter   genannt    (Fig.    273). 
Die  Kettenlinie  hat  mehrere 
bemericenswerte  Eigenschaf- 
ten, von  denen  einige  her- 
vorgehoben werden  sollen. 
Die  Gleichung  der  Ket- 
tenlinie bleibt  unverändert, 
wenn  x  durch  ~x  ersetzt 
wird;  die  Kettenlinie  ist  folg- 
lich symmetrisch  in  Bezug  auf  die  j^-Axe. 
Bogenlänge,        Die  Bogenlänge  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

es  ist  also  nach  der  Gl.  (236) 


Fig.  273. 


(238) 


^  =  ^[e^-^e    «). 


Aus  den   Gleichungen   (237)  und  (238)  findet  man  zwi- 
schen 5  und  ;;  die  Relation 


(239) 


y'^  =  s^-\-ä^ 


Sie  zeigt  in  Verbindung  mit  der  Formel  (235),  dass  die 
Ordinate  y  die  Hypothenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes mit  den  Catheten  5  und  a  ist;  der  Seite  s  liegt  der 
Winkel  a  gegenüber.  Dieses  Dreieck  ist  in  der  Figur 
273  gezeichnet;  es  dient  zur  Construction  der  Tangente 
und  der  Normalen  der  Kettenlinie  und  zur  Rectification 
des  Bogens.    Man  beachte  auch  die  Formeln 


(240) 


s  =y  sm  a, 
fl=:j;c0Sa, 
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von  welchen  die  letztere  zeigt,  dass  die  Projection  der 
Ordinate  auf  die  Normale  der  Kettenlinie  constant  und 
zwar  gleich  dem  Parameter  a  ist. 

Für  die  Spannung  S  in   einem  Punkte  (x^  y)  findet    Spannung. 
man  den  Ausdruck: 


Fig.  274. 


(241)  S  =  itP-\-V^  =  rid^  +  s'  =  yy) 

sie  ist  also  gleich  dem  Gewichte  eines  Seilstückes  von 
der  Länge  y.  Hieraus  folgt  auch,  dass  das  Gleichgewicht 
besteht,  wenn  man  die  bei- 
den Enden,  anstatt  sie  zu 
befestigen,  über  kleine  Rol- 
len führt  und  bis  zur  Di- 
rectrix  herunterhängen  lässt 
(Fig.  274). 

Durch  zwei  feste  Punkte 
A  und  Ä,  welche  auf  der- 
selben Horizontalen  liegen 
mögen  (Fig.  275),  können  unendlich  viele  Kettenlinien 
geführt  werden.  Um  eine 
bestimmte  Kettenlinie  zu 
erhalten,  muss  entweder 
die  Länge  2/  des  Seiles 
oder  die  Horizontalspan- 
nung H  oder  die  in  den 
Endpunkten  vorkommende 
grösste  Spannung  gegeben 
sein.  Es  bestehen  die  Glei 
chungen 

(237) 
(238) 


ie  Glei- 

0 

Fig. 

275 

=l[''^'- 

X\ 

a 

t 
/ 

=!(.-.- 

a 

f 
/ 

(242) 


'=t{'--'~-\ 


Kettenlinie 

durch  zwei 

Punkte, 


26 
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(243) 


A  =  |(.-+e-«). 


Wird  die  Länge  21  als  gegeben  betrachtet,  so  liefert  die 
Gleichung  (242)  den  Parameter  fl,  obgleich  sie  transcen- 
dent  und  nicht  explicite  in  Bezug  auf  a  auflösbar  ist. 
Der  so  erhaltene  Wert  von  a  ist  dann  in  die  Gleichung 
(237)  der  Kettenlinie  einzusetzen. 
Angenäherte  In  vielen  Fällen  genügt  es  Näherungswerte  für  die 
Formeln,  Ordinate  y  der  Kettenlinie,  die  Bogenlänge  und  die  Span- 
nungen u.  s.  w.  zu  kennen.  Man  findet  sie  dadurch, 
dass  man  in  den  Formeln  (237),  (238),  (242)  und  (243) 
die  Exponentialfunctionen  in  Reihen  entwickelt.  Es  ist 
bekanntlich: 

~     ^  1^1.2^1.2.3    '   1.2.3.4^" 
Man  erhält  dann 


(244) 


->'  =  ^i^  +  2a^  +  24ä^  + 


2  a  "^24a8 


Die  Annäherungen  sind  um  so  genauer,  je  grösser  a  und 
H  sind,  d.  h.  je  grösser  die  Spannung  im  tiefsten  Punkte 
und  je  flacher  die  Kettenlinie  oder  auch  je  kleiner  die 
Differenz  2  (l-c)  zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  ist. 
Parabolische  Vernachlässigt  man  für  einen  grossen  Wert  von  a  die 
Kettenlinie.  i  1 

Glieder  mit    „  und  höheren  Potenzen  von  -»  so  wird 
fl»  a 
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(245) 


-  +  *^^' 


J'  =  a  +  i-- 


Nach  der  letzteren  Gleichung  ist  die  Kettenlinie  mit  einer 
grossen  Annäherung  eine  gewöhnliche  Parabel.  Wählt 
man  die  Tangente  im  tiefsten  Punkte  zur  Jc-Axe,  so  wird 
die  Gleichung  dieser  Parabel 


y=\ 


a 


Die  Ordinate  /  an  den  Enden  oder  die  P  f  e  i  1  h  ö  h  e  ist 


(246) 


f=V 


Man  kann  also  der  Gleichung  der  Parabel  auch  die  Form 

(247)  y  =  '^ 

geben.    Die  Horizontaispannung  hat  den  Wert 

(248) 


Für  die  halbe  Bogenlänge  liefert  die  erste  Gleichung  (245) 
den  Ausdruck 


(249) 


den  man  einfach  construirt  (Fig.  276).    Man  nehme  DC 
^  !  ^B 


Fig.  276. 
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gleich  ^;  ziehe  die  Gerade  CB  und  die  Senkrechte  BF 
in  Ä  zu  Co.    Es  folgt  dann 

EF=l^> 

^  c 

DF=DE+EF=c  +  \^  =  l, 

d.  h.  DF  ist  die  Länge  des  halben  Bogens  zwischen  A 
und  B. 


Anwendungen. 

1)  Eine  Kette  ist  in  einem  Punkte  A  befestigt,  ein  Stück  dersel- 
ben von  der  Länge  U  ruht  auf  einer  horizontalen  Unterlage  (Fig  277). 


Fig.  277. 

Man  berechne  für  gegebene  Werte  von  y,  der  Kraft  P,  welche  das  hori- 
zontale Stück  spannt,  der  ganzen  Länge  L  und  des  Abstandes  b  die 
Grössen  //,  a,  Z^,  /g,  V,  c  und  S^^ 

Das   frei   hängende  Stück  bildet  eine  gewöhnliche  Kettenlinie. 
Man  findet  also 

//  =  />, 
H      P 


l^=L  —  l^  =  L-]'b(2a  +  b), 

V=yl,  =  y^b{2a  +  b), 
'^max  =  YW+  V^=^  Y(a  +  b). 
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Die  Grösse  c  wird  aus  der  transcendenten  Gleichung 

berechnet,  und  zwar  findet  man 

a 

Für  dne  flache  Kettenlinie  ergiebt  sich  annähernd 

—p 


c=i2äb=y2b-^ 


2)  Ein  Telegraphendraht,  dessen  Durchmesser  rf  =  3.ö  mm  und 
dessen  spec  Gewicht  7.8  ist,  ist  an  zwei  gleich  hohen  Stangen  in 
80  m  Entfernung  von  einander  befestigt.  Der  tiefste  Punkt  liegt  bei 
+  25°  Gels.  1.8  m  unterhalb  der  Aufhängepunkte.  Man  bestimme 
die  Horizontalspannung,  die  maximale  Spannung  und  die  Bogenlänge 
sowohl  bei  +25°  Gels,  als  bei  —  25°  Gels.  Der  Ausdehnungs- 
coeffident  beträgt  o  =  0.000012. 

Die  Mittellinie  des  Telegraphendrahtes  kann  als  eine  Parabel  be- 
trachtet werden.    Für  y  findet  man 

jr  0.00862^        ,«tikß:       ^  kff 

7  = :; 7.8X  10»  -^  —  0.07605  -^. 

4  mm 

Femer  folgt  mit  c  =  40  m  bei 

+  25°  Gels. 

/=1.8m;  a  =  iy  =  444.4m, 

//=fly  =  33.96  kg. 


/  =  r  +  i  -g  =  40.064  m , 

2/  =  80.108  m. 

l/:=y/=  3.006  kg. 

5|nax=y  («+/)  =  33.49  kg 

und  bei 

-25°  Gels. 

die  Länge 

/'=:/(l_50a)  =  40.090  m. 

21'  =  80.060  m , 
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sowie  aus  der  Formel 


■■c+\'- 


die  Einsenkung  /'  =  V4r(/'— r)  =  1.341  m . 

Ferner  erhält  man 

a'  =  i~  =  596.6m, 


S' 


//'  =  yfl' =  44.77  kg, 

«=y  («'+/') --44.87kg. 


§  78. 
Allgemeine  Theorie  der  Ketteniinie. 

BelastungS'        ^s  sei  ein  in  zwei  Punkten  befestigtes  Seil  in  irgend 

curve  und    einer  Weise  continuirlich  belastet.    Man  wähle  ein  recht- 

Fläcke.      winkliges  Coordinatensystem  mit  einer  horizontalen  jc-Axe 

und  einer  verticalen,  durch  den  tiefsten  Punkt  des  Seiles 

oder  der  Curve  gelegten  j;-Axe  (Fig.  278).    Es  sei  ds  ein 


Fig.  278. 

Bogenelement  der  Curve,  dx  seine  Horizontalprojection, 
dQ  die  auf  ds  wirkende  Belastung.    Setzt  man 

dQ=pdx, 

so  erhält  man  dadurch  p  als  eine  Function  von  x 

(250)  .  P  =  9^{x), 

welche  das  Belastungsgesetz  angiebt.    Die  Curve,  deren 
Gleichung /;  =  9? (jc)  ist,  heisst  die  Belastungscurve, 
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die  Fläche,  welche  zwischen  der  Belastungscurve  und  der 
Abscissenaxe  liegt,  die  Belastungsfläche.  Der  In- 
halt eines  zwischen  zwei  beliebigen  Ordinaten  liegenden 
Teiles  dieser  Fläche  giebt  die  Belastung  für  das  entspre- 
chende Stück  der  Kettenlinie  an. 

Zwischen   der  allgemeinen  Kettenlinie  mit  der  Qlei-   Zusammen- 

chung  ^"S  ^«"'- 

schen  Ketten- 

(251)  y  =f{x)  linie  und  Be- 

lastungs- 
und  der  Belastungscurve  mit  der^Oleichung  curve. 

p  =  (p(x) 

besteht  ein  einfacher  Zusammenhang.  Auf  ein  Bogen- 
element  ds  (Fig.  279)  wirken  die  Belastung  pdx,  die 
Spannung  S  am  ei-  ^«^K...    s*dS 

nen  Ende  mit  den  ^^       \  ^,<:^^^ 

Componenten    H 
und  Kund  die  Span-  ^ 
nung   S'\'dS   mit      urrrrr^rTT.J' 
den    Componenten  ^     pjg  279 

H    und     K+rfK 

Diese  Kräfte  halten  sich  das  Gleichgewicht.  Durch  Pro- 
jection  auf  eine  verticale  Richtung  ergiebt  sich 

V'\'dV—V—pdx  =  Q, 
oder  ^ 

dV=pdx. 
Femer  ist 


somit 


und 


V^=//tga  =  //^, 


(252)  P  =  "%- 
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Die  Ordinate  der  Belastungscurve  ist  also  proportio- 
nal der  zweiten  Ableitung  der  Ordinate  der  Kettenlinie 
in  Bezug  auf  jc.  Wenn  die  Kettenlinie  gegeben  ist,  so  er- 
hält man  aus  Gleichung  (252)  in  einfacher  Weise  das 
Balastungsgesetz. 

Ist  umgekehrt  das  Belastungsgesetz  durch  die  Glei- 
chung 

p  =  <p{x) 
gegeben,  so  liefert  die  obige  Formel 

dx^~ M~  ti  ' 
Durch  Integration  erhält  man 

(253)  y  =  }ffdxf<p(x)dx  +  C,x+C^. 

Die  Spannung  //  im  untersten  Punkte  kann  beliebig 
gewählt  werden;  die  Constanten  Q  und  C^  werden  ge- 
wöhnlich durch  die  specielle  Wahl  des  Coordinatensy- 
stemes  bestimmt.  Nach  Gleichung  (253)  gehören  unend- 
lich viele  Kettenlinien  zu  derselben  Belastungscurve. 

Wenn  die  j-Axe  durch  den  tiefsten  Punkt  D  der  Ket- 
tenlinie geht,  so  stellt  das  Integral 

X 
0 

den  Inhalt  der  Belastungsfläche  zwischen  D  und  einem 
beliebigen  Punkte  dar  und  giebt  also  die  auf  das  ent- 
sprechende Stück  der  Kettenlinie  wirkende  Belastung  an. 
Diese  Belastung  hält  der  Spannung  H  in  dem  untersten 
Punkte  und  der  Spannung  S  in  dem  anderen  Endpunkte 
das  Gleichgewicht.  Man  kann  die  Gleichung  der  Ketten- 
linie auch  durch  Anwendung  der  Gleichgewichtsbedin- 
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gungen  auf  dieses  Kräftesystem  ableiten,  wie  in  einigen 
Beispielen  weiter  unten  näher  gezeigt  wird. 

Da  die  Function  (p(x)  in  der  Formel  (253)  beliebig 
sein  kann,  so  kann  auch  für  ;;  eine  beliebige  Function 
erhalten  werden.  D.  h.  jede  Curve  kann  als  eine  Ketten- 
linie aufgefasst  werden,  welche  einem  bestimmten  Belas- 
tungsgesetze entspricht.  Wenn  man  nur  verticale,  abwärts 
gerichtete  Belastungen  zulässt,  so  ist  (p(x)  für  alle  be- 
nützten Werte  von  x  positiv  und  die  Kettenlinie  überall 
convex  nach  unten. 

§  79. 
Specielle  Kettenlinien. 

A.    Die   parabolische   Kettenlinie. 

Wenn  die  Belastung  gleichförmig  über  die  Horizon-  Parabolische 
talprojection  verteilt  ist,  so  ist  p  constant,  die  Belastungs-    Kettenlinie. 
curve  ist  eine   Parallele  zur  x-Axe  und  die  Belastungs- 
fläche ein  Rechteck  (Fig.  280).    Man  erhält  dann 

g=^=const. 


Fig.  280. 
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Die  Kettenlinie  ist  also  eine  Parabel   mit  verti- 
c a  1  er  A x  e.    Führt  man  die  j^-Axe  durch  den  Scheitel 

dv 
der  Parabel,  so  ist  für  jc  =  0  auch  ^  =  0,  und  man  fin- 
det Q  =  0.    Wird  der  Scheitel  ausserdem  als  Coordina- 
tenanfangspunkt  gewählt,  so  ergiebt  sich  Q  =  0  und  die 
Gleichung  der  Parabel  wird 

(254)  y  =  {H^^' 

Bezeichnet  2c  die  Sehne,  /  die  Pfeilhöhe  der  Parabel, 
so  ist 


.2 


(255)  •^  =  ^^' 

2/ 

wie  auf  p.  403.  Die  Horizontalspannung  ist  also  umge- 
kehrt proportional  zu  /  In  dem  Punkte  (x,  y)  ist  die 
verticale  Spannungscomponente 

(256)  V=px 
und  die  Spannung  S  selbst 

(257)  S=}7?2+~P=:^yr*  +  4/^j^ 

Die  grösste  Spannung  kommt  in  den  Aufhängepunkten 
vor  und  hat  den  Wert 

(258)  S„.ax=^^/^M^Ä 

Die  Gleichung  der  parabolischen  Kettenlinie  wird  ohne 
Integration  in  folgender  Weise  erhalten.    Das  Stück  DM 
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ir^ 


in  der  Figur  281  muss 
unter  dem  Einflüsse 
■der  Spannungen  H 
und  S  und  der  in 
seiner  Mitte  wirken- 
den Resultirenden /;jc 
der  Belastungen  im 
Qleichgewichte  sein. 
Es  werde  die  Mo- 
mentengleichung  für  M  als  Pol  aufgestellt,  d.  h. 

X 


Fig.  281. 


Hy 


px-^  =  0^ 


Hieraus  ergiebt  sich 


_px^ 


y  = 


2H 


wie  vorher. 

Der  betrachtete  Fall  kommt  annähernd  bei  den  Ket-  Hängebrücke. 
tenhängebrücken  (Fig.  282)  vor,  weshalb  die  para- 


Fig.  282. 


bolische  Kettenlinie  auch  die  Kettenlinie  der  Hän- 
gebrücken heisst.  Die  Belastung  besteht  aus  dem 
Gewichte  der  Kette,  dem  Gewichte  der  Hängestangen, 
dem  Gewichte  der  Brücke  mit  ihrer  Fahrbahn  und  der 
zufälligen  Belastung  durch  einen  Eisenbahnzug,  eine  Men- 
schenmenge u.  s.  w.  Mit  einer  gewissen  Annäherung 
kann  die  Belastung  als  gleichförmig  über  die  Horizontal- 
projedion  verteilt  und  p  constant  angenommen  werden. 

Wenn   z.    B.  die  Spannweite  der  Hängebrücke  2c  =180  m,  die 
Höhe  der  Endpunkte  der  Kette  über  der  Fahrbahn  15  m,  die  Länge 
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der  Hängestange  in  der  Mitte  2  m  und  die  gesamte  Belastung  6  — 
beträgt,  so  erhält  man  die  Werte 

/=13m, 
//  =  |^=  1869.2t, 

'^max  =  MTW+^V^  =  1945.7  t. 

Eine   Hängestange  in   dem  Abstände   30  m    von   der  Mitte  der 
Brücke  hat  die  Länge 

2  +  gl3  =  3.444m. 

An  den  Endpunkten  gilt  für  den  Neigungswinkel  a  der  Kette  mit  der 
Horizontalen  die  Gleichung 

tga  =  ^unda=16°7'. 


tenlinie. 


B.    Die  cubische   Parabel. 

Cubische  Pa-       Wenn   die   Belastung  p  von  dem  Werte  Null  in  der 
rabel  als  Ket-  Mitte  gleichförmig  bis  zu  dem  Werte  q  an  beiden  En- 
den  zunimmt  (Fig.  283),  so  besteht  die  Belastungsfläche 

aus  zwei   recht- 
7  winkligen,  in  Be- 

zug auf  die  j/-Axe 
symmetrisch  lie- 
_  _^     genden  Drei- 
t  ecken.    Für  po* 

^  sitive  Werte  von 

X  ist 


Fig.  283. 


p  =  (p(x)=-q. 


Man  erhält  also 


(Py _x  q 
dx^~  cH 
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und  nach  Integration 

dx-2cH''  +^^- 

dv 
Weil  der  Abcisse  ;:  =z  0  ^  =  0  entsprechen  muss,  so  er- 
gebt sich  Q  =r  0  und 

dx~2cH^ 
Eine  nochmalige  Integration  liefert 

Wählt  man  den  tiefsten  Punkt  D  als  Coordinatenanfangs- 
punkt,  so  wird  Ca  =  0  und 

<259a)  j.  =  ^. 

Für  negative  Werte  von  x  hätte  man 


<259b)  y  = 


bcH 


Die  Kettenlinie  besteht  also  aus  zwei  in  Bezug  auf  die 
j^-Axe  symmetrischen  Stücken  cubischer  Parabeln. 
Die  Pfeilhöhe  ist 


(260) 

Hieraus  findet  man 

(261) 

und  die  Gleichung 

(262) 

für  die  Parabel  rechts. 
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Zu  denselben  Ergebnissen  gelangt  man  mit  Hülfe  der 
auf  das  Stück  DC  angewandten  Oleichgewichtsbedingun- 
gen.  Auf  dieses  Stück  wirken  eine  Spannung  H  im  Punkte 
D,  eine  Spannung  S  im  Punkte  C  und  eine  resultirende 
Belastung 

^-  2c 

im  Abstände  |jc  von   dem  Punkte  D.    Die  Momenten- 
gleichung in  Bezug  auf  den  Pol  C  liefert 


d.  h. 


wie  oben. 


^~tcH 


§  80. 

Übungsaufgaben  zur  Lehre  vom  Seilpolygon  und  von  der 

Keftenlinie. 

1)  An  einem  Seilpolygon  mit  einer  horizontalen  Seite  sind  die 
Kräfte  in  den  Knotenpunkten  vertical,  befinden  sich  in  constanter  Ent- 
fernung von  einander  und  nehmen  proportional  ihrem  Abstände  von 
der  Mitte  der  horizontalen  Seite  zu.  Man  bestimme  eine  Curve,  auf 
welcher  die  Knotenpunkte  liegen. 

2)  Eine  schwere  Kette  von  der  Lange  /  ist  in  einem  Punkte  be- 
festigt und  ruht  teilweise  auf  einer  schiefen  Ebene,  welche  den  Win- 
kel a  mit  der  Horizontalen  einschliesst.  Man  berechne  die  Länge  des 
Stückes,  welches  auf  der  schiefen  Ebene  ruht  a)  wenn  man  den  Win- 
kel ß  kennt,  den  die  Kette  im  Aufhängungspunkte  mit  der  Horizon- 
talebene einschliesst  und  b)  wenn  der  Abstand  des  Aufhängepunktes 
von  der  schiefen  Ebene  gleich  d  ist. 

3)  Ein  rechteckiges  Segel  ist  mit  zwei  horizontalen  Raaen  ver- 
sehen und  wird  durch  einen  Winddruck  gespannt,  welcher  senkrecht 
zu  der  Ebene  der  beiden  Raaen  ist.  Welche  Form  nimmt  die  Segel- 
fläche unter  den  Voraussetzungen  an,  dass  das  Gewicht  des  Segels 
vernachlässigt  werden  kann   und  dass  die  zur  S^elfläche  senkrechte 
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Druckcomponente  in  jedem   Punkte  proportional  dem  Quadrate  der 
Componente  der  Windgeschwindigkeit  nach  dieser  Richtung  ist? 

4)  Eine  schwere  Kette,  deren  Aufhängepunkte  auf  einer  Horizon- 
talen liegen,  wird  noch  in  ihrer  Mitte  in  derselben  Horizontalen  be- 
festigt, so  dass  zwei  symmetrische  Kettenlinien  entstehen.  Wie  findet 
man  die  Horizontalspannung  und  die  grösste  Spannung  in  diesen 
Kettenlinien  und  zwar  a)  in  angenäherter  und  b)  in  strenger  Weise? 

5)  Welchem  Belastungsgesetze  entspricht  ein  Kreis  als  Ketten- 
linie ? 

6)  Man  bestimme  analytisch  und  statisch  eine  Kettenlinie,  deren 
Belastungsfläche  aus  zwei  in  Bezug  auf  die  Mitte  symmetrischen  Paral- 
leltrapezen besteht. 

7)  Wie  gross  ist  die  Belastung  pro  Längeneinheit  an  einer  Hänge- 
brücke von  130  m  Spannweite  und  10  m  Höhenunterschied  zwischen 
den  höchsten  und  niedrigsten  Punkten  der  Kette,  wenn  ihre  grösste 
Spannung  1500  t  beträgt?  Man  berechne  auch  die  Horizontalspan- 
nung. 

8)  Mehrere  gleichbeschaffene  homogene  Seile  sind  von  einem 
Punkte  A  aus  geradlinig  nach  Punkten  einer  verticalen  Geraden  L 
gespannt.  A  wird  um  ein  Stück  AB  in  horizontaler  Richtung  nach 
L  hin  verschoben.  Sieht  man  die  Seile  als  schwer  an,  so  nehmen  sie 
dann  die  Form  von  gewöhnlichen  Kettenlinien  in  einer  Verticalebene 
an.    Man  beweise: 

a)  dass  diese  Kettenlinien  denselben  Parameter  a  besitzen; 

b)  dass  ihre  Scheitel  auf  einer  Kettenlinie  mit  dem  Parameter  a, 
dem  Scheitel  B  und  der  convexen  Seite  nach  oben  gekehrt  liegen. 

9)  Eine  Kettenlinie  besteht  aus  einem  schweren  homogenen  Seile, 
dessen  Querschnitt  in  jedem  Punkte  proportional  der  Spannung  ist 
(Gleichstarke  Kettenlinie).  Man  stelle  die  Gleichung  der 
Kettenlinie  auf  und  bestimme  die  Spannung  in  jedem  Punkte. 


VirtueUe  Ver- 
schiebungund 
virtuelle  Ar- 
beit. 


Zehnter  Abschnitt. 

Princip  der  virtuellen  Arbelt. 

§  81. 

Princip  der  virtuellen  Arbeit  an  einem  freien  Punkte  und 
an  einem  freien  starren  Körper. 

In  den  vorhin  behandelten  Abschnitten  wurden  die 
Qleichgewichtsbedingungen  für  einen  materiellen  Punkt, 
einen  freien  oder  einen  in  irgend  einer  Weise  in  seiner 
Beweglichkeit  beschränkten  starren  Körper  u.  s.  w.  auf- 
gestellt Jeder  einzelne  Fall  wurde  dazu  besonders  be- 
trachtet. Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  ob  es  eine  allge- 
meine Regel  oder  ein  allgemeines  Princip  gebe,  aus  wel- 
chem alle  diese  Qleichgewichtsbedingungen  abgeleitet 
werden  können.  Diese  Frage  ist  zu  bejahen;  das  sog. 
Princip  der  virtuellen  Arbeiten  umfasst 
alle  Qleichgewichtsbedingungen. 

Wenn  der  Angriffspunkt  einer  Kraft 
P  (Fig.  284)  um  ein  kleines  Stück  6s  in 
einer  Richtung  verschoben  wird,  welche 
mit  der  Kraft  den  Winkel  a  einschliesst, 
so  ist  die  von  der  Kraft  verrichtete  Ar- 
beit 

P  cos  a.eJs. 

Sie    heisst   virtuelle   Arbeit  (auch   virtuelles 
Moment)  der  Kraft.    Der  Qrund  für  diese  Benennung 
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liegt  darin,  dass  die  Verschiebung  ds  bei  einem  zunächst 
zu  betrachtenden  freien  Punkte  beliebig  gewählt  werden 
kann,  unabhängig  davon,  ob  der  Punkt  in  Ruhe  oder  in 
Bewegung  sich  befindet,  und  somit  eine  virtuelle 
(gedachte  oder  mögliche)  Verschiebung  im  Gegen- 
satz zu  der  wirklichen  (actuellen)  Verschiebung  während 
der  Bewegung  ist.^ 

Für  die  virtuelle  Arbeit  gelten  dieselben  Sätze  wie  für 

die  mechanische  Arbeit  (§  47).    Bezeichnet  man  die  Pro- 

jection  von  ds  auf  die  Richtung  von  P  mit  d/?,  so  ist  Pdp 

ein  Ausdruck  für  die  virtuelle  Arbeit.    Diese  Grösse  kann 

positiv  oder  negativ  sein  und   wird  gleich  Null,  wenn 

entweder  P=:0  ist,  oder  wenn  dp=:Q  ist;  im  letzteren 

,  Falle  ist  die  Verschiebung  ds  senkrecht  zur  Kraftrichtung 

oder  es  kommt  gar  keine  Verschiebung  vor.    Bezeichnen 

X,  Y  und  Z  die  Componenten  von  P  nach  drei  zu  einan- 

ijg  der  senkrechten  Axen,   3jc,  dy^  dz  die  Componenten  von 

j^  ÖS  nach  denselben  Axen,  so  gilt  nach  p.  234  die  Formel 

^  Pdp  =  Xdx+Y»y-^Zdz 

für  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P. 

Auf  einen   Punkt  mögen  die  Kräfte  /\,  P^  ...  P„  mit  Virtuelle  Ar- 
der  Resultirenden   R  wirken.    Sind  ihre  Winkel  mit  der  ^^^^^^  R^ 
Richtung  der  Verschiebung  ^5  bez.  a^,  og  . . .  a«  und  a,  so 
besteht  nach  p.  234  die  Gleichung 

(263  a)     /?  cos  a .  ds  =  P^  cos  a^ .  ds  +  Pg  cos  a^ .  &  +  — 

+  Pn  cos  an  .  ÖS 

oder  in  etwas  anderer  Form 

(263  b)  R.dr=i:{Pdp\ 

1  Der  Elementarweg  oder  die  Verschiebung  ds  wird  oft  vir- 
tuelle Geschwindigkeit  genannt.  Das  Princip  wird  deshalb 
auch  sehr  oft  »Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten« genannt.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  der  B^riff  „vir- 
tuelle Geschwindigkeit«  streng  gefasst  werden  kann,  worauf  jedoch 
hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 
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WO  br  die  Projection  der  virtuellen  Verschiebung  bs  auf  die 
Richtung  von  R  bedeutet  Diese  Formeln  enthalten  den 
Satz: 

Die  virtuelle  Arbeit  der  Resultirenden  mehrerer  Kräfte 
mit  demselben  Angriffspunkte  ist  gleich  der  Summe  der  vir- 
tuellen  Arbeiten  der  Componenten,  und  zwar  für  jede  be- 
liebige Verschiebung  des  Angriffspunktes.  (Man  vergleiche 
den  Satz  von  der  Arbeit  der  Resultirenden  auf  p.  233). 
Prindp  der        Wenn  die  Kräfte  P  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so 

virtuelUn  Ar-  ist  /?  =  0,  und  es  ergiebt  sich  nach  (263  b) 

beit  an  einem 

freien  Punkte,  (264)  S(P  bp)  z=  0, 

d.  h.  Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  im  Oleich- 
gewichte sich  befindenden  Systems  von  Kräften  mit  gemein- 
samem Angriffspunkte  ist  gleich  Null  bei  jeder  Verschie- 
bung des  Angriffspunktes. 

Auch  der  umgekehrte  Satz  gilt:  Wenn  die  Summe  der 
virtuellen  Arbeiten  von  Kräften  mit  gemeinsamem  Angriffs- 
punkte für  jede  Verschiebung  des  Angriffspunktes  gleich 
Null  ist,  so  halten  sich  die  Kräfte  das  Oleichgewicht. 

Denn  aus  2:{Pbp)=:zO 

ergiebt  sich  nach  (263b)  R.br=0  und  somit  entweder 
R=zO  oder  br=0.  Weil  br  nur  bei  solchen  virtuellen 
Verschiebungen  gleich  Null  ist,  welche  senkrecht  auf  R 
stehen,  und  die  Gleichung  R.br=zO  für  beliebige  Ver- 
schiebungen erfüllt  ist,  so  muss  /?  =  0  sein,  d.  h.  die 
Kräfte  halten  sich  das  Gleichgewicht,  w.  z.  b.  w. 

Die  Bedingung,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten am  freien  Punkte  gleich  Null  sei,  wird  auch  durch 
die  Formel 

^Xbx-{-Yby  +  Zbz)=rO 

ausgedrückt;  sie  giebt  femer 

bx.i:x+by.i:Y-{-bz.i:z  =  o. 
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Weil  dx,  öy  und  dz  voit  einander  unabhängige  Werte  er- 
halten können,  so  kann  dieser  Gleichung  nur  dadurch  ge- 
nügt werden,  dass  die  Bedingungen 

2:x=o,2:y=o,i:z=o 

erfüllt  sind.  Dies  sind  aber  die  drei  Gleichgewichtsbe- 
dingungen für  Kräfte  mit  dem  gleichen  Angriffspunkt 
(vergl.  p.  179). 

Zwei  Kräfte,  welche  in  den  Endpunkten  einer  unver-  ^^ei  Kräfte 

änderiichen  Strecke  AB  wirken  (Fig.  285),  halten  sich  nur  ^^  f^^  »'f- 
^  bundenen  An- 

*^£ jj,  gnffspunkten. 


B  B" 

Fig.  285. 

dann  das  Gleichgewicht,  wenn  sie  gleich  gross  und  längs 
der  Strecke  AB  im  entgegengesetzten  Sinne  gerichtet  sind. 
Es  soll  eine  virtuelle  Verschiebung  der  Strecke  AB  in  die 
Lage  AB'  ausgeführt  werden,  wobei  vorausgesetzt  wird, 
dass  ihre  Länge  unverändert  bleibe.  Bezeichnet  y  den 
Winkel  zwischen  AB  und  A'B'^  so  erhält  man  für  die 
Projection  A'B"  von  A'B'  auf  AB 

A"B"  =  AB'  cos  y  =  AB  cos  y. 

Bei  der  betrachteten  unendlich  kleinen  oder  elementaren 
Verrückung  ist  y  ein  sehr  kleiner  Winkel,  so  dass 

A'B"  =  AB{\-  ^  +  .)  =  AB 

genügend  genau  folgt.    Es  ist  also  auch 

AA"  =  BB". 

Für  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Kraft  P  im 
Punkte  A  und  (P)  im  Punkte  B  findet  man  nun 

P {<J5i  COS a  +  ös^ cos ß}^P[—AA'  -\- BB")  =  0, 
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d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  beiden  sich 
das  Oleichgewicht  haltenden  Kräfte  ist  gleich  Null. 

Der  umgekehrte  Satz  soll  jetzt  bewiesen  werden.  Er 
lautet:  Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  zweier 
Kräfte  mit  fest  verbundenen  Angriffspunkten  bei  einer 
beliebigen  virtuellen  Verrückung  gleich  Null  ist,  so  hal- 
ten sich  die  Kräfte  das  Oleichgewicht.  Nach  einem  Satze 
der  geometrischen  Bewegungslehre  kann  jede  virtuelle 
Verrückung  der  Strecke  AB  durch  eine  Translation  und 
eine  Drehung  um  einen  beliebig  zu  wählenden  Punkt  er- 
setzt werden.    Erteilt  man  der  Strecke  AB  eine  Drehung 

um  den  Punkt  A 
(Fig.  286),  so  lie- 
fert nur  die  Kraft 
Pg  eine  virtuelle 
Arbeit,  welche 
nach  unserer  An- 
nahme gleich 
Null  sein  muss, 
d.  h.  man  erhält 
P^  6s^  cos  /8  =:  0. 

Von  den  drei  Factoren  der  linken  Seite  kann  nur  cos/J 
gleich  Null  sein.    Es  ergiebt  sich  somit 

^8  =  90° 

und  zwar  für  jede  virtuelle  Drehung  um  >4,  d.  h.  die 
Kraft  P^  wirkt  längs  der  Oeraden  AB.  In  derselben  Weise 
zeigt  eine  virtuelle  Drehung  um  den  Punkt  B,  dass  auch 
/\  längs  AB  wirkt.  Erteilt  man  ferner  AB  eine  Parallel- 
verschiebung nach  der  Lage  A'B'  (Fig.  287),  so  findet 
man  dp^=^&p^  und  mit  Hülfe  der  Oleichung 

P,  =  -P^. 

Daraus  folgt  dass  die  beiden  Kräfte  sich  das  Oleichge- 
wicht halten. 


Fig.  286. 
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Fig.  287. 

Die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  verändert  sich  nidity 
wenn  die  Kraft  längs  ihrer  Richtungslinie  nach  einem  mit 
ihrem  früheren  Angriffspunkte  unverrückbar  verbundenen 
Angriffspunkte  verschoben  wird.  Denn  man  findet  wie 
vorher  AA'  =  BB''  (Fig.  288)  und  folglich  P.AA'  = 
P.BB'\ 

Der  Satz  von  der  5'  Kf^ß^  '«  «- 

virtuellen    Arbeit    der  -^^^  -     ner  Ebefte. 

Resultirenden,  welcher 
auf  p.  418  für  Kräfte 
mit  gemeinsamem  An- 
griffspunkte bewiesen 
wurde,  gilt  auch  für 
Kräfte  in  einer  Ebene. 

Zwei  Kräfte  Pi  und  Pg  können  nach  ihrem  gemeinsamen 
Schnittpunkte  verschoben  werden;  für  ihre  Resultirende 
folgt  dabei 

Diese  Resultirende  wird  dann  mit  einer  dritten  Kraft  P^ 
zusammengesetzt  u.  s.  w.,  bis  man  alle  Kräfte  vereinigt 
hat.    Der  analytische  Ausdruck  für  den  Satz  ist 


Fig.  288. 


(265) 


R6r  =  i:{Pdpy, 
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selbstverständlich  müssen  die  Punkte  der  Ebene  bei  jeder 
virtuellen  Verrückung  unveränderliche  gegenseitige  Ent- 
fernungen beibehalten. 
Kräfte  an  ei-       Es   mögen   jetzt  auf  einen  starren   Körper  wirkende 
nem  starren  Kräfte  im  Räume  betrachtet  werden.    Nach  p.  318  kann 
Körper,      ^^^  Kräftesystem  auf  zwei  Kräfte  Q  und  5  reducirt  wer- 
den, von  denen  Q  durch  einen  gegebenen  Punkt  O  geht 
und  S  in   einer  gegebenen  Ebene  liegt.    Eine  Kraft  P/, 
welche  in  die  Componenten  Qi  und  S/  zerlegt  worden  ist 
(Fig.  208),  liefert  bei  einer  virtuellen  Verrückung  des  star- 
ren Körpers  die  virtuelle  Arbeit 

Pi  ipi  =  Qi  iqi  +  Si  dsi . 

Addirt  man  diese  Gleichungen  für  alle  Kräfte,  so  erhält 
man  mit  Weglassen  der  Indices  auf  der  linken  Seite 

2{Pdp)  =  l\Qi  dq)  +  I(Si  ds^ . 

Nach  der  Gleichung  (263  b)  ist 

wo  dq  die  Projection  der  virtuellen  Verschiebung  des  Punk- 
tes O  auf  die  Richtung  von  Q  bezeichnet.  Ebenso  ergiebt 
die  Gleichung  (265) 

und  zwar  bedeutet  ds  die  Projection  der  virtuellen  Ver- 
schiebung des  Angriffspunktes  von  5  auf  die  Richtung 
dieser  Kraft    Man  findet  also 

(266)  2(Pdp)  =  Q»q  +  Sds . 

Diese  Gleichung  liefert  in  einer  bequemen  Form  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  des  räumlichen  Kräftesystemes. 

Damit  das  Kräftesystem  im  Gleichgewichte  sei,  müs- 
sen Q  =  0  und  S  =  0  sein.    Nach  (266)  findet  man  dann 

2{P»p)  =  0, 
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d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  sämtlicher  Kräfte 
ist  gleich  Null. 

Ist  umgekehrt  diese  Summe  gleich  Null  für  alle  mög- 
lichen virtuellen  Verschiebungen  des  starren  Körpers,  so 
besteht  Oleichgewicht    Denn  nach  der  Gleichung  (266)  ist 

Qdq-\-Sds  =  0. 

Die  virtuelle  Verrückung  bestehe  in  einer  Drehung  um 
den  Punkt  O.  Dann  ist  dq:=Q  und  die  Gleichung  5^5=0 
liefert  im  allgemeinen 

S  =  0. 

Um  Qdq  jetzt  für  eine  beliebige  virtuelle  Verrückung, 
welche  keine  Drehung  um  O  ist,  zu  Null  zu  machen, 
muss  man 

(3  =  0 

setzen.    Die  Behauptung  ist  hiermit  bewiesen. 

Anwendung. 

Mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig-  Gleichgewidä 
keiten  kann  man  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  ^'''*^  ''*«^- 
für  ein  Kräftesystem  im  Räume  ableiten  und  zwar  in  fol-  ^^^.^-^ 
gender  Weise. 

Es  sei  P  eine  Kraft  mit  den  Componenten  X,  V,  Z  in 
Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im  Räume, 
der  Angriffspunkt  habe  die  Coordinaten  jc,  y^  z  in  Bezug 
auf  dasselbe  System.    Die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  ist 

Pdp  =  Xdx-\-Ydy  +  Zöz. 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  ist  also 

(267)  2{X6x+Ydy  -{-  Zdz)  =  Q . 

Wenn  n  Kräfte  gegeben  sind,  so  enthält  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  Zn  Glieder  und  ebenso  viele  Verschie- 
bungscomponenten.    Diese  sind  aber  nicht  von  einander 


Systems. 
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unabhängig,  sondern  können  durch  sechs  Grössen  aus- 
gedrückt werden,  wie  man  aus  dem  folgenden  ersieht 
Eine  beliebige  virtuelle  Verrückung  des  starren  Körpers 
kann  aus  einer  Drehung  um  eine  durch  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  O  (Fig.  289)  gehende  Axe  und  einer  trans- 
latorischen Verschiebung  zusammengesetzt  werden.  Die 
Translation   wird   durch   ihre  drei  Componenten  dö,  dv 

p  und   öw  parallel  den 

Coordinatenaxen  be- 
stimmt; die  Drehung 
um  eine  durch  O  geh- 
ende Axe  kann  durch 
Drehungen  um  die 
Winkel  <J^,  6xp  und 
^ ^  dx  um  die  drei  Coordi- 
natenaxen ersetzt  wer- 
den (§  31).  Zu  dem 
Ausdrucke  für  dx  tra- 
gen nur  die  Transla- 
tion du  und  die  Dreh- 
ungen öijj  und  dx  bei, 
während  die  Translationen  in  den  Richtungen  der  j^-  oder 
z-Axe  und  die  Drehung  um  die  jc-Axe  auf  6x  keinen 
Einfluss  haben.  Durch  die  unendlich  kleine  Drehung 
dx  im  positiven  Sinne  um  die  z-Axe  bewegt  sich  die  Pro- 
jection  des  Punktes  A  auf  die  xy-Ebene  um  die  Strecke 
rdx  (siehe  die  Figur);  die  Projection  dieser  Strecke  auf 
die  jc-Axe  ist 

—  rdxs\nx  =  —yh' 

In  derselben  Weise  findet  man  den  von  der  Drehung  6^) 
herrührenden  Anteil  zdrp  an  dx.  Ebenso  können  dy  und 
dz  berechnet  werden,  und  zwar  findet  man 

dx=:du-\-  zdip  —  ydx , 

(268)  dy  =  dv  -\-xdx—zd<p, 

dz  =  dw^ydq)  —  xdxp. 


Fig.^289. 
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Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (267)  ein 
und  ordnet  die  Glieder  zweckmässig,  so  erhält  man 

(269)    2X,dU'\-ZY,dv  +  2:Z.dw^2{yZ  —  zY).fkp-\- 
^i:{zX  —  xZ).d%lj-^i:{xY—yX),6x  =  0. 

Weil  die  sechs  Grössen  du^  dv,  dw,  d<p,  dtp,  6%  von  einan- 
der unabhängig  sind,  so  kann  dieser  Gleichung  nur  da- 
durch genügt  werden,  dass  der  erste  Factor  jedes  Glie- 
des gleich  Null  ist.  Dabei  ergeben  sich  die  bekannten 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  (176)  am  starren  Kör- 
per, d.  h. 

ZX=Q,  £{yZ—zY)  =  0, 

2*^  =  0,  2:{zX—xZ)  =  0, 

2Z  =  0,  2;(xY—j;X)  =  0, 

Um  zu  zeigen,  dass  der  erste  Factor  jedes  Gliedes 
von  (269)  gleich  Null  sein  muss,  nehme  man  z.  B.  an, 
dass  alle  diese  Factoren  ausser  2:{yZ  —  zY)  gleich  Null 
seien.  Wählt  man  dann  als  virtuelle  Verschiebung  eine 
Drehung  um  die  jc-Axe,  so  ist 

du=z&v  =  dw  =  Of 

&xp  =  dx  =  0, 

aber  d(p  nicht  gleich  Null,  somit  auch  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (269),  welche  sich  auf 

2{zY—  zY) .  dtp 

reducirt,  nicht  Null.  Dies  ist  unmöglich;  folglich  muss 
der  Factor  in  jedem  Gliede  für  sich  gleich  Null  sein. 
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§  82. 

Prindp  der  virtuellen  Arbeit  an  nicht  freien  Körpern  und 
an  veränderlichen  Systemen. 

Bedingungen       Es  werde  jetzt  eine  Anzahl  von  Fällen  betrachtet,  in 
und  Wider-  welchen  eine  Beschränkung  der  freien  Beweglichkeit  des 
standskräfle.  ^^^  äusseren  Kräften  angegriffenen  Systemes  besteht.    Es 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  sie  beschränkenden  Bedingun- 
gen  durch   Widerstandskräfte,  welche  keine  tangentialen 
oder  Reibungskräfte  sind,  ersetzt  werden  können.    Ist  das 
System  ein  starrer  Körper,  so  erhält  man  den  Satz: 
Nicht  freier        Beim  Oleichgewichte  eines  starren  Korpers,  aufweichen 
starrer  Kör-  die  Kräfte  /\,  Pg  •  •  ^«   wirken  und  dessen  freie  Beweg- 
P^'        lichkeit  durch  gewisse  Bedingungen  beschränkt  ist,  die  man 
durch  die  Kräfte  Ny,  A/2 . . .  Nm  ersetzen  kann,  ist  die 
Summe  sämtlicher  virtueller  Arbeiten  der  Kräfte  P  und 
N  gleich  Null,  d.  h. 

(270)  HiPdp)  +  2:{Ndn)  =  0 , 

und  zwar  für  beliebige  virtuelle  Verschiebungen. 

Beispiele  für  diesen  Fall  sind:  Der  starre  Körper  mit 
einem  festen  Punkte,  der  starre  Körper  mit  einer  festen 
Axe,  ein  starrer  Körper,  bei  welchem  ein  oder  mehrere 
Punkte  gezwungen  sind  sich  auf  gegebenen  Curven  oder 
auf  gegebenen  Flächen  zu  befinden  u.  s.  w.  In  dem 
festen  Punkte  ist  eine  durch  ihn  gehende  Reaction  (§  71) 
vorhanden;  an  der  festen  Axe  können  Widerstandskräfte 
in  zwei  beliebigen  Punkten  der  Axe  angebracht  gedacht 
werden  (§  72),  in  Punkten,  die  auf  vorgeschriebenen  Cur- 
ven oder  Flächen  liegen  müssen,  treten  zu  denselben  nor- 
male Drücke  auf,  dagegen  keine  tangentialen  Reibungs- 
kräfte. 

Unter  allen  möglichen  virtuellen  Bewegungen  eines 
Systemes  mit  beschränkter  Beweglichkeit  scheidet  man 
diejenigen  aus,  für  welche  die  Gleichung 
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(271)  S{Ndn)  =  Q 

besteht,  d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Be- 
dingungskräfte verschwindet.  Sie  werden  mit  den  Be- 
dingungen des  Systemes  verträgliche  vir- 
tuelle Bewegungen  genannt.  Beispielsweise  ist 
bei  einem  Körper  mit  einem  festen  Punkte  O  bei  einer 
Drehung  um  O  die  virtuelle  Arbeit  N6n  der  Widerstands- 
kraft gleich  Null,  weil  O  sich  nicht  bewegt;  ebenso  bei 
einem  Körper  mit  einer  festen  Axe;  in  Punkten,  welche 
längs  gegebener  glatter  Curven  oder  auf  gegebenen  glatten 
Flächen  gleiten,  sind  die  Widerstandskräfte  senkrecht  zu 
den  virtuellen  Verschiebungen  längs  der  Curven  oder 
Flächen,  somit  die  virtuelle  Arbeit  gleich  Null  u.  s.  w. 

Wenn  die  Aufgabe  nur  auf  die  Bestimmung  der  Qleich- 
gewichtsbedingungen  für  die  gegebenen  Kräfte  an  dem 
in  seiner  Beweglichkeit  beschränkten  Systeme  hinausläuft, 
so  genügt  es  mit  den  Bedingungen  des  Systemes  ver- 
trägliche virtuelle  Bewegungen  vorzunehmen;  sollen  da- 
gegen auch  die  Widerstandskräfte  bestimmt  werden,  so 
muss  man  auch  andere  virtuelle  Verschiebungen  in  Be- 
tracht ziehen. 

Der  Satz  von  der  virtuellen  Arbeit  an  einem  in  seiner 
Beweglichkeit  beschränkten  System  kann  jetzt  so  formulirt 
werden : 

Für  alle  mit  den  Bedingungen  des  Systemes  verträg- 
liche virtuelle  Bewegungen  ist  im  Oleichgewichtszustande 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  gegebenen  Kräfte 
gleich  Null,  und  umgekehrt:  Wenn  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  von  Kräften,  welche  auf  ein  in  seiner  Be- 
weglichkeit beschränktes  System  wirken,  für  alle  mit  den 
Bedingungen  verträgliche  virtuelle  Bewegungen  verschwin- 
det, so  halten  sich  die  Kräfte  das  Gleichgewicht 

Der  letztere  Teil  des  Satzes  muss  noch  bewiesen  wer- 
den. Würde  man  annehmen,  dass  ^{Pdp)  gleich  Null 
wäre,  ohne  dass  Oleichgewicht  bestehen  würde,  so  müsste 
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eine  Bewegung  zu  Stande  kommen,  in  welcher  wenig- 
stens einige  der  Punkte  des  Systemes  Beschleunigungen 
erlangen  würden.  Das  Entstehen  einer  solchen  Beschleu- 
nigung eines  Punktes  mit  bekannter  Masse  könnte  durch 
das  Anbringen  einer  Kraft  Q  verhindert  werden,  welche 
dem  Punkte  für  sich  allein  die  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Beschleunigung  erteilen  würde.  Die  Kräfte  P 
und  Q  würden  dann  (zusammen  mit  den  Widerstands- 
kräften) ein  System  von  Kräften  im  Qleichgewichte'^bil- 
den,  und  man  erhielte  nach  dem  ersten  Teile  des  Satzes 

(272)  Zipbp)  +  2'(Q(J^)  =  0. 

Weil  die  Richtungen  von  Q  und  bq  nach  dem  obigen 
entgegengesetzt  sind,  so  wären  Qbq  und  ^{Qbq)  negativ, 
und  es  müsste  2(Pbp)  positiv  sein,  im  Widerspruch  mit 
der  getroffenen  Annahme.  Folglich  bleibt  nur  die  Mög- 
lichkeit übrig,  dass  Gleichgewicht  vorhanden  sei. 
Veränderliche  An  einem  veränderlichen  System,  welches  aus  starren 
Systeme.  Körpern  besteht,  deren  Beweglichkeit  beschränkt  ist,  z.  B. 
so  dass  sich  die  Körper  in  gewissen  Punkten  mit  glatten 
Flächen  gegen  einander  stützen  oder  auf  gewissen  glatten 
Flächen  ruhen  u.  s.  w.,  kann  das  Princip  der  virtuellen 
Arbeit  auf  das  System  als  ein  Ganzes  angewandt  werden. 
Man  kann  aber  auch  einen  Körper  für  sich  herausgrei- 
fen, die  von  den  übrigen  Körpern  herrührenden  Wider- 
standskräfte anbringen  und  auf  das  so  erhaltene  System 
der  äusseren  Kräfte  und  der  Widerstandskräfte  das  Prin- 
cip anwenden. 

Für  veränderliche  Systeme  kann  das  Princip  der  vir- 
tuellen Arbeit,  welches  das  Grundprincip  der  Statik  ist, 
so  formulirt  werden: 

Zum  Oleichgewichte  eines  Kräftesystemes  an  einem  be- 
liebigen, veränderlichen  System,  dessen  Punkte  gewissen 
Bedingungen  unterworfen  sind,  ist  die  erforderliche  und 
notwendige  Bedingung,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
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beiten  sämtlicher  Kräfte  für  jede  mit  den  Bedingungen 
verträgliche  Verschiebung  gleich  Null  sei. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  alle  Hindernisse  einer 
freien  Bewegung  der  einzelnen  Teile  eines  Systems  sog. 
doppelseitige  Hindernisse  seien  (siehe  p.  201).  So  darf 
z.  B.  ein  Punkt,  welcher  genötigt  ist  in  einer  gegebenen 
Fläche  zu  bleiben,  sich  weder  nach  der  einen  noch  nach 
der  anderen  Richtung  der  Normalen  von  der  Fläche  ent- 
fernen können;  einem  auf  einer  Curve  befindlichen  Punkte 
muss  man  in  jeder  Lage  eine  virtuelle  Bewegung  sowohl 
nach  der  einen  wie  nach  der  anderen  Seite  längs  der 
Curve  erteilen  können;  eine  virtuelle  Drehung  um  eine 
Axe  muss  in  beiden  Richtungen  ausführbar  sein  u.  s.  w. 

§  83. 
Anwendungen  des  Princips  der  virtuellen  Arbeit. 

1)    Der  gewöhnliche  und  der  Winkelhebel. 

Bei  dem  zweiarmigen 
Hebel  in  der  Figur  290  a 
seien  P  und  Q  beliebige 
Belastungen  und  Q  das 
in  dem  Schwerpunkte  S 
wirkende  eigene  Gewicht. 
Der  Hebel  ist  horizontal, 
die  Kräfte  P,  Q  und  O  sind 
vertical  und  befinden  sich 
in  den  Abständen  /?,  q  und 
c  von  dem  Stützpunkte  C. 

Die  einzige  mit  den  Be- 
dingungen verträgliche  vir- 
tuelle Bewegung  ist  eine 
Drehung  um  einen  kleinen 


^        .  S 


i 


p 


C £ 


Gleichgewicht 
am  Hebel, 


Fig.  290  a. 


c- 


'-r 


Fig.  290  b. 


Winkel  d(p  um  den  Punkt  C  Dabei  liefern  P,  Q  und 
O  der  Reihe  nach  die  virtuellen  Arbeiten  Ppd(p^  —  Qqdip 
und  Oc6(p,    Es  muss  also 
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Ppd<p  —  Qqöif  +  Ocöip  =  0 
sein;  die  Gleichgewichtsbedingung  ist  somit 
Pp  —  Qq  —  Oc. 

Für  den  einarmigen  Hebel  (Fig.  290  b)  erhält  man  in  der- 
selben Weise 

Pp  =  Qq-{-  Oc. 

Aus  den  gefundenen  Gleichungen  kann  die  zur  Hebung 
der  Last  Q  erforderliche  Kraft  P  berechnet  werden.  Um 
die  Reaction  im  Drehpunkte  C  zu  bestimmen,  erteilt  man 
dem  Hebel  eine  mit  den  Bedingungen  nicht  verträgliche 
virtuelle  Bewegung,  am  einfachsten  eine  verticale  und 
eine  horizontale  Translation.  Es  ergiebt  sich  in  dieser 
Weise,  dass  die  Reaction  vertical  ist  und  im  Falle  d)  die 
Grösse  Q-{-0-{-Pi  in  dem  Falle  b)  die  Grösse  Ö  +  O 

-  P  hat. 

Gleichgewicht       Am   Winkelhebel  in   der  Figur  291  sind  die  Kraft  P 

am  Winkel'  und  die  Last  Q  senkrecht  zu  den  Hebelarmen.    Benützt 

^*^^-         ^  ^  man  die  in  der  Fi- 

/^^^^^^^^^i:^  'ifiy<\  ^"^      eingeführten 

^      -  d^s^-^e^^L  \  Bezeichnungen,  so 

p  -  Y^'^^  \         liefern  bei  einer  vir- 

''  \     tuellen  Drehung  von 

Fig.  291.  der  Grösse  öq)  um 

den  Stützpunkt  die 
Kraft  P  die  virtuelle  Arbeit  Ppdq),  die  Last  Q  die  Arbeit 

—  Qq&(p  und  das  eigene  Gewicht  die  Arbeit  Osf^) .  cosa  = 
Oc&ip.    Man  findet  also  die  Gleichgewichtsbedingung 

Pp  —  Qq  —  Oc, 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  am  Hebel  können  in 
den  bekannten  Satz  zusammengefasst  werden:  Es  muss 
die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte  in  Bezug 
auf  den  Drehpunkt  des  Hebels  gleich  Null  sein. 
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2)  Ein  homogener  Stab  von  constanter  Dicke  von  der 
Länge  /  und  dem  Gewichte  G  ruht  mit  seinem  unteren  Ende 
auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  und  stützt  sich  mit  dem 
oberen  Ende  gegen  eine  glatte  verticale  Wand  (Fig.  2Q2). 
Die  durch  den  Stab  geführte 
Verticalebene  steht  senkrecht 
zur  Schnittlinie  k  der  beiden 
Ebenen.  Am  unteren  Ende 
des  Stabes  ist  ein  Seil  befestigt, 
das  über  eine  Rolle  bei  k  ge- 
führt wird  und  ein  Gewicht  P 
trägt.  Die  Gleichgewichtslage 
und  die  Reactionen  am  Stabe 
sollen  bestimmt  werden. 

Man  erteile  dem  Stabe  eine 
solche  virtuelle  Verschiebung, 
dass  die  Endpunkte  in  den  Un- 
terstützungsebenen um  unendlich  kleine  Stücke  gleiten, 
und  zwar  um  das  Stück  dx  in  der  horizontalen  und  um 
das  Stück  Sy  abwärts  in  der  verticalen  Ebene.  Dabei 
wird  das  Gewicht  P  um  dx  gehoben,  und  der  Schwer- 
punkt des  Stabes  senkt  sich  in  verticaler  Richtung  um  — ^  dy. 
Aus   dem   Princip  der  virtuellen  Arbeit  ergiebt  sich  jetzt 


Fig.  292. 


—  Pdx—iGdy  =  0, 


also 


dx 
öy 


G 

2P 


Durch  Differentiation  der  Gleichung 
erhäh  man 

xbxAry^y^^, 

•oder 

&x y 

öy  X 
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Schliesslich  findet  man  die  Gleichgewichtsbedingung 

5=-2-p=tga, 

WO  a  der  Neigungswinkel  des  Stabes  gegen  die  Horizontal- 
ebene ist. 

Die  Reaction  N^  ergiebt  sich  bei  einer  kleinen  transla- 
torisclien  Verschiebung  im  verlicalen  Sinne  um  den  Be- 
trag dy.    Es  ist  nämlich 


also 


Nidy  —  Ody  =  0, 


N^  =  G. 

Durch  eine  kleine  Translation  dx  im  horizontalen  Sinne 
folgt  ebenso 

N^dx  —  Pdx^O 


und 


No  =  P. 


In  der  Gleichgewichtslage  bilden  Ni  und  O  einerseits, 
N2  und  die  Spannung  P  im  Seile  andererseits  zwei  Kräfte- 
paare mit  gleich  grossen  Momenten  von  entgegengesetzten 
Vorzeichen. 

3)  Die   Brückenwage. 

Die  Anordnung  der  Brücken  wage  ist  in  der  Figur 
293  schematisch  angegeben.    An  dem  um  C  drehbaren 


Fig.  293. 
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Hebel  AB  sind  durch  Gelenke  die  Stangen  ED  und  BO 
angehängt,  von  welchen  die  erstere  mit  der  Brücke  DF^ 
die  letztere  mit  dem  Hebel  ON  gelenkartig  verbunden 
ist.    DF  ist  in  Af,  ON  in  N  unterstützt. 

Die  Belastung  Q  kann  irgendwo  auf  der  Brücke 
angebracht  werden.  Das  Gewicht  P,  durch  das  sie 
gemessen  wird,  kann  man  sich  im  Punkte  A  wirkend 
denken. 

Es  werde  eine  kleine  Drehung  des  Hebels  AB  im 
Betrage  ö(p  um  C  vorgenommen.  Dabei  erfahren  A  eine 
Senkung  dp  =  aö%  E  und  D  die  Hebung  cd(f,  B  und  Q 

die  Hebung  bd(f  und  M  die  Hebung  -  bd^.  Bezeichnet 

—dq  die  verticale  Verschiebung  von  Q,  so  ist  die  Gleich- 
gewichtsbedingung 

Pdp-\-Qdq  =  Q, 

Damit  die  Wage  brauchbar  sei,  muss  dq  unabhängig  von 
der  Lage  von  Q  auf  der  Brücke  sein,  d.  h.  die  Brücke, 
welche  ursprünglig  horizontal  war,  muss  auch  nach  der 
virtuellen  Bewegung  horizontal  bleiben.  Dazu  ist  erfor- 
derlich, dass  die  Erhöhungen  von  D  und  M  gleich  gross 
seien,  d.  h.  dass 

c6if=^bdif, 
oder 

b-g 

sei.  Dies  ist  also  eine  geometrische  Bedingung,  welche 
bei  der  Construction  der  Wage  möglichst  genau  erfüllt 
werden  muss.    Man  erhält  dann 

öq=  —  cd(fi 
und 

Pad(p  ~  Qcdip=zO^ 

28 
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P=~Q. 


Dedmal'  und 

Centesimal- 

wage. 


C        1 
Bei  einer  Decimalwage  ist  -  =Tn;  die  Last  ist  zehn 

Mal  so  gross  als  das  Gewicht. 

Bei  der  Wägung  sehr  grosser  Lasten,  wie  z.  B.  von 
Eisenbahnwagen,    macht    man    häufig     das     Verhältnis 

c        1 


lOÖ' 


und  die  Wage  ist  eine  sog.  Centesimal- 


wage. 

4)  Vier  gleich  lange,  mit  einander  durch  Gelenke  ver- 
bundene Stangen  bilden  ein  System,  dessen  Endpunkte  in 
einer  horizontalen  Geraden  befestigt  sind  (Fig.  2Q4).    In 

den  Knotenpunkten 
wirken  gleich  grosse 
verticale  Belastun- 
gen. Die  eigenen 
Gewichte  der  Stan- 
gen werden  ausser 
Betracht  gelassen. 
Man  bestimme  die 
Gleichgewichtslage. 
In  der  Gleichge- 
wichtslage muss 
I(Pdy)=Q 

sein,  wobei  6y  die  verticale  Senkung  des  Angriffspunktes 
einer  Kraft  P  ist.  Wenn  der  Winkel  (f  um  6(p  wächst, 
so  beschreibt  der  Endpunkt  C  des  Stabes  AC  den  Bogen 
sdif^  dessen  verticale  Projection 

sdif  cos  (p 

ist.  Die  verticale  Verschiebung  des  Knotenpunktes  E  ist 
die  Summe  der  verticalen  Verschiebung  des  Punktes  C 
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und  eines  zweiten  von  der  Veränderung  des  Winkels  \p 
herrührenden  Betrages 

sdip  cos  y) . 

Für  die  drei  Kräfte  P  folgt  also  die  Gleichung 

2  Psdif  cos  ip  +  P{sd(f>  cos  (f  -\-  Sdtp  COS  ^)=^0 

oder 

3  6if  COS  if-\-dip  cos  V'  =:  0. 
Man  hat  ferner 

25  (cos  ip  +  cos  ip)  =  l 

und  erhält  hieraus  durch  Differentiation  zwischen  d(p  und 
dip  die  Beziehung 

sin  <f  d<f-\'Smipdip=0. 

Als  Qleichgewichtsbedingung  ergiebt  sich  also 

^  cos  (f cos  y) 

sin  <p      sin  v ' 

d.  h. 

tgy^Stgv'. 

Die  Winkel  <p  und   ip  können  aus  dieser  Gleichung  in 
Verbindung  mit 

^-  =  cos  y  +  cos  ifj 

berechnet  werden. 

Mit  der  speciellen  Annahme 

ergiebt  die  Elimination  von  ip  zwischen  den  beiden  letzten 
Gleichungen  für  cos  y  die  Gleichung  vierten  Grades 

8  cos^  <p  —  16  cos^  y  —  2  cos  ff  +  1  =  0. 

Man  findet  hieraus  y  =  72°ir6". 
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Fig,  2Q5. 


Zugbrücke.  5)  Eine  Zugbrücke  (Fig.  295)  sei  um  das  eine  Ende 
drehbar.  Am  anderen  Ende  sei  eine  Kette  befestigt,  die 
über  eine  Rolle  geführt  wird  und  ein  Gewicht  Q  trägt. 
Dieses  Gewicht  sei  längs  einer  gewissen  Curve  verschieb- 
bar. Welche  Form  muss  diese  Curve  haben,  damit  die 
Brücke  in  jeder  Lage  im  Gleichgewichte  sei? 

Es  sei  P  das  Ge- 
wicht   der   Brücke, 
2s  ihre  Länge,  A  die 
Höhe  der  Rolle  über 
dem     Brückenende 
ß,  /  die  ganze  Länge 
der    Kette    und    Q 
das   Gegengewicht. 
In    einem    polaren 
Coordinatensystem 
-jnit  C  als  Pol  und 
CB  als  Axe  seien  q  und  ^  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  gesuchten  Curve.    Vergrössert  man  den  Neigungs- 
winkel a  der  Brücke  um  den  unendlich  kleinen  Betrag 
da,  so  hebt  sich  der  Schwerpunkt  um  sda  cos  a,  während 
Q  um  d{QCos9)  sinkt.    Das  Princip   der  virtuellen   Ar- 
beit liefert  also  die  Gleichung 

Q6  (q  cos  1?)  —  Psda  cos  a  =1  0. 

Aus  der  Bedingung,  dass  die  Länge  der  Kette  unverän- 
dert bleibe,  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(l—of  =  452  -f  A2  _  45  /j  sin  a. 
Durch  Differentiation  findet  man 

2sh  cos  ada  —  (/— ^)  dg  =  0. 

Wenn  man  zwischen  den  beiden  Gleichungen  da  elimi- 
nirt,  so  folgt 

2Qhd(Q  cos »)  —  P(1—q)  öq  =  0. 
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Da  bei  einer  virtuellen  Verrückung  das  Gewicht  Q  längs 
einer  bestimmten  Curve  geleitet  wird,  so  kann  6  durch 
das  Differentiationszeichen  ersetzt  werden;  man  erhält 

2Qhd{Q  cos  9)  —  P{1—q)  dg  =  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert 

4  Qho  cos  ^  —  2  PIq  +  Pq^  =  C. 

Wenn  die  Curve  durch  den  Punkt  C  gehen  soll,  so 
muss  ^  =  0  der  letzten  Gleichung  genügen,  es  ist  also 
C=0]  mit  der  Bezeichnung 

m  =  2^h 


wird 


Q  =  2l—2mcos9] 


dies  ist  die  Polargleichung  der  gesuchten  Curve. 

Die  Curve  ist  eine  Fusspunktcurve  des  Krei- 
ses und  wird  in  folgender  Weise  construirt  (Fig. 
296).  Vom  dem  Punkte  C  aus  trägt  man  vertical  nach 
oben  das  Stück  2m  ab 
und  construirt  um  den 
so  erhaltenen  Punkt  M 
als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  21. 
An  diesen  Kreis  ziehe  man 
eine  beliebige  Tangente 
OD.  Es  ist  dann  der 
Fusspunkt  D  der  Senk- 
rechten .  von  C  auf  GD 
ein    Punkt    der    Curve, 


denn  man  hat 


Fig.  296. 


MF=  2m  cos  *, 
CD  =  FO  =  21— 2m  cos  *  =  o. 
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Bifüarpendd.  6)  Welches  in  einer  horizontalen  Ebene  liegende 
Kräftepaar  muss  an  einem  Bifilarpendel  angebracht 
werden,  damit  Gleichgewicht  bei  einer  bestimmten  Ab- 
lenkung vorhanden  sei? 

Das  Bifilarpendel  besteht  aus  einem  homogenen,  cy- 
lindrischen  Stabe  von  der  Lange  2X  und  dem  Gewichte 
O  (Fig.  297),  welches  an  seinen  Enden  vermittelst  zweier 
gewichtsloser  Fäden  von  der  Länge  /  aufgehängt  ist.    Die 

oberen  Enden  der  Fäden  befin- 
den sich  in  einer  Horizontalebene 
in  dem  Abstände  2A  von  einan- 
der. 

Durch  eine  Drehung  um  den 
Winkel  (p  in  der  Horizontalebene 
hebt  sich  der  Stab  um  ein  Stück 
5,  die  beiden  Fäden  bilden  einen 
gewissen  Winkel  tp  mit  der  Ver- 
ticalen.    Es  ist 

s  =  /  (1  —  cos  (//)  . 
Durch  eine  zweite  Drehung  um 
einen   unendlich  kleinen  Winkel 
(Vi//  wächst  die  Hebung  um 

^5=^ /sin  ijjöxlf. 


Fig.  297. 


Die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  O  des  Stabes  hat  den 
Wert 

—O  ds  =  —  Gl  sin  ip  &ip. 

Der  Punkt  A'  bewegt  sich  um  ein  Stück,  dessen  Projec- 
tion  auf  eine  in  der  Horizontalebene  liegende  Senkrechte 
zu  O'A  gleich  kd(f  ist  Das  Kräftepaar,  dessen  Moment 
mit  M  bezeichnet  werde,  führt  die  virtuelle  Arbeit  Mdip 
aus.  Aus  dem  Principe  der  virtuellen  Arbeit  ergiebt 
sich  jetzt 

Möif  —  Ol  sin  ipdtff  =  0. 
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Zwischen  d<p  und  *i//  besteht  eine  Beziehung,  welche  man 
durch  Differentiation  der  Gleichung 

/  sin  V/  =  2X  sin  ^ 

erhält,  deren  beide  Seiten  die  aus  den  Dreiecken  DCA' 
und  A'DO'  abzuleitenden  Werte  von  A'D  darstellen. 
Man  findet 

/  cos  tpdip  =  }.  cos  ^  d(p . 

Aus  den  beiden  d(p  und  dip  enthaltenden  Gleichungen 
berechnet  man  die  Gleichgewichtsbedingung 

Af  cos  t//  =z  GX  sin  ip  cos  ^ 

oder 

-  -      ^  ^^  sin  w  X^  sin  o)  ^ 

/   COS!//         y/2_2A2(l  — COSy) 

Wenn  X  klein  ist  im  Verhältnis  zu  /  und  auch  der  Aus- 
schlag y  kleine  Werte  besitzt,  so  erhält  man  die  Nähe- 
rungsformel 


§  84. 
Obangsattfgaben  betreffend  das  Gleichgewicht  der  Körper. 

1)  Man  leite  jede  der  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  eines  freien 
starren  Körpers  für  sich  in  der  Weise  ab,  dass  man  dem  Körper  eine 
zweckmässige  virtuelle  Verschiebung  erteilt. 

2)  Auf  eine  Schraube,  welche  sich  ohne  Reibung  in  der  Schrau- 
benmutter bewegt,  wirken  eine  Kraft  in  der  Längsrichtung  und  ein 
Kräftepaar  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene.  Die  Oleichgewichts- 
bedingung  soll  aufgestellt  werden. 
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Welches  ist  die  Gleichgewichtsbedingung,  wenn  die  Kraft  und  das 
Kräftepaar  durch  ein  beliebiges  Kräftesystem  ersetzt  werden? 

3)  Man  löse  die  Anwendungen  in  §  72  mit  Hülfe  des  Principes 
der  virtuellen  Arbeit. 

4)  Eine  Fallthür  besteht  aus  einer  rechteckigen,  überall  gleich- 
dicken Platte  vom  Gewichte  G,  welche  um  eine  horizontale  Seite 
drehbar  ist.  Von  dem  Mittelpunkte  der  gegenüber  liegenden  Seite  läuft 
ein  Seil  über  eine  Rolle,  die  sich  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte 
der  ersten  Seite  befindet.  Welches  Gewicht  muss  am  freien  Ende  des 
Seiles  angebracht  werden,  damit  die  Fallthür  in  einer  bestimmten 
geneigten  Lage  im  Gleichgewichte  sei? 

5)  Man  berechne  die  Spannung  der  Kette  und  den  normalen 
Druck  des  Gewichtes  Q  auf  die  Gleitcurve  bei  der  im  Beispiele  5), 
§  83  betrachteten  Zugbrücke. 

6)  Man  bestimme  die  Spannung  der  Fäden  am  Bifilarpendel  (Bei- 
spiel 6),  §  83). 

7)  Der  Pfosten  einer  Thür  ist  ein  wenig  gegen  die  Verticale 
geneigt.  Welches  Moment  in  Bezug  auf  eine  Axe  durch  die  Char- 
niere  ist  erforderlich  um  die  Thür  in  einer  bestimmten  Lage  offen  zu 
halten? 

8)  Zwei  schwere,  in  einer  Verticalebene  sich  befindende  Stangen 
sind  durch  Gelenke  an  einer  verticalen  Wand  befestigt  sowie  durch  ein 
Gelenk  an  den  entgegengesetzten  Enden  mit  einander  verbunden.  Man 
berechne  die  horizontale  und  die  verticale  Componente  des  Druckes  in 
dem  letzteren  Gelenke. 

9)  Ein  schwerer  Ring  wird  von  n  gleich  langen,  gewichtslosen  Fä- 
den getragen,  welche  von  einem  Punkte  O  ausgehen  und  auf  den 
Umkreis  des  Ringes  gleichförmig  verteilt  sind.  Ein  anderer  Ring  mit 
kleinerem  Radius  werde  über  diese  Fäden  geschoben.  Man  bestimme 
die  Gleichgewichtslage  und  die  Spannung  der  Fäden.  Besonders  zeige 
man,  dass  das  Verhältnis  der  Abstände  des  Punktes  O  von  den  Ebe- 
nen des  kleineren  und  des  grösseren  Ringes  gleich  2 : 3  ist,  wenn  der 
kleinere  Ring  in  den  Halbirungspunkten  der  Fäden  unterstützt  ist. 

10)  Auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  ist  eine  cylindrische 
Welle  befestigt.  Ein  schwerer  Stab  wird  von  der  Ebene  und  der  Welle 
unterstützt.  Welche  horizontale  Kraft  muss  man  am  unteren  Ende 
des  Stabes  anbringen,  um  ihn  in  einer  bestimmten  Lage  im  Gleichge- 
wichte zu  halten? 

11)  Ein  schwerer  homogener  Stab  sei  an  eine  glatte  verticale 
Wand  angelehnt  und  ruhe  auf  einer  horizontalen  Kante,  über  welche 
der  Stab  in  einer  Normalebene  zur  Wand  gleiten  kann.  Welches  ist 
die  Gleichgewichtslage,  und  welche  Bedingung  muss  immer  erfüllt 
sein?    Man  berechne  auch  die  Drücke  in  den  Stützpunkten. 
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12)  Ein  schwerer  Stab  stützt  sich  auf  eine  horizontale  Kante  und 
kann  in  einer  Verticalebene  gleiten.  Von  dem  unteren  Ende  aus  führt 
eine  Schnur  von  unveränderlicher  Länge  zu  einem  senkrecht  oberhalb 
der  Gleitkante  Hegenden  Punkte.  Man  bestimme  die  Gleichgewichts- 
lage. 

13)  Zwei  schwere,  gleich  lange  Släbe  AB  und  i4Csind  durch  ein 
Gelenk  bei  A  verbunden.  Sie  ruhen  in  einer  verticalen  Ebene  auf 
einer  auf  der  Kante  stehenden  glatten  Kreisscheibe,  und  zwar  liegt  A 
lotrecht  über  dem  Mittelpunkte  der  Scheibe.  Man  bestimme  die 
Gleichgewichtslage. 

14)  Eine  Seite  eines  ebenen  Gelenkviereckes  sei  fest.  In  einem 
Punkte  der  G^enseite  greife  eine  in  der  Ebene  des  Viereckes  liegende 
Kraft  an.    Welche  Richtung  hat  diese  Kraft  in  der  Gleichgewichtslage? 

15)  An  einem  ebenen  Gelenkvierecke  wirken  in  der  Ebene  des 
Viereckes  zwei  Kräfte  mit  gegebenen  Angriffspunkten,  die  auf  zwei 
sich  gegenüberstehenden  Seiten  liegen.  Wann  befindet  sich  das  Sy- 
stem im  Gleichgevt'ichte? 


Elfter  Abschnitt 

Die  Lehre  von  der  Reibung. 

§  85. 
Allgemeines. 

Gleitende  Auf  einen  Körper,  welcher  auf  einer  ebenen  horizon- 
Reibung,  talen  Unterlage  ruht,  wirken  in  allen  Punkten  der  Be- 
rührungsfläche elementare  Kräfte,  welche  zusammen  eine 
Resultirende  geben,  die  der  Schwere  des  Körpers  das 
Oleichgewicht  hält.  Wenn  die  Unterlage  und  die  Be- 
rührungsfläche des  Körpers  vollkommen  glatt  wären,  so 
hätten  alle  diese  Elementarkräfte  die  Richtung  vertical 
nach  oben  (Fig.  298);  dasselbe  würde 
noch  der  Fall  sein,  wenn  der  Kör- 
per ausser  durch  seine  Schwere  durch 
eine  andere  verticale  Kraft  gegen 
die  Unterlage  gepresst  werden  wür- 
de. Eine  beliebig  kleine  horizontale 
Kraft  P  würde  genügen,  um  den 
Körper  in  Bewegung  längs  der  Un- 
terlage zu  versetzen.  Absolut  glatte  und  starre  Körper 
sind  aber  in  der  Natur  nicht  vorhanden,  sondern  die 
Oberflächen  aller  Körper  sind  mehr  oder  weniger  un- 
eben. Die  Unebenheiten  des  auf  der  horizontalen  Unter- 
lage ruhenden  Körpers  sinken  in  diejenigen  der  Unter- 
lage hinein  und  die  elementaren  Drücke  sind  nicht  mehr 
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vertical,  sondern  können  verschiedene,  von  der  Vertica- 
len  abweichende  Richtungen  besitzen  (Fig.  2QQ).  Dadurch 
entsteht  ein  tangentialer  Widerstand  bei  der  Verschie- 
bung des  Körpers  längs  der  Unterlage,  welcher  ausser- 
dem durch  andere  Ursachen  wie  die  Molecularadhäsion 
vermehrt  werden  kann.  Zum 
Überwinden  dieses  Widerstandes 
ist  eine  Kraft  von  einer  gewissen 
Orösse  erforderlich.  Der  Wi- 
derstand heisst  gleitende 
Reibung  oder  nur  Reibung 
und  wirkt,  wie  die  Erfahrung 
^eigt,  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  zu  derjenigen,  in  welcher  eine  Bewegung  vor- 
handen ist  oder  in  welcher  der  Körper  das  Bestreben 
hat,  sich  zu  bewegen.  Um  den  ruhenden  Körper  in  Be- 
wegung zu  versetzen,  ist  eine  horizontale  Kraft  erforder- 
lich, welche  gleich  gross  oder  grösser  wie  die  gleitende 
Reibung  ist. 

Wenn  die  horizontale  ebene  Unterlage,  auf  welcher 
«in  Körper  vom  Gewichte  O  ruht,  so  geneigt  wird,  dass 
der  Neigungswinkel  allmählich  wächst,  so  bleibt  der  Kör- 
per anfangs  in  Ruhe,  und  zwar  infolge  des  tangentialen 
Reibungswiderstandes.  Erst  wenn  der  Neigungswinkel 
-eine  gewisse  Grösse  y  erreicht,  gerät  der  Körper  in 
Bewegung  (Fig.  300).  Die 
der  schiefen  Ebene  parallele 
Componente  der  Schwere 
ist  dann  O  sin  ip  und  giebt 
•ein  Mass  für  die  Reibung  ab. 

Als  besondere  Arten  der 
gleitenden  Reibung  können 
die  Tragzapfenrei- 
bung   und    die    Stütz- 
zapfenreibung angesehen  werden.    Wenn  ein  Zap- 
fen  sich   in  seinem  Lager  dreht,  so  entsteht  in  den  Be- 


''G./C(Hif 


Fig.  300. 


Reibung  an 

Trag'  und 

Statzzapfen. 
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rührungspunkten  ein  tangentialer  Widerstand,  die  sog. 
Zapfenreibung,  welche  in  §  Q5  genauer  untersucht  wer- 
den soll.  Ein  Stützzapfen  ruht  mit  seiner  Endfläche  im 
Lager;  bei  der  Drehung  des  Zapfens  entstehen  in 
den  Stützpunkten  tangentiale  Kräfte,  welche  der  Bewe- 
gung entgegenwirken  und  zusammen  die  sog.  Stützzapfen- 
reibung bilden  (§  97). 
Rollende  Wenn  ein  runder  Körper  längs  einer  Unterlage  rollt,. 

Reibung,  ^ie  z.  B.  eine  Walze  längs  einer  horizontalen  Ebene,  so- 
entsteht  ein  Bewegungswiderstand,  welcher  wälzende 
oder  rollende  Reibung  heisst.  Wären  die  Walze 
und  die  Ebene  absolut  starr  und  glatt,  so  würden  die 
verticalen  Elementarkräfte  an  der  Stützlinie  dem  Gewichte 
G  der  Walze  das  Oleichgewicht    halten  (Fig.  301);   ein 

beliebig    kleines 
Kräftepaar  in  der 
Ebene  senkrecht 
zur   Berührungs- 
linie würde 
genügen,  um  das 
Rollen,  d.  h.  die 
momentane   Drehung  um  die  Berührungslinie  zu  erzeu- 
gen.   In   Wirklichkeit   verhält   sich  die  Sache  etwas  an- 
ders.   Die  Walze  sinkt  ein  wenig  in  die  ebene  Unterlage 
hinein,  und  statt  der  Stützlinie  entsteht  ein  schmale  Stütz- 
fläche, längs  welcher  die-  Unebenheiten  der  Körper  in 
einander  greifen  (Fig.  302).   Die  Axe  der  augenblicklichen 
Drehung  wird   etwas  vorwärts  in  der 
Richtung   der    Bewegung  verschoben,, 
so   dass  die   Walze,   wenn  auch  sehr 
wenig  aus  ihrer  Lage  gehoben  werden 
muss,  ehe  sie  zu  rollen  beginnt.  Durch 
diese  Ursachen   entsteht  die  rollende 
Reibung.    Sie  ist  im  allgemeinen  weit 
geringer   als   die   gleitende   Reibung,  kann   aber,    wenn 
sich  die  Unterlage  erheblich  deformirt,  bedeutende  Werte 


Fig.  301. 
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erreichen.     Die   rollende   Reibung   wird  in   §    104   be- 
handelt. 

Es  giebt  noch  eine  andere  Art  der  Reibung.  Man  Bohrende 
stelle  sich  einen  gewichtslosen  starren  Körper  vor,  welcher  Reibung. 
sich  in  einem  Punkte  A  auf  eine  Unterlage  stützt  und 
bringe  an  ihm  eine  längs  der  Normalen  zur  Stützfläche 
im  Punkte  A  wirkende  Druckkraft  P  an.  Diese  Kraft  P 
kann  auch  das  Gewicht  des  Körpers  sein.  Das  Oleich- 
gewicht kommt  dadurch  zu  Stande,  dass  die  Unterlage 
eine  zu  P  entgegengesetzte  Kraft  auf  derselben  Richtungs- 
linie erzeugt.  Statt  des  einzigen  Stützpunktes  A  entsteht 
in  Wirklichkeit  durch  die  Formänderung  des  Körpers 
und  der  Unterlage  eine  kleine  Stützfläche,  welche  sehr 
nahe  die  Form  einer  Ellipsenfläche  oder  specieller  einer 
Kreisfläche  hat.  Wenn  der  Körper  in  Drehung  um  die 
Normale  im  Punkte  A  versetzt  wird,  so  entstehen  in 
der  elliptischen  Stützfläche,  welche  sich  im  allgemeinen 
während  der  Bewegung  verändert,  tangentiale  Wider- 
standskräfte, welche  die  Drehung  zu  verhindern  suchen. 
Diese  Art  der  Reibung  kommt  z.  B.  beim  gewöhnlichen 
Kreisel  vor  und  heisst  deshalb  Kreiselreibung  oder 
bohrende  Reibung.  Auf  eine  nähere  Behandlung 
derselben  wird  wegen  ihrer  relativ  geringen  Bedeutung 
hier  nicht  eingegangen. 

Um   die  Lehre  von  der  Reibung  am  bequemsten  zu     Abtragen 
behandeln,   stellt  man  sich  jede  ebene  Berührungsfläche  desReibungs- 
am    Körper   als  absolut  glatt  vor  und  bringt  in  ihr  eine  Widerstandes. 
normale   Druckkraft  N  und  eine  tangentiale  Kraft  F  an, 
welche   die   Reibung   darstellt   und  die  entgegengesetzte 
Richtung  zu   derjenigen  hat,  in  welcher  der  berührende 
Körper  sich   relativ  zum  berührten  Körper  bewegt  oder 
sich  zu  bewegen  strebt  (Fig.  303).    Die  Kräfte  A^  und  F 
sind  zusammen  dem  ganzen  Systeme  der  Elementarkräfte 
äquivalent,  welche  in  Wirklichkeit  an  der  Berührungsfläche 
vorhanden  sind.    Über  allgemeinere  Annahmen  betreffend 
die  Kräfte  in  der  Berührugsfläche  vergleiche  man  §  105. 
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Reibung  der 

Ruhe  und  der 

Bewegung, 


a 

Fig.  303. 

ponente    Osina  der 


Wenn  der  Neigungswinkel  a 
einer  ebenen  Unterlage,  auf  wel- 
cher ein  Körper  vom  Gewichte 
O  ruht,  vom  Werte  Null  an  all- 
*  mählich  vergrössertwird,  so  wächst 
die  der  Ebene  parallele  Com- 
Schwere  des  Körpers  (Fig.  303). 
Solange  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  ist  die  Kraft  F 
der  Reibung  in  jedem  Augenblicke  gleich  jener  Com- 
ponente  der  Schwere  und  wächst  also.  Wie  die  Erfah- 
rung zeigt,  kann  sie  eine  gewisse  Grenze  nicht  über- 
schreiten. Bei  einem  gewissen  Werte  y  des  Winkels  a 
beginnt  der  Körper  sich  zu  bewegen.  Die  Reibung  hat 
dabei  ihren  grössten  Wert  O  sin  (p,  Sie  heisst  v  ö  1 1  i  g^ 
entwickelte  Reibung  der  Ruhe  oder  R e i- 
bung  beim  Übergange  aus  Ruhe  in  Be- 
wegung. Die  Reibung  der  Ruhe  ist  eine  verän- 
derliche Kraft,  welche  alle  Werte  zwischen  Null  und  dem 
genannten  Grenzwerte  annehmen  kann. 

Nachdem  der  Körper  in  Bewegung  geraten  ist,  be- 
sitzt die  Reibung  einen  besonderen  Wert,  welcher  Rei- 
bung der  Bewegung  heisst;  sie  ist  etwas  kleiner 
als  die  völlig  entwickelte  Reibung  der  Ruhe.  Man  erklärt 
sich  diese  Thatsache  durch  die  Annahme,  dass  die  Un- 
ebenheiten während  der  Bewegung  nicht  so  vollständig  in 
einander  eingreifen  wie  während  der  Ruhe.  Auch  die 
Reibung  der  Bewegung  kann  mit  Hülfe  der  schiefen 
Ebene  bestimmt  werden.  Behält  man  nämlich  den  Nei- 
gungswinkel y,  bei  welchem  der  Körper  aus  der  Ruhe 
in  Bewegung  überging,  unverändert  bei,  so  wird  die  Be- 
wegung erfahrungsgemäss  eine  beschleunigte.  Um  sie 
in  eine  gleichförmige  zu  verwandeln,  muss  man  nach 
dem  Beginn  der  Bewegung  den  Neigungswinkel  ein  we- 
nig verkleinern.  Während  der  gleichförmigen  Bewegung 
besteht   Gleichgewicht   der    Kräfte;  die  Reibung  der  Be- 
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wegung    ist    demnach    gleich    der  zur  schiefen    Ebene 
parallelen  Componente  der  Schwere. 

Im  folgenden  bezeichnet  das  Wort  Reibung  im  allge- 
meinen die  völlig  entwickelte  Reibung  der  Ruhe  oder 
die  Reibung  der  Bewegung  und  nur  dann  die  unvollstän- 
dig entwickelte  Reibung  der  Ruhe,  wenn  es  besonders 
hervorgehoben  wird. 

Die  Reibung  hängt  in  hohem  Grade  von  der  Be-  Reibungs- 
schaffenheit  der  Berührungsflächen  ab.  Je  rauher  diesel-  flächen. 
ben  sind,  desto  grösser  ist  die  Reibung,  je  glatter  und 
härter  die  Flächen  sind,  deste  kleiner  wird  die  Reibung. 
Weil  aber  der  Grad  der  Glätte  und  Härte  nicht  mathema- 
tisch definirt  werden  kann,  erhält  man  in  der  Lehre  von  der 
Reibung  immer  nur  annähernd  richtige  Resultate,  welche 
jedoch  in  den  meisten  Fällen  für  die  praktischen  Zwecke 
genügen.  Die  Reibung  zwischen  zwei  Flächen  wird 
gewöhnlich  im  bedeutenden  Grade  durch  Anwendung 
eines  geeigneten  Schmiermittels  vermindert.  Man  nimmt 
an,  dass  das  Schmiermittel  mehr  oder  weniger  das  Ein- 
greifen der  Unebenheiten  der  Körper  in  einander  ver- 
hindert; statt  des  directen  Reibungswiderstandes  der  Kör- 
per tritt  wenigstens  zum  Teil  ein  von  einer  inneren  Rei- 
bung im  Schmiermittel  herrührender  Widerstand. 

Die  Reibung  ist  verschieden  zwischen  verschiedenen 
Körpern;  auch  die  Temperatur  der  Berührungsflächen 
übt  einen  Einfluss  aus  und  zwar  so,  dass  die  Reibung 
im  allgemeinen  mit  wachsender  Temperatur  zunimmt. 
Auch  die  relative  Geschwindigkeit  der  Körper  hat,  wenn 
auch  im  geringen  Grade,  Einfluss  auf  die  Reibung  der 
Bewegung.  Die  Gesetze  hierfür  sind  aber  nur  unvoll- 
ständig bekannt. 

Durch  Versuche,  welche  Coulomb,  Morin   u.  a.    Reibungs- 
über  die  gleitende   Reibung  ausgeführt  haben,  hat  sich    coefficient. 
als   Hauptresultat  ergeben,  dass  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen  die  Reibung  zwischen  zwei  sich  berührenden  Flächen 
direct  proportional  dem  normalen  Drucke  N  zwischen  den 
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Flächen  und  unabhängig  von  der  Grösse  der  Flächen  ist 
Nach  diesem  Gesetze,  welches  jedoch  kein  völlig  strenges 

ist,  erhält  man  für  die  Reibungs- 
kraft F  beim  Übergange  aus 
Ruhe  in  Bewegung  oder  wäh- 
rend der  Bewegung  den  Aus- 
druck 


piämm  'immmim 


(273)  F=fN, 


Fig.  304. 


^  worin/  den  sog.  R  e  i  b  u  n  g  s- 

coefficienten  bezeichnet 
(Fig.  304).  Der  Reibungscoef- 
ficient  für  den  Übergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  ist  etwas 
grösser  als  der  Reibungscoefficient  während  der  Bewe- 
gung; beide  müssen  übrigens  experimentell  bestimmt 
werden.  Es  sollen  keine  besonderen  Bezeichnungen  der 
Reibungscoefficienten  beim  Übergange  aus  Ruhe  in  Be- 
wegung und  während  der  Bewegung  benützt  werden,  weil 
die  dafür  aufzustellenden  Formeln  oft  für  beide  Fälle  gelten 
und  eine  Verwechselung  in  dieser  Beziehung  ohne  Schwie- 
rigkeit zu  vermeiden  ist.  Die  Formel  (273)  enthält  den 
Satz: 

Man  erhält  die  Grösse  der  Reibung  in  der  Weise,  dass 
man  den  normalen  Druck  zwischen  den  Berührungsflächen 
mit  dem  Reibungscoefficienten  multiplicirt. 

Die  unvollständig  entwickelte  Reibung  der  Ruhe  er- 
füllt die  Ungleichheit 

(274)  F<fN, 

worin  /  den  Reibungscoefficienten  beim  Übergange  aus 
Ruhe  in  Bewegung  bezeichnet. 

Wenn  ein  ruhender  Körper  mehrere  Stützpunkte  oder 
Stützflächen  besitzt,  so  braucht  die  Reibung  nicht  an  allen 
im  gleichen  Masse  entwickelt  zu  sein;  man  muss  in  ei- 
nem solchen  Falle  für  die  einzelnen  Stützpunkte  beson- 
dere Untersuchungen  anstellen. 
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Der  oben  angeführte  Satz,  dass  die  Reibung  unab- 
hängig von  der  Grösse  der  Berührungsflächen  ist,  steht 
in  Übereinstimmung  mit  der  Gleichung  (273).  Denkt 
man  sich  die  normale  Kraft  A^,  welche  an  einer  Fläche 
von  der  Grösse  A  wirkt,  gleichförmig  auf  die  ganze 
Fläche   verteilt,   so   kommt  auf  die    Flächeneinheit   der 

Druck  P^=^-Ä  undder  Reibungswiderstand^=/-j,  somit 

auf  die  ganze  Fläche  A  der  Reibungswiderstand  jj:;i4  -=^^4. 
Die  Reibung  pro  Flächeneinheit  verändert  sich  dagegen, 
wenn  die  Grösse  der  Berührungsfläche  variirt,  umgekehrt 
proportional  dem  Flächeninhalte. 

Die  Reibung  kann  wie  auf  p.  446  erwähnt  wurde,  Reibungs- 
mit  Hülfe  der  schiefen  Ebene  bestimmt  werden.  Man  winkeL 
beobachtet  den  Neigungswinkel  y,  bei  welchem  der  Kör- 
per längs  der  Ebene  zu  gleiten  anfängt,  und  den  Winkel  % 
bei  welchem  die  Gleitung  gleichförmig  erfolgt.  Hieraus 
berechnet  man  die  beiden  Reibungscoefficienten.  In  der 
That  ist  der  normale  Druck 

A^i=Ocosy. 

Nach  der  Gleichung  (273)  muss 

F=fN=fQ(io%tp 

sein,  während  andererseits 

/^=  Q  sin  (f 

ist.  Also  ergiebt  sich 

O  sin  if  =^fO  cos  (f 

und 

(275)  /=tgy, 

d.  h.  der  Reibungscoefficient  ist  gleich  der  Tangente 
des  Neigungswinkels  der  Ebene.  Der  Winkel  y,  welcher 
für  einen  gegebenen  Wert  von  /  der  Gleichung  (275) 
genügt,  heisst  Reibungswinkel.  Der  Neigungs- 
winkel muss  also  gleich  dem  Reibungswinkel  sein. 

29 
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Reibungs- 
kegel. 


F-ig.  305. 


Auf  einen  Körper,  welcher  auf  einer  horizontalen  Un- 
terlage ruht  (Fig.  305)  und  entweder  längs  der  Unterlage 
verschoben    wird   oder   im    Begriffe   steht  in  Bewegung 
y     ^  überzugehen,    wirken    als    Wider- 

standskräfte in  der  Berührungsfläche 
ein  normaler  Druck  A^  und  eine 
Reibung  F=fN,  Die  Resultirende 
dieser  beiden  Kräfte  ist  eine  Kraft  Kr 
welche  mit  der  Verticalen  den  Rei- 
bungswinkel <p  einschliesst.  Stellt  man 
sich  alle  möglichen  Bewegungs- 
richtungen vor,  so  bilden  die  entsprechenden  Kräfte  K 
die  Erzeugenden  eines  geraden  Kegels,  welcher  die  Nor- 
male zur  Berührungsfläche  als  Axe  hat.  Dieser  Kegel 
heisst  Reibungskegel.  Wenn  der  Körper  sich  in 
Ruhe  befindet  und  die  Reibung  nur  unvollständig  ent- 
wickelt ist,  so  liefern  der  normale  Druck  und  die  Rei- 
bung eine  durch  die  Spitze  des  Reibungskegels  gehende, 
innerhalb  des  Kegels  liegende  Resultirende.  Ausserhalb 
des  Kegels  fallende  nicht  normale  Widerstandskräfte  sind 
überhaupt  nicht  möglich. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  sind  einige,  meistens 
dem  Handbuch  «Hütte"  entnommene  Werte  des  Rei- 
bungscoefficienten  und  des  Reibungswinkels  während  der 
Bewegung  und  beim  Übergange  aus  Ruhe  in  Bewegung 
unter  der  Voraussetzung  zusammengestellt,  dass  die  Be- 
rührungsflächen glatt  bearbeitet  worden  sind. 
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r 


Bewegung 
tgrj r 


0.20  1  ir.3 


0.15  j   8^5 

0.44       23^8 

0.49 !  26^l 
0.19  '  lo^7 


0.48   I   25°.6 

0.16       9M 

0.34       18^8 


Ruhe 


0.62 


3r.8 


0.44      ,   23^8 
0.54      '   28".6 


0.19  10°.7 
0.27  15°.l 
0.36   '    19°.8 


Bronze  auf  Bronze,  trockene  Flächen 
Qusseisen  auf  Qusseisen  oder  Bronze,  • 
wenig  fettige  Flächen     ..... 
Schweisseisen     auf    Schweisseisen, 

trockene  Flächen 

Gusseisen  auf  Eiche,  trockene  Flächen 

„         „      „    ,  mit  trock.  Seife ' 

Eiche  auf  Eiche,  parallele  Fasern, , 

trock.  Fl.  I 

„       mit  Seife ' 

„         „        „  Fasern  quer,  trock.  Fl. 

„         „        „  Hirnholz  auf  Lang- 1 

holz,  trock.  Fl 

Lederriemen     auf    Eichentrommel,  i 

trock.  Fl.  j 

„  „  Gusseisen,  „      „  j 

„  mit  Wasser  j 

Steine  auf  Schweisseisen,  trock.  Fl.       —    ,    — 

SteineoderZiegel  auf  Ziegel,  trock.  Fl. '     —    '     — 

Steine  auf  Holz,  im  Mittel,  trock.  Fl. !     —    '     — 
I  Stahl  auf  Eis I    O.ou!    0^8 

Oben  ist  gezeigt  worden,  wie  die  Reibung  oft  eine 
Bewegung  zu  verhindern  sucht.  Sie  wirkt  dabei,  wie 
z.  B.  an  den  meisten  Maschinen,  als  ein  schädlicher  Wi- 
derstand. Durch  passende  Anordnungen  versucht  man 
den  schädlichen  Widerstand  möglichst  klein  zu  machen. 

In  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen  wirkt  die  Rei- 
bung als  eine  nützliche  Kraft;  sie  verhindert  entweder 
das  Zustandekommen  einer  Bewegung  oder  ermöglicht 
ihr  Entstehen. 

So  z.  B.  bildet  die  Reibung  das  hauptsächliche  zusam- 
menhaltende Element  an  den  meisten  Bauconstructionen^ 
besonders  bei  Gewölben  und  Kuppeln;  sie  verhindert  die 
Verschiebung  und  das  Kippen  der  Mauern  unserer  Ge- 
bäude;  ein   Nagel   oder  eine  Schraube  würde  ohne  sie 


0.43 

23^3 

1 

0.47 

1 
25^8 

1          0.28 

l5^6 

1          0.38 

20^8 

0.46 

24°.2 

0.50—0.75 
0.60 

/26^6 

\36^9 

ar.o 

— 

— 

über  die 

Bedeutung 

der  Reibung. 
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keine  zusammenhaltende  Kraft  besitzen;  eine  Menge 
Erzeugnisse  der  Industrie,  wie  Kleider,  Fäden,  Seile  u.  s.  w. 
würden  zerfallen,  kein  Knoten  würde  halten;  ein  Schiff 
könnte  nur  mit  grösster  Schwierigkeit  ankern  oder  am 
Quai  landen;  sogar  die  Form  der  Erdoberfläche  wäre  eine 
andere. 

Die  Reibung  kommt  uns  aber  nicht  nur  wie  in  den 
obigen  Beispielen  als  ein  passiver  Widerstand  zu  nutze, 
sondern  oft  auch  als  active  Kraft.  Nur  durch  die  Rei- 
bung wird  das  Gehen  in  einer  horizontalen  Ebene,  bergauf 
und  bergab  ermöglicht;  auf  das  Vorhandensein  der  Rei- 
bung gründet  sich  das  ganze  Transportwesen  mit  seiner 
grossartigen  Anwendung  in  den  Eisenbahnen  der  Jetztzeit. 
Das  Zugvermögen  einer  Locomotive  beruht  zum  Teil  auf 
der  in  ihr  entwickelten  oder  ihr  beispielsweise  durch  eine 
elektrische  Leitung  zugeführten  Triebkraft,  zum  Teil  auf 
der  zwischen  den  Triebrädern  und  den  Geleisen  entstehen- 
den Reibung. 

Wollte  man  sich  die  Folgen  davon  denken,  dass  die 
Reibung  aufhörte  zu  wirken,  so  müsste  man  sich  die 
gegenwärtige  Ordnung  der  Natur  stückweise  aufgelöst 
vorstellen. 

Obgleich  die  Lehre  von  der  Reibung  hier  innerhalb 
der  Statik  der  starren  Körper  aufgenommen  worden  ist, 
werden  auch  einige  Probleme,  welche  eigentlich  zur  Dy- 
namik gehören,  in  demselben  Zusammenhange  behandelt. 
Andere  Bewegungsprobleme,  bei  welchen  die  Reibung 
eine  Rolle  spielt,  werden  in  der  Dynamik  betrachtet. 

Es  möge  mit  Anwendungen  der  gleitenden  Reibung 
angefangen  werden. 

§  86. 
Die  Reibung  an  der  schiefen  Ebene. 

Ein  Körper  vom  Gewichte  O  befinde  sich  auf  einer 
Ebene,   deren   Neigung  gegen  die  Horizontalebene  a  ist 
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(0  <  a  <  90°),  und  werde  ausser  durch  sein  Gewicht  Q 
von  einer  Kraft  P  angegriffen,  welche  durch  den  Schwer- 
punkt S  gehe  und  in  einer  zur  schiefen  Ebene  senkrechten 
Verticalebene  sich  befinde  (Fig.  306).  Die  Kraft  P  bilde 
mit  der  Normalen  zur  schiefen  jir 

Ebene  einen  Winkel  ß,  welcher  \ 

in  der  in  der  Figur  angegebenen  /''\""'"-^'-'*^>' 

Weise    gerechnet    werde.     Es  /v^i^Jwl\^# 

werde    ausserdem    angenom-  i^''\^^^^^^ 

men,   dass   der   Körper  keine  -^^^^^^^^ 

Gefahr  läuft  um  eine  Kante  in    ^^i^^^^__^l_^f^f_ 

der  Stützfläche  zu  kippen,  son-  pjg  305, 

dem  nur  in  Ruhe  oder  in  glei- 
tender Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene  sein  kann. 

a)  Der  Körper  werde  mit  constanter  Geschwindigkeit    Bewegung 
bergauf  gezogen.  nachaufwärts 

Es  besteht  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  O  und    i^f^e^  ^^f^ 
P  und  den  Widerstandskräften,  d.  h.  dem  normalen  Drucke      ^^W<?« 
N  und  der  längs  der  Ebene  nach   abwärts  gerichteten 
Reibung  F.    Wenn  man  die  Summe  der  Projectionen  der 
Kräfte  auf  die  Richtungen  der  Bewegung  und  der  Nor- 
malen der  Ebene  gleich  Null  setzt,  so  findet  man 

Psin  ß  =  F-\-  O  sin  a, 

Pcosß+Qcosa  =  N. 

Auf  Grund  der  Gleichung  (273)  ist 

F=/N. 

Hieraus  folgt 

Psinß—O  sin  a  =J{P  cos  ß  +  Ocos  a) 

und 

p sin  g  +/COS  g  p 

sin  ß  —/cos  ß 

Setzt  man  hier  /=  tg  y,  so  findet  man  nach  einer  ein- 
fachen Transformation 
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(276) 


sin  iß  —  (p) 


Diese  Gleichung  giebt  für  einen  vorgeschriebenen  Win- 
kel ß  die  erforderliche  Zugkraft  P.  Damit  die  Aufgabe 
ihre  Bedeutung  nicht  verliere,  muss  P  positiv  und  endlich 
sein,  und  darf  der  Körper  nicht  von  der  Ebene  abge- 
hoben werden.    Die  Bedingungen  hierfür  sind 

y</S^180°— a. 

Mit  ß=^(p  ergiebt  sich  P=:oo.  Dann  liegt  P  auf  dem 
Reibungskegel,  welcher  mit  5  als  Spitze  und  der  Nor- 
malen aus  S  zur  schiefen  Ebene  construirt  wird.  Mit 
^=180''— a  wird  P  vertical  nach  oben  gerichtet  und 
gleich  O.    Dann  sind  A^  und  F  gleich  Null. 

Wählt   man   speciell   /J  =  QO°   (Fig.  307),  so  wird  P 
parallel  der  schiefen  Ebene  und  erhält  die  Grösse 


(277) 


sin  (g  +  y)  Q 

cos  (f 


Fig.  307. 


Ist  P  horizontal,  wozu  die  Bedingung  a  <  90"^ 
sein  muss  (Fig.  308),  so  folgt 


(f  erfüllt 


(278)  P=tg{a  +  9)'0, 

Wie  die  Gleichung  (276)  zeigt,  wird  P  am  kleinsten  für 
^  =z  90°  -f  9  (Fig.  309),  und  zwar  findet  man 

(279)  P=sin(a  +  9)).0. 
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Die  notwendige  Bedingung  für  diese  Möglichkeit  ist 
a  S  90^  —  y. 

b)  Der  Korper  gleite  bergab  mit  constanter  Oeschwin-    Bewegung 
digkeit  ^^^  abwärts 

,.  ^  ,,....    ^  längs  einer 

In  diesem  Falle  ist  die  Rei-  y- '^^  schiefen 

bung  nach  aufwärts  längs  der  aM<A.J^C!^^^^  ^*^'^- 

Ebene  gerichtet  (Fig.  310).  Man  |f  "^^^^^ 

erhält  den  Wert  von  P  aus  der  ^.^^^JT^^ 

Gleichung  (276)  dadurch,  dass  ^^^_ä*:"^^^^  

man  y  durch  —  y  ersetzt,  was  ^g  310. 

in  der  That  der  Umkehrung 

des  Sinnes    der    Reibungswiderstandes    F  gleichkommt. 

Es  ergiebt  sich  also 

(280)  p=^^--^o, 

sin  (/^  +  y) 

Die  Kraft  P  darf  weder  negativ  noch  unendlich  gross 
werden,  noch  den  Körper  von  der  Ebene  abheben.  Bei 
der  Discussion  unterscheidet  man  am  besten  die  drei  Fälle 

a  >  y  ;  a  =r  y  ;  a  <  9) 

von  einander. 

Wenn  a  >  y  wäre,  so  würde  der  Körper  infolge  sei- 
ner Schwere  allein  eine  beschleunigte  Bewegung  nach 
abwärts  längs  der  Ebene  annehmen.  Um  diese  Bewe- 
gung in  eine  gleichförmige  zu  verwandeln,  müsste  eine 
hindernde  oder  bremsende  Kraft  P  angebracht  werden, 
und  zwar  wäre  hierzu  erforderlich,  dass  der  Winkel  ß  die 
Bedingungen 

—  y</?^180°  — a 

erfüllte.  Die  Gleichung  (280)  liefert  die  Grösse  von  P. 
Mit  ß  =  —  (p  folgt  P=  00,  für  /?  =  180°  —  a  halten  sich 
P  und  O  das  Gleichgewicht.  P  wird  am  kleinsten  für 
^  =  90°  —  y;  und  zwar  ist  dabei  P=  sin  (a  — y ) .  O. 
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Wenn  a=z(f  wäre,  so  wäre  P=0  und  der  Körper 
würde  infolge  seiner  Schwere  allein  gleichförmig  nach 
abwärts  längs  der  Ebene  gleiten.  Dieser  Fall  wurde  auf 
p.  449  als  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des  Reibungscoeffici- 
enten  angeführt. 

Wäre  a  <  y,  so  würde  der  Körper,  nachdem  man  ihm 
eine  Anfangsgeschwindigkeit  nach  abwärts  längs  der  Ebene 
erteilt  hat,  eine  verzögerte  Bewegung  annehmen.  Um 
die  Bewegung  gleichförmig  zu  machen,  braucht  man  eine 
Kraft  P,  welche  den  Körper  längs  der  Ebene  nach  ab- 
wärts zieht.  Diese  Kraft  wird  aus  der  Gleichung  (280) 
berechnet;  und  zwar  muss  ß  jetzt  den  Bedingungen 

180^  — a^/tf<360°  — y 
genügen. 

c)  Ruhe  auf  der  schiefen  Ebene. 
Ruhe  auf  der       Um  ZU  untersuchen,  ob  ein  auf  einer  schiefen  Ebene 
schiefen      befindlicher   Körper,  auf  welchen  seine  Schwere  O  und 
Ebene.      ^^^^  durch  den  Schwerpunkt  5  gehende  Kraft  P  wirken, 
in  Ruhe  verharren  kann,  werden  O  und  P  zu  einer  Resulti- 
renden  R  zusammengesetzt.    Diese  Resultirende  muss  der 
an  der  Ebene  entwickelten,  aus  Normaldruck  und  Rei- 
bung zusammengesetzten  ^Widerstandskraft  das  Oleichge- 
wicht halten.    Die  Bedingung  hierfür  ist  offenbar,  dass  R 
im   Innern    oder  auf  der  Oberfläche  des  Reibungskegels 
liege,  welcher  mit  S  als  Spitze  construirt  wird,  und  die 
Richtung  von  5  nach  der  Ebene  hin  habe. 

Wenn  der  Neigungswinkel  a  kleiner  als  der  Reibungs- 
winkel <p  beim  Übergange  aus  Ruhe  in  Bewegung  ist,  so 
erfüllt  O  allein  immer  die  angeführte  Bedingung.  Der 
Körper  verharrt  somit  in  Ruhe  unter  dem  Einflüsse  der 
Schwere  allein.  Wie  aus  den  auf  den  jetzt  betrachteten 
Fall  anzuwendenden  Oleichungen  (276)  und  (280)  hervor- 
geht, bleibt  der  Körper  noch  in  Ruhe,  wenn  man  ausser  Q 
eine  in  der  zur  schiefen  Ebene  senkrechten  Verticalebene 
liegende  und  durch  S  gehende  Kraft  P  anbringt,  welche 
folgende  Bedingungen  erfüllt: 
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P     beliebig 


für 


9 


y. 


:^<360-_y. 


Der  Winkel  ß  ist  hier  in   derselben  Weise  wie  früher 
gerechnet  worden  (Fig.  311). 

Wenn  der  Neigungswinkel 
gleich  dem  Reibungswinkel  ist, 
so  befindet  sich  der  Körper  unter 
dem  Einflüsse  der  eigenen  Schwere 
an  der  Grenze  des  Gleichgewichts 
der  Ruhe.  Das  Gleichgewicht 
besteht  fort,  falls  eine  Kraft  P 
angebracht  wird,  welche  den 
Bedingungen  genügt: 


P     beliebig 
sin2;^ 


für  —ff^ß^^ 
O  für  y  <i8S180° 


<jp. 


Wenn  schliesslich  a  >  y  ist,  so 
genügt  die  Schwere  allein  nicht  um  % 
den  Körper  in  Ruhe  zu  erhalten, 
sondern  man  muss  eine  Kraft  P 
anbringen  (Fig.  312),  welche  folgen- 
den Bedingungen  genügt: 


sin  (g  —  y) 
sin  (^  +  (f) 


OfüT  —  fp<:ß^<p, 


Fig.  312. 


sMo-^^  sinj^ 

sm(^-fy)      ^     ^s\nlß  —  (p)  -r-^^t^-^ 

d)  Gleichgewicht  auf  der  Horizontalebene, 
Man   erhält   die   Formeln  für  das  Gleichgewicht  der  ^   ^itai. 
Ruhe   oder  der   Bewegung   eines  auf  einer  horizontalen       ^^^^ 
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Gleichförmige 
Bewegung 
längs  der 

Horizontal- 
ebene. 


Unterlage  sich  befindenden  Körpers  dadurch,  dass  man 
in  den  für  die  schiefe  Ebene  geltenden  Formeln  a  =  0 
setzt  Es  genügt  offenbar  ß  zwischen  0  und  180"^  zu 
wählen,  einschliesslich  der  Grenzwerte. 

Ein  auf  der  Horizontalebene 
ruhender  Körper  vom  Gewichte  O 
(Fig.  313)  bleibt  noch  in  Ruhe,  wenn 
man  eine  Kraft  P  hinzufügt,  welche 
beliebig  sein  darf,  falls  sie  in  der  un- 
teren Hälfte  des  Reibungskegels  liegt, 

und  die  Grösse -r— 7^— -r  O  nicht 
sm  (ß  —  (p) 

überschreiten  darf,  falls  sie  ausser- 
halb des  Reibungskegels  liegt. 
Zum  Unterhalten  einer  gleichförmigen  Bewegung  längs 

der  Ebene  braucht  man  für  einen  gegebenen  Winkel  /5  >  <^ 

eine  Kraft 


(281) 


P  = 


smtp 


sin  (ß  —  (p) 


^O. 


Wenn  die  Kraft  P  parallel  der  Ebene  ist,  so  hat  sie  die 
Grösse 


(282) 


*  P=ig(p.G, 


Am    kleinsten    wird   sie,   wenn   sin    (/S  —  9?)  =  1,  d.  h. 
j8  =  QO°-|-9^  ist,  und  zwar  ergiebt  sich  dann 


(283) 


P=:S\n(p  ,  O. 


Anwendungen. 

1)  Ein  schwerer  Körper  stützt  sich  gegen  die  untere  Seite  einer 
schiefen  Ebene.  Wie  muss  eine  Kraft  P  am  Körper  angebracht  wer- 
den, damit  er  entweder  in  Ruhe  verharre  oder  eine  gleichförmige 
Bewegung  bergauf  oder  bergab  besitze? 

2)  Welche  Arbeit  ist  erforderlich,  um  mit  Anwendung  der  kleinsten 
möglichen  Zugkraft  einen  15  kg  schweren  Schlitten  mit  gleichförmiger 
Bewegung  längs  einer  20  m  langen  Eisebene  hinauf  zu  ziehen,  welche 
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•den  Winkel  30°  mit  der  Horizontalebene  bildet,  wenn  der  Reibungs- 
■coefficient  den  Wert  O.024  hat? 

Mit  den  früheren  allgemeinen  Bezeichnungen  ist  die  Kraft  P  am 
kleinsten  für  ß  —  Q0°  +  qf>  und  hat  dann  den  Wert 

P  =  sin(a  +  (y^).0. 

Bezeichnet  /  die  Länge  des  Weges,  so  ist  die  Arbeit  A  der  Kraft  P 

A  =  PI  cos  qr  =  sin  (a  +  <p)  cos  qp .  Gl. 

Mit  den  numerischen  Werten  findet  man  <p=zV2y  und 

A  =  sin  3V  23'  X  cos  V  23'  X  15  X  20  =  156.2  kgm. 

3)  Welchen  Wert  hat  der  Reibungscoefficient  an  einer  unter  30° 
geneigten  Eisebene  von  29.0  m  Länge,  wenn  ein  Schlitten  in  3.5  See. 
längs  der  Ebene  abwärts  läuft,  und  wie  weit  setzt  der  Schlitten 
längs  einer  horizontalen  Eisfläche  seine  Bewegung  fort?  Der  Wider- 
stand der  Luft  wird  vernachlässigt  und  der  Reibungscoefficient  als 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  angesehen. 

Weil  die  Schwere  G  die  einzige  äussere  Kraft  ist,  so  ist  die  con- 
stante  beschleunigende  Kraft 

P  =  O  sin  a  — /O  cos  a. 

Die  Bewegung  ist  also  für  a  >  9'  gleichförmig  beschleunigt  mit  der 
Beschleunigung 

P        ,  .           -        .         sin  (a  —  9?) 
fl  =  -  =:  p  (sm  o  —/cos  O)  =£ > i'. . 

Bezeichnet  t  die  Zeit,  welche  beim  Bergabfahren  vergeht,  so  folgt  also 

^  ^        C0S9'        *      ' 

aus  dieser  Qleichung  kann  9^  berechnet  werden.  Mit  den  numerischen 
AJ^erten  findet  man  7^  ^r.  r  10'  und  /=  tg^'  =  0.02i. 

Der  Schlitten  hat  unten  am  Abhänge  die  Geschwindigkeit 

,      sin  (a~(p)    . 

u  =  at^  — —£t 

cos  9?     * 

erreicht,  welche  zugleich  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  nachfolgen- 
den Bewegung  in  der  Horizontalebene  darstellt.  Diese  letztere  Bewe- 
gung ist  gleichförmig  abnehmend  mit  der  Verzögerung 
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Der  Schlitten  bleibt  nach  der  Zeit 

r            sin  (f 

^t 

stehen  und  hat  dann  die  Weglänge 

«Irt-^^sinCa- 

.^y 

sm  (f 
zurückgelegt.    Mit  den  numerischen  Werten  findet  man 
f  =--.  1  Min.  22  See.  und  /'  =r  680  m. 

4)  Ein  Schiff,  welches  vom  Stapel  läuft,  legt  auf  einem  unter  4°  30'^ 
gegen  die  Horizontalebene  geneigten  Helling  21.5  m  in  10  See.  zurück. 
Man  berechne  den  Reibungscoefficienten. 

Man  findet /=  0.035. 

5)  Welche  Neigung  muss  einem  Dache  gegeben  werden,  damit 
das  Regen wasser  möglichst  schnell  ablaufe? 

Nimmt  man  an,  dass  ein  Wasserteilchen  den  Reibungsgesetzen 
folgt,  so  ist  seine  Bewegung  abwärts  auf  dem  unter  dem  Winkel  a 
geneigten  Dache  eine  gleichförmig  veränderliche  mit  der  Beschleuni- 
gung (Anw.  3) 

sin  (a  —  <f) 

cos  ff 

Es  sei  b  die  horizontale  Breite  des  Daches.    Das  Wasserteilchen  muss 

den  Weg  -         zurücklegen  und  braucht  dazu  die  Zeit 

1 , 2b  cos  qp 

~"  I    ^  cos  a  sin  {a  —  (f) 

Damit  t  ein  Minimum  werde,  muss 

f(a)  =  cos  a  sin  (a  —  (f) 

ein  Maximum  werden.    Man  erhält 

/'  (a)  =  cos  a  cos  (a  —  <f)  —  sin  a  sin  (a  —  <f)  =  COS  (2o  —  tp) 

und  die  Ableitung  wird  Null  für 

Weil  (p  ein   sehr   kleiner  Winkel    ist,  so  muss  also  die  Neigung  des 
Daches  unbedeutend  grösser  als  45°  sein.    Aus  dem  Werte 

/"  (a)  r=  -  2  sin  (2«  -  y)  =  —  2 
ersieht   man,   dass  dem   gefundenen  Werte  a  wirklich  ein  Maximum 
von  ßa)  entspricht. 
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§  87. 
Körper,  welcher  von  zwei  schiefen  Ebenen  gestfitzt  wird. 

Man  nehme  an,  dass  der  Körper  beide  Ebenen  nur 
in  je  einem  Punkte  berühre,  und  dass  die  Verticalebene 
durch  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  die 
beiden  schiefen  Ebenen  unter  rechtem  Winkel  schneide. 
Auf  diesen  Fall  kann  derjenige  zurückgeführt  werden,  in 
welchem  der  Körper  eine  cylindrische  Form  hat  und 
sich  auf  jede  Ebene  längs  einer  Erzeugenden  des  Cylin- 
•ders  stützt.  Es  werde  weiter  vorausgesetzt,  dass  der  Rei- 
bungscoefficient  an  den  beiden  Berührungsstellen  derselbe 
sei.  Man  stelle  die  Bedingungen  des  Oleichgewichts  der 
Ruhe  auf.  • 

Auf   den  Körper  wirken   drei    Kräfte,   nämlich   seine  Gleichgewicht 
Schwere   Q  und  die  beiden    Reactionen   in   den   Stütz-     ^^'^  ^^'- 
punkten.    Wenn  der  Körper  und  die  Stützflächen  absolut 
fest  und  glatt  wären,  so  würde  jede  der  Reactionen  N^ 
und  A^2  senkrecht  zu  der  betreffenden   Ebene  sein  (Fig. 
314).    Im  Falle  des  Oleichgewichtes  müssen  deshalb  O, 
jVi  und  A/2  durch  den- 
selben Punkt  D  gehen. 
Man  erhält  N-^  und  No 
vermittelst  eines  Kräfte- 
dreieckes.   Sie  müssen 
Drücke  zwischen  dem 
Körper  und  den  Ebe- 
nen  darstellen.     Man 
beachte,  dass  der  Punkt 
Z>,  die  Stützpunkte  A  und  B  und  der  auf  der  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  liegende  Punkt  C  auf  einem  Kreise  sich 
befinden. 

Beim  Vorhandensein  einer  Reibung  an  den  Stütz-  Gleichgewicht 
flächen  kann  Oleichgewicht  bestehen,  ohne  dass  die  '"'^  Reibung, 
Normalen  durch  die   Stützpunkte  sich  auf  der  Verticalen 
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des  Schwerpunktes  schneiden.  An  jedem  Stützpunkte 
kann  eine  im  allgemeinen  nicht  normale  Reaction  ent- 
wickelt werden,  welche  im  Innern  des  Reibungskegels 
oder  auf  demselben  liegt.  Liegt  sie  auf  dem  Kegel  selbst,, 
so  ist  sie  die  Resultirende  eines  Normaldruckes  und  ei- 
ner völlig  entwickelten  Reibung  der  Ruhe  und  bildet 
den  Reibungswinkel  y  mit  der  Normalen  zur  Stützebene; 
wenn  die  Reaction  dagegen  innerhalb  des  Kegels  liegt 
und  somit  einen  kleineren  Winkel  als  ip  mit  der  Norma- 
len einschliesst,  so  ist  die  Reibung  nur  unvollständig  ent- 
wickelt. Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  der  Körper 
sich  in  einer  solchen  Qrenzlage  befindet,  dass  eine  voll- 
ständig entwickelte,  nach  oben  gerichtete  Reibung /A^i 
am  Punkte  A  und  eine  eben  solche,  nach  unten  gerich- 
tete Reibung  am  Punkte  B  (Fig.  315)  zur  Erhaltung 
;  des  Gleichgewichts  notwendig 

wäre.  Der  normale  Druck  N^ 
und  die  Reibung/iVi  am  Punkte 
A  liefern  zusammen  die  Reac- 
tion /Cii  ebenso  entsteht  die 
Reaction  K2  am  Punkte  B  aus. 
N^  und  /A/g.  Die  Richtungs- 
linien von  K\  und  /C2  schneiden 
sich  in  dem  Punkte  D^.  Damit 
der  betrachtete  Orenzfall  zu 
Stande  komme,  muss  der  Schwerpunkt  auf  der  Verticalen 
des  Punktes  D^  liegen.  Würde  der  Schwerpunkt  nur 
sehr  wenig  links  von  der  Verticalen  durch  Di  lie- 
gen, so  könnte  das  Gleichgewicht  nicht  bestehen,  son- 
dern der  Körper  würde  sich  so  in  Bewegung  setzen,, 
dass  er  bei  A  nach  abwärts,  bei  B  nach  aufwärts 
längs  der  Stützebenen  gleitet.  Einen  zweiten  Grenzfall 
erhält  man,  wenn  man  die  entgegengesetzten  Richtungen  des 
Gleitens  in's  Auge  fasst.  Die  Richtungslinien  der  Reactio- 
nen  AD^  und  ÄDg,  welche  beide  mit  der  betreffenden 
Normalen  zur  Stützfläche  den  Winkel  (f  bilden,  schneiden 
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sich  dann  in  dem  Punkte  Dg.  Es  müsste  dann  der  Schwer- 
punkt auf  der  Verticalen  durch  D^  liegen.  Würde  der 
Schwerpunkt  rechts  von  dieser  Verticalen  sich  befinden, 
so  würde  der  Körper  in's  Gleiten  geraten.  Die  Ruhe 
kann  nur  fortbestehen,  wenn  der  Schwerpunkt  sich  zwi- 
schen den  beiden  Verticalen  durch  D^  und  D^  befindet; 
oder  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Verticale  des  Schwer- 
punktes das  von  AD^^  AD^^  BD^  und  BD^  gebildete 
(in  der  Figur  schraffirte)  Viereck  trifft.  Im  allgemeinen 
ist  die  Reibung  an  den  Stützpunkten  nur  unvollständig 
entwickelt;  die  Richtungslinien  der  Reactionen  sind  dann 
unbekannt  und  folglich  eine  Berechnung  ihrer  Grösse 
auf  Grund  der  statischen  Gleichgewichtsbedingungen 
nicht  möglich.  Nur  in  den  Grenzfällen  können  die  Reactio- 
nen erhalten  werden  (siehe  p.  467  unten). 

Statt  des  schweren 
Körpers  betrachtet  man 
zweckmässig  einen  ge- 
wichtslosen Stab,  welcher 
sich  an  den  Enden  auf 
die  schiefen  Ebenen  stützt 
und  in  einem  beliebigen 
Punkte  mit  einem  Ge- 
wichte G  belastet  werden 
kann.  Die  durch  die 
Punkte  Dl  und  D^  ge- 
führten Verticalen  schnei- 
den den  Stab  in  zwei 
Punkten  E^  und  fg.  Das  Gleichgewicht  besteht,  wenn 
die  Belastung  O  irgendwo  zwischen  den  Grenzpunkten  Ei 
und  E^  angebracht  wird.  Es  soll  die  Lage  dieser  Punkte 
näher  bestimmt  werden  und  zwar  mit  Hülfe  der  Ver- 
hältnisse 


Fig.  316. 


Bestimmung 

des  Belas- 

tungsinter- 

valles. 
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oder 


Die  Neigungen  der  beiden  schiefen  Ebenen  seien  durch 
ihre  Winkel  a^  und  o^  mit  der  Verticalebene  bestimmt, 
und  zwar  seien  0^aig90°  und  0^cuj^90°  Der 
Winkel  des  Stabes  mit  einer  Horizontalebene  sei  e  und 
werde  positiv  gerechnet,  wenn  A  tiefer  als  B  liegt.  Da- 
mit der  Stab  sich  innerhalb  des  Winkels  AGB  befinde,  muss 
der  Wert  von  e  zwischen  —  (90°  —  a^)  und  90°  —  a^  enthal- 
ten sein;  damit  femer  der  Punkt  D  innerhalb  des  Winkels 
AGB  liege,  müssen  die  Bedingungen  —a2<i^<i^i  er- 
füllt sein.  Wäre  z.  B.  e  =  90°  —  clj,  so  würde  sich  der 
Stab  in  seiner  ganzen  Länge  an  die  Ebene  II  anlehnen; 
hätte  man  z,  B.  e  =  Oj,  so  würde  der  Punkt  D  mit  dem 
Endpunkte  B  des  Stabes  zusammenfallen. 

Aus  den  Dreiecken  AE^D^  und  BE^D^  erhält  man 

AEi  _    cosjoi  -f  y)_      BEi cos  (og  —  y) 

D^Ei  ~  sin  (a^  -\-q)  —  £) '    D^Ei      sin  (o^  —  y  -f-  e) 

Somit  ergiebt  sich 

AEi cos  («1  +  y)  sin  (ag  —  y  +  «) 

^       BEi      cos  (og  —  €p)  sin  (a^  +  y  —  «) 

cos  (ai  4-  9>)  sin  (og  —  y)  cos  e  -j-  cos  (ag  —  y)  sin  £ 

cos  (og  —  (p)  sin  (a^  -|-  y)  cos  £  —  cos  {a^  -|-  y)  sin  ^ ' 

und  nach  Division  des  Zählers  und  Nenners  mit 

cos  (a^  -f"  y)  cos  (og  —  y)  cos  € 
folgt 

(284)  ^x=F^^l  +  !^- 

^       ^  '       tg(ai  +  y)  — tg£ 

Durch  Umkehrung  des  Zeichens  von  y  findet  man 
<285)  /.,  =  ,^^-+4+^^ 
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Die  beiden  Formeln  (284)  und  (285)  oder  die  mit  ihnen 
gleichbedeutenden 

L      _        tg(a2  — <f)  +  tgc 


(286) 


(287) 


/Wi  = 


1  +  /7l       tg  (ai  4-  (^)  +  tg  (02  —  if) 


nto 


_     n^ 


tg  («2  +  y)  +  tg  C 


1  +  /'2       tg  (ai  -  y)  +  tg(a2  +  <p) 


dienen  zur  Bestimmung  des  Belastungsintervalles  E^E^^ 
wenn  die  Neigung  des  Stabes  gegeben  ist. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  oder  noch  einfacher 
aus  der  Figur  findet  man  als  Bedingungen,  damit  E^ 
innerhalb  des  Stabes  AB  liege,  dass  entweder  zugleich 
^  <  90°  —  Ol  und  ^  <  «2  +  f  oder  auch  zugleich 
y  >  90°  —  a^  und  y  >  ao  +  €  sei.  Es  liegt  E^  innerhalb 
ABj  wenn  gleichzeitig  entweder  if  <  90^  —  a^  und 
9)  <  Gl  —  e  oder  auch  y  >  90""  —  a^  und  y  >  a^  —  e  sind. 

Der  Orenzpunkt  E^  fällt  mit  dem  Endpunkte  A  des 
Stabes  zusammen,  wenn  entweder  if  =  90°  —  a^  oder 
y=i:a2  +  f  ist.  Ebenso  fällt 
£^  mit  B  zusammen,  wenn 
y  =  90°  —  02  oder  y  =  a^  —  e 
ist.  Sind  beide  Bedingungen 
erfüllt,  so  kann  der  Stab  in  ei- 
nem beliebigen  Punkte  belastet 
werden.  Die  Fig.  317  stellt 
den  Fall  y=  «i  —  e  =1  og  +  £ 
dar. 

Es  kann  ferner  E^  links  von 
A  rücken;   und  zwar  sind  die 
Bedingungen  hierfür 
(288  a)  entweder  «2  +  «  <  r  <  90'  —  a^  oder  a^  +  ^  >  7  >  90''  -  a^. 

Ebenso  liegt  E^  rechts  von  B,  wenn 

(288  b)  entweder  aj  —  e  <  t'  <  90'  —  «g  oder  a^  -  ^  >  7  >  90^*  —  a^ 

ist.    Umfasst  das  Belastungsintervall  E^E^  den  ganzen  Stab 
ABf    so    kann    er   in    beliebiger  Weise   belastet  werden. 

30 
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Es  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  das  Oleich- 
gewicht für  jede  Belastung  und  jeden  Neigungswinkel 
des  Stabes  besteht,  wenn  die  beiden  schiefen  Ebenen  mit 
der  Horizontalebene  Winkel  bilden,  welche  kleiner  oder 
gleich  dem  Reibungswinkel  sind. 

Ist  der  Stab  in  mehreren  Punkten  belastet,  so  ist  die 
Bedingung  des  Oleichgewichts,  däss  die  Resultirende  aller 
Belastungen  sich  innerhalb  des  Intervalles  E^E^  befinde. 

Für  den  Fall,  dass  es  keine  Reibung  giebt,  liefern  die 
Formeln  (284)  und  (285)  mit  9?  =  0 


(289) 


n%  =  rio 


tgag  +  tgg 
tg  Ol  —  tg  € 


Die  beiden  Punkte  E^  und  E^  fallen  dann  mit  dem 
Schnittpunkte  zwischen  der  Verticalen  durch  D  und  dem 
Stabe  zusammen. 


Das  Belas- 
tungsinter- 
vall ist  ge-    I 
geben. 


90**^-r 


j>Oi^a^*-f 


Die  jetzt  aufgestellten 
Formeln  erlauben  in  erster 
Linie  zu  entscheiden,  wie 
die  Belastungen  auf  den 
Stab  für  eine  bestimmte 
Ruhelage  angebracht  wer- 
den können.  Umgekehrt 
kann  man  diejenigen  Nei- 
gungswinkel berechnen, 
für  welche  die  Ruhe  möglich  ist,  wenn 
der  Stab  in  einem  bestimmten  Punkte  E 
belastet  ist  (Fig.  318  a).  Dieser  Punkt 
sei  durch  den  Wert  des  Verhältnisses 

AE 


^  gegeben,  und  zwar  so,  dass  0  <  /w  <  1 

Figf.  318  b.  ist.    Ersetzt  man  m^  in  der  Formel  (286) 

durch  m  und  löst  die  Gleichung  nach  tge  auf,  so  fin- 
det man 
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(290)  tg^'=mtg(a,  +  <p)-(l-/w)tg(a,-y). 
Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung  (287) 

(291)  tg."  =  /ntg(ai-y)-(l-//z)tg(a2  +  y). 

Der  Neigungswinkel  e  kann  einen  beliebigen  Wert  zwischen 
diesen  beiden  Grenzwerten  t'  und  e"  besitzen. 

In  den  Grenzlagen  sind  die  Reactionen  Ky  und  /C2 
in  den  Stützpunkten  A  und  B  bestimmbar,  weil  man 
ihre  Richtungen  kennt.  Für  £  =  «'  erhält  man  nach  der 
Figur  318  b,  welche  mit  der  Figur  316  verglichen  werde, 

,  _  cos  (gg  —  y)  Q 

^        sin  (oi  +  a^     ' 


Für  cz=c"  wird 


^ ,  _  cos  (ai  +  »)  Q 
^       sin"(ai+a2) 


►  ^  „  _  C0S(a2+y)  f>. 


,„  _  cos  (ai  —  y) 
sin  (ai  -|-  ag) 


^  „  _____  v,wo  \ui  —  t^7  Q 


Das    Problem    des    Gleichgewichts    eines    von    zwei  Die  Lage  ist 
schiefen  Ebenen   unterstützten   starren  Körpers  unter  der  gegeben;  der 
Mitwirkung  der  Reibung  kann  noch  von  einem  anderen  Reibungswin- 
Gesichtspunkte    aus    aufgefasst    werden.*   Es    kann    die    ^  ^'^^  ^^" 
Frage  gestellt  werden,  wie  gross  der  Reibungscoefficient 
mindestens   sein   muss,   damit  eine  bestimmte  Lage  des 
Körpers  eine  Gleichgewichtslage  sei.    Die  Aufgabe  wird 
in  einfacher  Weise  geometrisch  gelöst,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Punkte  D^  und  D^  der  Figur  315  sich  auf  dem- 
selben Kreise  wie  die  Punkte  i4,  B,  C  und  D  befinden. 
Denn   die  Strecke  AB  wird  von  D^  und  D^  aus  unter 
demselben  Winkel   180°— (oi  +  og)  wie  von  D  aus  ge- 
sehen    Der  Kreis  hängt  nur  von  der  Lage  des  Körpers 
auf  den  schiefen  Ebenen  ab.  Man  ziehe  durch  den  Schwer- 
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punkt  S  eine  Verticale   (Fig.   319)  und   betrachte   ihren 
oberen  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  als  einen  Orenzpunkt 

jr  Dl  oder  Dg,  je  nachdem  er 
links  oder  rechts  von  D  liegt. 
Dieser  Punkt  (D^  in  der  Figur) 
werde  mit  A  und  B  verbun- 
den, so  dass  die  beiden  gleich 

grossen  Peripheriewinkel 
D^AD  und  D^BD  entstehen. 
Der  Reibungswinkel  if  muss 
dann  wenigstens  ebenso  gross 
wie  diese  Winkel  sein,  damit 
das  Gleichgewicht  bestehe.  Ist  y  genau  gleich  D^ADf 
so  handelt  es  sich  um  einen  Orenzfall  des  Oleichge- 
wichts; ist  (f  grösser  als  DiAD,  so  ist  das  Oleichgewicht 
um  so  sicherer. 


Anwendungen. 

1)  Eine  Leiter  stützt  sich  auf  den  horizontalen  Fussboden  und 
auf  eine  verticale  Wand.  Eine  Person  steigt  hinauf.  Man  fragt,  unter 
welchen  Bedingungen  die  Leiter  unabhängig  von  der  Lage  der  Person 
in  Ruhe  bleibt  (Fig.  320)? 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die 
Mittellinie  der  Leiter  sich  in  einer 
zur  Wand  senkrechten  Verticalebene 
befinde  und  dass  der  Reibungs- 
coefficient  an  beiden  Stellen  derselbe 
sei.  Die  Belastung  besteht  aus  dem 
Gewichte  G  der  Leiter  und  dem  Ge- 
wichte P  der  Person  in  einem  belie- 
bigen Punkte  der  Leiter.  Es  genügt, 
nur  positive  Werte  des  Neigungs- 
winkels e  ZU  betrachten.  Die  Winkel 
Ol  und  og  sind  hier 

«^==90%-  02  =  0. 

Das  auf  p.  463  erwähnte  Viereck  ist  jetzt  ein  überschlagenes  Viereck. 
Die  Bedingungen  (288)  liefern 

90""  —  e^tp^s, 
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d.  h.  die  Leiter  bleibt  sicher  in  Ruhe,  wenn 
der  Neigungswinkel  s  grösser  als  90°  —  9?  ist. 
Aber  auch  für  g  <  90°  —  9p  ist  das  Stehen- 
bleiben der  Leiter  nicht  ausgeschlossen.  Offen- 
bar ist  die  Bedingung  hierfür  die,  dass  die 
Resultirende  R  von  Q  und  P  innerhalb  des 
zulässigen  Belastungsintervalles  liege,  d.  h.  hier 
zwischen  A  und  E2  (Fig.  321).  Bezeichnet 
man  die  Länge  der  Leiter  mit  /,  so  findet 
man  aus  der  Gleichung  (287) 


AE.=^ 


Nachdem  die  Person  um  das  Stück  x  längs  der  Leiter  hinaufgestiegen 
ist,  ist  der  Abstand  des  gemeinsamen  Schwerpunktes  der  Leiter  und 
der  Person  vom  Punkte  A 

Gjl  +  Px 

G  +  P   ' 

Es  muss  also  für  jeden  Wert  von  x  die  Ungleichheit 

Gy+Px   f^+fig. 

G  +  P    ^     \+f2    ' 

erfüllt  bleiben.  Die  linke  Seite  ist  am  grössten  für  x  =  l,  d.  h- 
nachdem  die  Person  oben  angelangt  ist.  Damit  das  Gleichgewicht 
immer  bestehe,  ist  die  Bedingung  also 


d.  h. 


G+P    ^     l+P 


tg*> 


G{\—p)  +  2P 
2/(ö+^) 


Wäre  z.  B.  f=OA,  P=80kg,  0  =  150  kg,  so  würde  man  £>57*' 
finden. 

2)  Ein  schwerer  Körper  berührt  drei  schiefe  Ebenen  in  je  einem 
Punkte.  Wann  bleibt  der  Körper  in  Ruhe,  a)  wenn  keine  Reibung 
vorhanden   ist  und  b)  wenn  die  Reibung  in  Betracht  gezogen  wird? 

a)  Wenn  die  Ebenen  absolut  glatt  sind,  so  müssen  die  Normalen 
in  den  drei  Berührungspunkten  und  die  Verticale  durch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  alle  durch  einen  Punkt  gehen.  Die  Schwere 
des  Körpers  muss  ausserdem  drei  Componenten  auf  die  Richtungen 
dieser  Normalen  liefern,  welche  den  Körper  gegen  die  Ebenen  drücken. 
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b)  Auch  in  dem  allgemeineren  Falle,  in  welchem  die  Reibung  in 
Betracht  gezogen  wird,  ist  die  Aufgabe  in  einfacher  Weise  geome- 
trisch lösbar.  Man  construire  den  Reibungskegel  in  jedem  der  Berüh- 
rungspunkte. Diese  drei  Kegel  müssen  sich  so  schneiden,  dass  sie 
einen  gemeinsamen  Raum  einschliessen.  Ferner  muss  die  Verticale 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  diesen  Raum  treffen.  Im  allge- 
meinen genügen  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  im  Räume 
nicht  zur  Ermittelung  der  Reactionen  in  den  Stützpunkten. 

Die  Stätzebe-  Das  Problem  des  Oleichgewichts  eines  belasteten  Sta- 
nen  schnei-    bes,  welcher  sich  an  zwei  schiefe  Ebenen  anlehnt,  kann 

dender  Stab,  dadurch  verallgemeinert  werden,  dass  man  den  Stab  die 
eine  oder  beide  Ebenen  durchdringen  lässt.  Zu  diesem 
Zwecke  könnten  die  Ebenen  mit  Falten  und  der  Stab 
mit   kurzen   Querstücken   versehen  werden,  welche   sich 


Fig.  322. 

auf  die  Kanten  der  Falten  stützen.    Die  Belastung  kann 
dann  auch  ausserhalb  des  Winkels  ACB  angebracht  wer- 
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den.  Der  Kürze  wegen  werde  nur  ein  Fall  hier  betrachtet; 
die  für  die  übrigen  Fälle  geltenden  Formeln  können  ohne 
Schwierigkeit  durch  passende  Zeichenänderungen  erhal- 
ten werden. 

Der  Stab  möge  sich  mit  dem  linken  Ende  auf  die 
Ebene  I  stützen  und  die  Ebene  II  durchdringen  (Fig.  322). 
Die  Belastung  sei  auf  der  Verlängerung  ausserhalb  11 
angebracht.  Liegt  B  höher  als  A  und  ist  ausserdem 
Ol  <  e  >  0,  wie  in  der  Figur,  so  schneiden  sich  die  Nor- 
malen der  Stützpunkte  in  dem  Punkte  D  rechts  von  der 
Ebene  II.  Qiebt  es  keine  Reibung,  so  muss  die  Belas- 
tung in  der  Verticalen  von  D  angebracht  werden.  Ist 
Reibung  vorhanden,  so  findet  man  ein  zwischen  den 
Verticalen  D^E^  und  D^^  Hegendes  mögliches  Belastungs- 
intervall. Wird  die  Belastung  links  von  E^  oder  rechts 
von  E^  angebracht,  so  wird  das  Oleichgewicht  gestört. 
Die  beginnende  Bewegung  ist  in  beiden  Fällen  eine  Dreh- 
ung um  den  Pol  D  (§  22),  und  zwar  in  dem  ersten 
Falle  so,  dass  die  beiden  Punkte  A  und  B  des  Stabes 
längs  der  Ebenen  abwärts  gleiten,  in  dem  zweiten  Falle 
so,  dass  sie  beide  aufwärts  gleiten. 

Zur  analytischen  Bestimmung  der  Punkte  E^  und  E^ 
braucht  man  nur  in  den  Formeln  (286)  und  (287)  das 
Zeichen  desjenigen  Winkels  <p  zu  ändern,  welcher  dem 
Stützpunkte  B  angehört.    Man  findet  dabei 

12V^)  '"i-^ß-tg(a,+9^)  +  tg(a,  +  9')' 

/9QO.         ^   _i4£'2_        tg(a2  — y)  +  tgg 

^       ^  ^~  AB-\g{a,-<p)^ig{a.,-<fy 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  E^  auf  der  Verlängerung 
des  Stabes  über  B  hinaus  liege  und  dass  der  Abstand 
BE^  endlich  sei,  sind  entweder 

c  —  ai  >  9?  <  90"  —  o^ 
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oder  auch 


zusammen  mit 


<  y  >  90°  —  ag, 


«1  +  «2  >  2  y. 

Wäre  e  —  ai=iif  oder  y  =  90°  —  og,  so  würde  E^  mit 
Ä  zusammenfallen.  Hätte  man  0^  +  02  =  2y,  so  würde 
der  Punkt  E^  in's  Unendliche  rücken,  und  jeder  Punkt 
rechts  von  E^  würde  ein  zulässiger  Belastungspunkt  sein. 
Wenn  die  Ungleichheit  ai  +  a2<2y  erfüllt  ist,  so 
verliert  der  Punkt  E^  seine  Bedeutung  (Fig.  323).    Eine 


Fig.  323. 

völlig  entwickelte,  nach  unten  gerichtete  Reibung  an  den 
beiden  Punkten  A  und  B  ist  jetzt  nicht  möglich.  Der 
Stab  kann  in  einem  beliebigen  Punkte  rechts  von  E^ 
belastet  werden;  die  Richtungslinien  der  Reactionen  in  A 
und  B  schneiden  sich  innerhalb  des  in  der  Figur  schraf- 
firten  Gebietes. 

Wenn  die  beiden 
Ebenen  parallel  und 
vertical  sind,  so  liegt 
der  Punkt  D  unendlich 
fem,  und  es  können 
nur  nach  oben  gerich- 
tete     Reibungswider- 


Fig.  324. 


stände  vorkommen  (Fig.  324).    Der  Stab  kann  auch  jetzt 
in  jedem  Punkte  rechts  von  £i  belastet  werden. 
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Ein  diesem  analoger 
Fall  kommt  bei  einer  längs 
eines  verticalen  Lineals 
beweglichen  Hülse  vor, 
die  mit  einem  horizonta- 
len Arm  versehen  ist,  an  ! 
dessen  Ende  die  Belas-  j 
tung  P  wirkt  (Fig.  325).  j 
Die  Hülse  lehne  sich  an  j 
das  Lineal  in  den  Punkten  ..i.. 
A  und  B,  Damit  sie  nicht 
abwärts  gleite,  muss  die 
Belastung  P  ausserhalb 
des  PunktesDj  angebracht 
sein.  Der  Abstand  x 
zwischen  dem  Punkte  Dj 
und  der  Mitte  des  Lineals  ist 


,-'-'V^ 


ir -.yv 


ir 


Aiimiii 


'^- 


Fig.  325. 


jc — 


y 


Wollte  man  auch  die  eigenen  Gewichte  der  Hülse  und  des  Armes 
in  Betracht  ziehen,  so  müsste  man  statt  P  die  Resultirende  aus  P  und 
den  Gewichten  setzen. 


§  88. 
Reibung  am  Keile. 

Der  Keil   hat   hauptsächlich   dreierlei  Anwendungen: 
•als  Arbeitswerkzeug,  als  Bauconstructions- 
Clement  und  als  Verbindungsglied  bei  Fric- 
tions-Verbindungen. 

Es  werde  die  Anwendung  des  Keiles  als  Werkzeug  Der  Keil  als 
zuerst  betrachtet.     Er  diene   zum   Spalten;   wenn   dann  Arbeitswerk' 
eine  Kraft  am  Keilkopf  angebracht  wird,  so  wirken  auf       ^^^^' 
die  Seitenflächen   Druckkräfte  (Fig.  326).    Es  werde  an- 
genommen, dass  die   Kraft  P  den  Winkel  a  des  Keiles 
halbire. 

Beim   Hineintreiben  wirken   die   Kraft  P,  die  beiden  Der  Keil  wird 
Seitendrücke  Q  und  die  nach  oben  gerichteten  Reibungs-  hineingetrie- 
widerstände /Q  auf  den   Keil.    Zum  Oleichgewicht  der 


ben. 
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fünf  Kräfte  ist  es  notwendig, 
dass  die  Summe  ihrer  Pro- 
jectionen  auf  die  Richtung  von 
P  gleich  Null  sei.  Man  erhält 
somit  die  Gleichung 


P-2(3sin2-2/(2cos2-  =  0. 


Ersetzt  man  /  durch  tg  cp^  so 
ergiebt  sich  nach  einer  ein- 
fachen Transformation 


(294)    Q: 


cos   (p 


2  sin  (i  a  +  9?) 


P. 


Fig.    326. 


Der  normale  Druck  Q  an 
den  Keilseiten  ist  am  kleinsten, 
wenn  ^  a  -f  9?  =  90°,  also  a  ~  180°  -  2  9?  ist.  Dieser 
Wert  entspricht  einem  sehr  abgestumpften  Keile;  der 
Druck  ist  um  so  grösser,  je  schärfer  der  Keil  ist.  Der 
Quotient 

Q cos  99 

P~2^"(fa4-V) 

kann  als  ein  Mass  für  den  Kraftgewinn  angesehen 
werden. 

Die  Gleichung 


(295) 


p^2sin(|a  +  y) 

COS  93  ^ 


liefert  die  Kraft  P,  welche  zum   Hervorbringen  des  nor- 
malen Druckes  Q  an  den  Keilseiten  erforderlich  ist. 
Bedingungen,       Die  aufgestellten  Gleichungen  gelten  für  die  gleich- 
dass  eüi  ein-  förmige  Bewegung  des  Keiles  nach  innen.    Ersetzt  man 


'ener 


'eUjestge-   <p  durch  —  %  wobei  die  Reibungswiderstände  ihre  Rich- 
klemmt  buibe. 
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tung  umkehren,  so  erhält  man  für  das  Zurückweichen  des 
Keiles  die  Formel 

<296)  p^2sin(|a-y) 

^      '  cos  93 

Dieselbe  Gleichung  liefert  auch  die  Bedingungen  dafür, 
dass  der  Keil  nach  dem  Schlage  festgeklemmt  bleibe 
oder  nicht,  nur  muss  man  dann  unter  9?  den  Reibungs- 
winkel beim  Übergange  aus  Ruhe  in  Bewegung  ver- 
stehen.   Es  sind  drei  Fälle  möglich,  je  nachdem 

ist.  Wenn  i  a  >  93  ist,  so  wird  P  nach  der  Gleichung 
<296)  positiv,  d.  h.  es  braucht  eine  Kraft  am  Kopfende  des 
Keiles  um  das  Zurückweichen  zu  verhindern.  Wenn 
\a=zq>  ist,  so  wird  P^O,  Ist  endlich  ^a<i%  so 
ergiebt  sich  für  P  ein  negativer  Wert,  d.  h.  es  ist  eine 
Kraft  von  der  Grösse 

(297)  _p=2^J^:ri«)Q 

^        '  COS  9? 

erforderlich  um  den  Keil  hinauszuziehen. 

Der  KßU  bleibt  also  nach  dem  Schlage  festgeklemmt^ 
wenn  sein  Winkel  kleiner  als  der  doppelte  Reibungs  winkel 
ist  und  weicht  zurück,  wenn  der  Keilwinkel  grösser  als  der 
doppelte  Reibungswinkel  ist. 

Beispiel.  Dem  Reibungscoefficienten  /=  O.2  entspricht  der 
Keibungswinkel  97  =  ir.3.  Ein  Keil  mit  dem  Keilwinkel  0  =  20* 
bleibt  nach  dem  Schlage  festgeklemmt.  Wenn  der  Druck  auf  die 
Seiten  des  Keiles  Q  =  100  kg  ist,  so  ist  die  Zugkraft  4.G6  kg  erfor- 
derlich um  den  Keil  loszulösen. 

Wenn  der  Keil  um  das  Stück  s  hineingetrieben  wird  Totale,  nutz- 
<Fig.  327),  so  verrichtet  die  Triebkraft  P  die  Arbeit  Ps]    Hche  und 
sie  werde  mit  A  bezeichnet.    Die  Angriffspunkte  der  nor-    ^^^^^ 
malen  Drücke  Q  an  den  Keilseiten  werden  um  das  Stück 

CB  z=  5  sin  I  a 
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Wirkungs- 
grad. 


Fig.  327. 


in  der  Richtung  entgegengesetzt  zur 
Kraft  verschoben.  Ihre  Arbeit  ist  also 
für  beide  zusammen 

(298)  —An  =  —  2Qssm\  a. 

Die  Arbeit  der  Reibungswiderstände 
beträgt 

(299)  —Af=z  —  2fQs  cos  ^  a. 

Da  das  System  aller  dieser  Kräfte  im 
Gleichgewicht  ist,  ist  die  Summe 
sämtlicher  Arbeiten  gleich  Null,  d.  h. 
man  erhält 

A  —  An  —  Af=0 
und 
(300)     A  =  A„-\'  Af=  2  Qs  (sin  ^  a  +/cos  ^a)  = 

COSif 

Dieselbe  Formel  hätte  auch  auf  Orund  der  Gleichungen 

A=Ps 

und  (296)  abgeleitet  werden  können.  Die  Arbeit  A„^ 
welche  dem  Spalten  zu  nutze  kommt,  heisst  Nutz- 
arbeit, die  Arbeit  A/,  welche  von  den  Reibungswider- 
ständen verzehrt  wird,  nennt  man  schädliche  Ar- 
beit.   Folglich  gilt  der  Satz: 

Die  Arbeit  der  Triebkraft  ist  gleich  der  Summe  aus. 
der  Nutzarbeit  und  der  schädlichen  Arbeit. 

Dieser  Lehrsatz  gilt  nicht  nur  für  den  Keil,  sondern 
für  alle  Mechanismen  und  Maschinen.  Die  schädliche 
Arbeit  kann  auch  von  anderen  Widerständen  als  der 
Reibung  herrühren;  jedoch  spielt  die  Reibung  hierbei  die 
Hauptrolle.  Eine  Maschine  ist  um  so  vollkommener,  je 
grösser  derjenige    Teil    der  Arbeit    der    Triebkraft    ist^ 
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welcher  in  Nutzleistung  verwandelt  wird.  Man  nennt 
den  Quotienten  aus  der  Nutzleistung  und  der  Arbeit  der 
Triebkraft  Wirkungsgrad  an  der  Maschine;  er  wird 
in  der  Maschinenlehre  gewöhnlich  mit  i]  bezeichnet,  so 
dass 

<301)  ^  =  '^" 

ist.  Die  Zahl  >;  liegt  zwischen  0  und  1;  je  mehr  sie 
sich  der  Grenze  1  nähert,  um  so  vollkommener  ist  die 
Maschine.  In  vielen  Fällen  stellen  sich  jedoch  praktische 
Schwierigkeiten  dem  Bestreben  entgegen,  i]  so  gross  als 
möglich  zu  machen.  Die  Maschine  muss  auch  andere 
Forderungen  erfüllen;  sie  muss  leicht  zu  handhaben  sein, 
darf  nicht  zu  teuer  sein  und  nicht  allzu  viel  Platz  ein- 
nehmen u.  s.  w. 
Die  Differenz 

<302)  i_^^i_^i  =  ^ 

liefert  das  Verhältnis  zwischen  der  schädlichen  Arbeit  und 
der  Arbeit  der  Triebkraft  Sie  bildet  ein  Mass  für  den 
relativen   Arbeitsverlust. 

Der  Wirkungsgrad  ist  oben  als  der  Quotient  aus  zwei    Andere  Be- 
Arbeiten   definirt  worden;   oft   kann    er   mit  Vorteil   als  Rechnung  von 
ein  Verhältnis  von  zwei  Kräften  berechnet  werden.    Es  sei  ^' 

A=^Ps 

die  Arbeit  der  Triebkraft.  Würde  es  keine  schädlichen 
Widerstände  in  der  Maschine  geben,  so  wäre  ^  =  1  und 
A^An  und  man  erhielte  die  zum  Hervorbringen  der 
gleichen  Nutzarbeit  erforderliche  Triebkraft  Pn  mit  Hülfe 
der  Gleichung 

An  =  PnS. 

Wenn   die   Reibung   der  einzige   schädliche   Widerstand 
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ist,  SO  ergiebt  sich  Pn  aus  P  so,  dass   man  93  =  0  setzt. 
Die  obigen  Gleichungen  liefern  jetzt 


(303)  ri  = 


P' 


d.  h.  der  Wirkungsgrad   ist  gleich  dem  Quotienten  aus 
einer  ideellen    Triebkraft  Pn,    welche  der  Annahme  ent- 
sprechen wärde^  dass  keine  schädlichen  Widerstände  vor- 
handen seien,  und  der  tlmtsächlichen  Triebkraft  P. 
Wirkungs-         Nach  den   Gleichungen  (298)  und  (300)  hat  man  am 
grad  des      Keile 
Keiles.  ^  ^     . 

i4„  =  2  Ö5  sin  \  a 

und 

cos  (jf) 

Die  Gleichung  (301)  liefert  also  den  Wirkungsgrad 


An sin  4^  a  .  cos^ 

^       A       sin  (^  a  -|-  ^) 
oder  auch 

(304)  ,  =  ^      *2*« 


tgla  +  tg99 

Die  Gleichung  (303)  führt  noch  einfacher  zu  demselben 
Ergebnis.    Nach  der  Gleichung  (295)  ist 

^^2_sin(|«  +  9^)^ 

cos  (f 

Setzt  man  hier  9r  =  0,  so  ergiebt  sich 
Pn  =  2s\x\\a,Q] 
ferner  folgt 


Pn  sin  J^  a  .  cos  (f 

//      —        -  -  - 

wie  oben 


"^        P  ~s\x\(\a+<f) 
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Der  Wirkungsgrad  des  Keiles  nimmt  mit  dem  Keil- 
winkel a  ab.  Zugleich  wachsen  der  Kraftgewinn  und  der 
Arbeitsverlust    Es  ist 


(305) 


^  tgia  +  tg9? 


Beispiel.    Mit  dem  Reibungscoefficienten   0.3  ergiebt  sich  an 
einem  Keile  mit  dem  Keilwinkel  0  =  5** 


17  =  0.13;^ 


O 

0.87;  ^  =  1.46 


und  an  einem  Keile  mit  dem  Keilwinkel  a  =  20" 

Q 


i?  =  0.37;^=0.( 


^=1.07. 


§  89. 
Reibung  in  Keilnuten. 

An  den  Seitenflächen  eines  Körpers,  welcher  längs  Bewegung  in 
einer  keilförmigen  Rinne  (Fig.  328)  bewegt  wird,  entstehen  Keilnuten. 
Reibungswiderstände,  welche  zusammen  ein  grösseres 
Hindernis  bilden,  als  wenn  der  Körper  unter  sonst  glei- 
chen Umständen  längs  einer  Ebene  fortbewegt  würde. 
Die  Figur  zeigt  einen  Durchschnitt  senkrecht  zur  Keil- 
nut. Die  pressende  Kraft  O  liege 
in  der  Halbirungsebene  durch 
die  Kante  der  Nut  und  sei  zu 
dieser  Kante  senkrecht.  Der  Keil- 
winkel habe  die  Grösse  ß.  Man 
bestimme  die  der  Nut  parallele 
Kraft  Pf  welche  für  die  gleichför- 
mige Bewegung  des  Körpers  erfor- 
derlich ist.  ^''^'  ^28- 

An  den   beiden   Seitenflächen   entsteht   eine  normale 

Druckkraft  Q  von  der  Grösse  j^— — r-5  und  ein  Reibungs- 
^  2  sm  I  )8  ^ 

widerstand  von  der  Grösse 
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''=^=2dv°- 


Es  muss  also 


P=2F= 


f 


sin^/^ 


O 


sein.  Hätte  man  y?=  180°,  so  würde  die  Keilnut  in  eine 
Ebene  übergehen,  und  der  Bewegungswiderstand  wäre 
yO.  An  der  Keilnut  ist  er  somit  in  dem  Verhältnis 
1 :  sin  \^  grösser.    Man   macht  bisweilen   von  dem  sog. 

Reibui^coef-  Reibungscoefficienten  für  die  Keilnut 
fident  für 

eine   Keilnut.  f  —  _  Z 

•^'""sin^/^ 


(306) 


/l=tgV^: 


und  dem  entsprechenden  Reibungswinkel  xp  für 
die   Keilnut,   welcher  durch  die  Gleichung 

sin  ^ß 

bestimmt  ist,  Gebrauch.    Dabei  ist 

P=AO, 

und  die  Untersuchungen 
über  die  Reibung  an  einer 
Ebene  gelten  überhaupt 
für  die  Keilnut,  wenn 
der  eigentliche  Reibungs- 
winkel (p  durch  xj)  ersetzt 
wird.  Um  z.  B.  einen 
Körper  vom  Gewichte  O 
längs  einer  geneigten  keil- 
förmigen Rinne  hinaufzuziehen  (Fig.  32Q),  ist  die  der  Rinne 
parallele  Kraft  (siehe  die  Gl.  277) 

p_  sin(a  +  v^)  Q 

COSt/» 

erforderlich. 
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Fig.  330. 


§90. 
Gleichgewicht  des  Keiles. 

Ein   keilförmiger   Körper  möge   sich   auf  zwei  feste 
ebene  Flächen  stützen  (Fig.  330);  auf  den  Körper  wirke 
eine  Kraft  P  in  einer  Normalebene  zur  Schnittlinie  der 
beiden  Ebenen.     Es  sollen 
die  Bedingungen   des   sta- 
tischen Oleichgewichts  auf- 
gestellt werden.     Die  Auf- 
gabe umfasst  als  einen  Spe- 
cialfall die  in  §  87  behan- 
delte Aufgabe  des  Oleich- 
gewichts eines  Körpers, 
welcher   von  zwei  schiefen 
Ebenen  in  je  einem  Punkte 
unterstützt  wird. 

Wenn  es  keine  Reibung  giebt,  so  entstehen  die  nor-  Qlatte  Stätz- 
malen  Drücke  A/i  und  A^2  an  den  Berührungsflächen,  flächen, 
welche  der  Kraft  P  das  Oleichgewicht  halten  müssen. 
Ni  kann  nur  in  einem  zwischen  Ai  und  Bi  liegenden 
Punkte  der  Stützfläche  I,  A/2  nur  in  einem  zwischen  A^ 
und  B2  sich  befindenden  Punkte  der  Stützfläche  II  ent- 
wickelt werden.  Die  in  den  Punkten  Ai,  ßi,  A2  und  B^ 
construirten  Normalen  zu  den  Stützebenen  schliessen  die 
Fläche  eines  Parallelogramms  ein.  Dieses  Parallelogramm 
D'D''  muss  von  der  Kraft  P  getroffen  werden.  Ausser- 
dem muss  die  Kraft  P  eine  solche  Richtung  besitzen, 
dass  der  Körper  gegen  die  beiden  Ebenen  gedrückt  wird, 
d.  h.  dass  A/i  und  A/g  von  den  Stützflächen  nach  dem 
Keile  hin  gerichtet  sind  und  nicht  umgekehrt.  Bei  der 
Anordnung  in  der  Figur  331  schneidet  zwar  die  Kraft  P 
das  Parallelogramm  D^D''^  aber  nur  an  der  Ebene  II  ist 
die  Reaction  ein  Druck,  an  der  Ebene  I  dagegen  eine 
Kraft,  welche  den  Körper  von  der  Ebene  weg  zu  heben 

31 
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Fig.  331. 


sucht.  Es  besteht  folg- 
lich kein  Oleichge- 
wicht.    Fällt  man  von 

einem  beliebigen 
Punkte  f  auf  der  Rich- 
tungslinie von  P  die 
Senkrechten  EE^  und 
EE2  zu  den  Ebenen  I 
und  11,  so  muss  die 
Richtung  von  P  zwi- 
schen den  beiden  Rich- 
eingeschlossen   sein,   damit  das 


tungen   EE^   und    EE^ 

Gleichgewicht  bestehe. 

Reibung  an        Es  werde  jetzt  vorausgesetzt,  dass  Reibung  vorhanden 

den  Stütz-    sei,   und  zwar  soll  wie   in  §  87  nur  der  Fall   betrachtet 

flächen,      werden,  dass  der   Reibungscoefficient   an  beiden  Ebenen 

i.  derselbe    ist     (Fig. 

332).  Die  Reaction 
an  der  Stützfläche 
I  kann  in  irgend 
einem  Punkte  zwi- 
schen Ai  und  B^ 
angreifen  und  mit 
der  Normalen  des 
Punktes  höchstens 
den  Winkel  (p  ein- 
schliessen.  Die  äus- 
sersten  Lagen  dieser 
Reaction  sind  A^D^ 
und  B^Di^^  wobei 
A^D^  mit  der  Nor- 
malen A^D'  und 
ßiDg  mit  der  Nor- 
malen   B^D"    den 

Winkel  y  bildet  und  zwar  nach  aussen  von  dem  zwischen 

diesen  beiden  Normalen  liegenden  Streifen.     In  derselben 


Fig.  332. 
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Weise  erhält  man  an  der  Stützebene  II  zwei  äusserste 
Richtungslinien  A^^  und  B^D^  der  Reaction.  Die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  sind,  dass  die  Kraft  P  das 
Viereck  D^D^  schneide  und  eine  solche  Richtung  besitze, 
dass  der  Keil  gegen  die  beiden  Stützebenen  gedrückt 
wird. 

Das  Viereck  D^D^  schliesst  das  Parallelogramm  D'D" 
in  sich  ein,  welches  unter  der  Voraussetzung  glatter  Stütz- 
flächen erhalten  wurde. 

Wenn  die  Kraft  P  die  obigen  Bedingungen  nicht  Kippen  und 
erfüllt,  so  beginnt  der  Keil  längs  der  einen  Stützfläche  Oleiten. 
oder  längs  beider  zu  gleiten,  und  zwar  kann  dies  in 
verschiedener  Weise  geschehen.  Beispielsweise  würde 
die  Kraft  P^  der  Fig.  332  ein  Gleiten  veranlassen,  wobei 
fii  und  A^  die  Stützpunkte  sind  und  B^  sich  nach  oben, 
A2  nach  unten  bewegt.  Die  Kraft  P2  allein  würde  ein 
Gleiten  nach  aufwärts  mit  ^43^2  als  Stützfläche  zu  Stande 
bringen.  Man  kann  diese  beiden  Fälle  dadurch  von  einan- 
der unterscheiden,  dass  man  den  ersten  Fall  ein  Kippen, 
den  zweiten  ein  Gleiten  nennt.  Das  Kippen  besteht 
im  ersten  Augenblicke  in  einer  Drehung  um  den  Pol 
Da,  das  Gleiten  ist  eine  translatorische  Bewegung. 

Nur   in   gewissen   Grenzfällen    genügen   die    Gleich-  Die   Reaäio- 
gewichtsbedingungen  zur  Bestimmung  der  Angriffspunkte  nen   an  den 
und  der  Richtungen  der  Reactionen.    Ein  solcher  Grenz-  -S/w/z/ZarÄ^/i. 
fall   ist  der,  dass   die   Richtungslinie  der  Kraft  P  durch 
einen    Eckpunkt   des   Viereckes   DJi^  geht  ohne  es  zu 
schneiden.    Beispielsweise  findet  man  unter  der  Annahme 
der  verticalen  Belastung  O  in  dem   Punkte  D^  mit  An- 
wendung   derselben    Bezeichnungen    wie    in    §    87    die 
Reactionen 

^  _cos(a2-|-_y)Q 
^      sin  (aj  -f  aaj     ' 

sm  (Oi  -]-  a^ 
auf  den  Richtungslinien  BJ^.2  und  A^ß^. 
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Anwendung,  , ^ ,  Als  Anwendung 

'  '  ""' ' '""  zu  dem  obigen  wer- 

de ein   keilförmiger 

Körper  betrachtet, 
durch  welchen  eine 
Öffnung  überbrückt 
worden  ist  (Fig.  333). 
Es  wird  vorausge- 
setzt, dass  die  Wi- 
derlager unbeweg- 
lich sind  und  dass 
die  Anordnung  sym- 
metrisch in  Bezug 
auf  die  mittlere  Ver- 
ticale  ist.  Damit  die 
Construdion  in  ei- 
nem beliebigen 
Punkte  durch  eine 
verticale  Kraft  be- 
Fig.  333.  lastet    werden    kön- 

ne,    müssen     nach 
den  Gleichungen  (288  b)  entweder  die  Bedingungen 

«  —  ^<93<90"  —  a 
oder  die  Bedingungen 

a  —  <?  >  95  >  90**  -  a 

erfüllt  sein.    Mit  Anwendung  der  Bezeichnungen    in   der  Figur   er- 
hält man 


Sind  q)  und  «  gegeben,  so  kann  man  zweckmässig  den  Bedingungen 
auch  die  Form 


90' 


oder 


9D>a<9  +  c 


90"  —  9<a>(p  +  ^ 


geben.  Die  Gleichungen  a  =  90"*  —  (p  oder  a  =  9  +  <?  liefern  Grenz- 
fälle. Mit  a  =  90*  sind  die  Stützflächen  horizontal  und  das  Gleich- 
gewicht immer  vorhanden,  indem  die  Bedingungen  0<9)<90*  dann 
erfüllt  sind. 
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Als  Bauconstnictionselcment  kommt  der  Keil  selten  einzeln  vor, 
sondern  meistens  als  Element  eines  Keilsystems,  besonders  in  Gewölbe- 
constructionen.  Es  sollen  zuerst  Systeme  behandelt  werden,  welche 
aus  nur  zwei  oder  drei  Keilen  zusammengesetzt  sind. 

§91. 
Ans  zwei  oder  drei  Keilen  gebildetes  Keilsystem. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  Oleich- 
gewicht von  Keilsystemen  werde  vorausgesetzt,  dass  sämt- 
liche Kräfte,  welche  auf  die  Keile  wirken,  in  einer  Ebene 
enthalten  seien  und  dass  die  Seitenflächen  der  Keile  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehen. 

Für  das  statische  Gleichgewicht  eines  Systems  von  Bedingungen 
zwei  oder  mehreren  sich  an  einander  anlehnenden  Kei-  ^^  Gleickge- 
len,  welches  von  zwei  festen  Ebenen  unterstützt  wird,  ist  **'"^'^^- 
es  erforderlich,  dass  die  beiden  Reactionen  an  einem 
Keile,  welche  der  auf  diesem  Keile  angebrachten  Kraft 
P  das  Gleichgewicht  halten,  innerhalb  der  beiden  Seiten- 
flächen des  Keiles  angreifen  und  mit  den  Normalen  die* 
ser  Flächen  Winkel  einschliessen,  welche  nicht  grösser 
als  der  Reibungswinkel  tp  sind.  Ausserdem  müssen  die 
Reactionen  an  jeder  Stützfläche  zwischen  zwei  Keilen 
Kräfte  darstellen,  welche  die  Keile  gegen  einander  drüc- 
ken, nicht  von  einander  zu  entfernen  suchen.  Nur  in 
gewissen  Grenzfällen  genügen  die  statischen  Gleichge- 
wichtsbedingungen zur  Bestimmung  der  Reactionen;  in 
den  meisten  Fällen  aber  ist  das  Problem  statisch  unbe-^ 
stimmt. 

Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Untersuchung  des  dyna- 
mischen Gleichgewichts  eines  Systems  von  zwei  oder  drei 
Keilen  beschränken.  Die  Keile  besitzen  dann  gleichför- 
mige translatorische  Bewegungen;  die  Richtung  und 
Grösse  jeder  Reaction  wird  völlig  bestimmt;  nur  die  La- 
gen der  Angriffspunkte  bleiben  unbestimmt. 
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System  von         Es  stelle  die  Figur  334  ein  System  von  zwei  Keilen 
211^«  Keilen,  mit  den  Keilwinkeln  a^  und  ao  dar,  welche  von  den  Kräf- 


Fig.  334. 


Fig.  335. 


ten  Pi  und  P2  angegriffen  werden.  Diese  Kräfte  bilden 
die  Winkel  ß^  und  ß^  mit  den  äusseren  Keilseiten;  ihr 
Grössenverhältnis  soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Keil 
I  gleichförmig  nach  innen,  der  Keil  II  gleichförmig  nach 
aussen  gleitet.  An  dem  Keile  I  entstehen  die  Reactionen 
K\  und  Kf  welche  mit  den  Normalen  den  nach  aussen 
gerechneten  Winkel  y  bilden;  sie  halten  der  Kraft /\  das 
Oleichgewicht  An  dem  Keile  II  sind  die  Reactionen  (K) 
und  /C2;  sie  bilden  mit  den  Normalen  den  Winkel  y 
nach  innen  und  halten  der  Kraft  Po  das  Oleichgewicht. 
Man  sieht  ohne  weiteres,  dass  P^  und  P^  als  Kräfte,  /Ci, 
K  und  K2  a's  Polstrahlen  eines  Kräftepolygons  aufgefasst 
werden  können  (Fig  335);  an  den  Keilen  selbst  befindet 
sich  das  entsprechende  Seilpolygon,  welches  jetzt  auch 
D  r  u  c  k  1  i  n  i  e  oder  S  t  ü  t  z  1  i  n  i  e  heisst.  Aus  den  bei- 
den Kräftedreiecken  im  Kräftepolygon  leitet  man  die 
Gleichungen 

Pi sin  (ai  -j-  2(p) 

P2_sin(a2  — 2y) 
K  ~  cos  {ß2  —  y) 

ab,  und  erhält  hieraus  durch  Division  das  gesuchte  Ver- 
hältnis 
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(307) 


Pi sin  (ai  -\-  2(p)  cos  0?2  -^  y) 

P2     sin  (oj  —  2g>)  cos  (ßi  +  9>) 


Als  Bedingungen,  dass  die  Reactionen  Druckkräfte  seien, 
findet  man 

a2-y-900</J2<90°  +  y. 

Damit  eine  Bewegung  überhaupt  möglich  sei,  muss 
«2  >  2y  sein,  d.  h.  der  getriebene  Keil  darf  nicht  zu  scharf 
sein,  sonst  wird  er  festgeklemmt.  Der  treibende  Keil 
würde  festgeklemmt  werden,  wenn  ßi  zwischen  90°  — y 
und  90""  +  ^  enthalten  wäre. 


Anwendung. 

Ein  schwerer  Körper,  welcher  längs  einer  verticalen  Wand  gleilen 
kann,  wird  durch  Eintreiben  eines  auf  einer  horizontalen  Grundfläche 
ruhenden  Keiles  gehoben  (Fig.  336).  Es  soll  der  Wirkungsgrad  dieser 
Anordnung  bestimmt  werden. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Relbungscoef- 
ficient  an  sämtlichen  gleitenden  Flächen  der- 
selbe ist,  und  dass  die  treibende  Kraft  P 
horizontal  ist,  so  findet  man  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (307),  wo  a^  =  o,  a^  =  90°  —  a 
und  ß^=ß^  =  0  einzusetzen  sind, 


(308) 


P 
Q 


^tg(a  +  2(r). 


Die    notwendige  Bedingung,  dass  der  zu  pjg,  335. 

hebende  Körper  nicht  gegen  die  verticale 

Wand  festgeklemmt  werde,  ist  90°— a>29?,  d.  h.  der  treibende  Keil 
darf  nicht  zu  stumpf  sein. 

Die  Formel  (308)  liefert  für  9^  =  0 

P„  =  tga.Q. 

Nach  der  Gleichung  (303)  wird  also  der  Wirkungsgrad 

_Pn_         tga 


(309) 


P       tg(a  +  290 


488 


Dritter  Teil, 


Es  mag  noch  das  Maximum  von  17  berechnet  werden.   Wenn  man  die 
Ableitung  ~  gleich  Null  setzt,  so  findet  man 

tg(a  +  29))-J tg«— -  ^«^  -=0» 


oder 


tg(«  +  2y) 


tga___  _ 


0. 


cos*  a  COS*  (a  +  2(p) 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  cos*  a  cos*  (o  +  29?),  so  folgt 

sin  (a  +  2(p)  cos  (a  +  2(p)  —  sin  a  cos  a  =  0 , 
d.  h. 

sin  2  («  +  2<p)  =  sin  2a . 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner 

2(a  +  29)=180°  — 2a, 

oder  (310)  a  =  45''  —  (p. 

Man  überzeugt  sich,  dass  dieser  Wert  von  a  wirklich  ein  Maximum 
von  rj  liefert,  und  zwar  findet  man 


(311) 


mSLXll  : 


tg(45°-y)      /1-A* 


M 


tg(45°  +  ^) 
Übung.    Man  discutiere  das  Sinken  der  Last. 

System  von        Die  Figur  337  stellt  ein  von  drei  Keilen  gebildetes 

drei  Keilen.  System  dar,  bei  welchem  der  mittlere  Keil  nach  innen,  die 

beiden  Seitenkeile  nach  aussen  gleiten,  und  zwar  gleich- 


Fig.  337. 
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förmig.  Die  Richtungslinien  der  Kräfte  P^,  P  und  P2 
sind  gegeben;  ihre  gegenseitigen  Verhältnisse  sollen  be- 
stimmt werden.  Auch  die  Richtungen  sämtlicher  Reac- 
tionen  sind  bekannt;  sie  bilden  eine  zu  den  Kräften  P 
gehörende  Drucklinie.  Die  Nebenfigur  stellt  das  ent- 
sprechende Kräftepolygon  dar.  Wenn  man  in  der  Glei- 
chung (307)  a^  durch  a,  a^  durch  a^,  ß^  durch  a  — ^  und 
ß2  durch  /?!  ersetzt,  so  erhält  man  das  Verhältnis  der 
Kraft  P  zu  f\: 


(312) 


P  _  sin  (g  +  2y)       cos  (ßi  —  y) 
Pi      sin  (tti  —  2(p)    cos  (a  —  ß  -{-  (p) 


Vertauscht  man  hier  den  Index  1  mit  2  und  ersetzt  a—ß 
durch  ßf  so  ergiebt  sich 

cos  (/Ja - 


(313) 


P_sin(a  +2y) 
P2~sm(a2—2(p) 


V) 

cos  (ß  +  c;) 
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stems. 


Für  die  entgegengesetzten  Bewegungen  der  Keile,  d.  h. 

des  mittleren  Keiles  nach  aussen  und  der  Seitenkeile  nach 

innen,  gelten  ganz  ähnliche  Formeln,  nur  muss  man  (p 

durch  —  y  ersetzen. 

Symmetrische       Es  soU  jetzt  eine  in  Bezug  auf  die  mittlere  Vertical- 

Anordnung  ebene    symmetrische    Anordnung    des    Keiisystems   und 

^^!^1'!^'   der  Kräfte  betrachtet  werden   (Fig.  338).    Die  Kräfte  P 

mögen  vertical  sein.    Man  erhält  mit  den  Bezeichnungen 

der  Figur 

a  =  2ß, 

ai=ßi—ß, 

und  die  Gleichungen   (312)   und   (313)   liefern  überein- 
stimmend 

P_     sin2(/?  +  y)       cos(y^i  — y)_ 
Pi~sin"(/?i  -ß-2fp)'cos(ß-\-ip)~ 

^2sin(/?  +  y)cos(/?i-y)_  2tg(^  +  y) 

sin"{0Si-<f)-(^  +  9>)}       tg05i-y)-tg(/?  +  y)" 

Man  berechnet  ferner  hieraus 

_JP      _tg(/?+y). 

p+2P,-tg(ß,-vy 

bezeichnet  man  P-\-2Pi  mit  O,  so  ergiebt  sich 

(314)  ^=fP^^V 

^      '  O      tg(^i-</)) 

Diese  Formel  soll  jetzt  zur  Beurteilung  der  Stabilität  von 
Gewölben  benützt  werden. 

Anwendungen. 

1)  Stabilität  in  Bezug  auf  Qleiten  am  scheitrechten  Gewölbe. 

Am  scheitrechten  Gewölbe  sind  beide  Begrenzungsflächen  des 
Gewölbes  horizontale  Ebenen  (Fig.  339).  Wir  nehmen  an,  dass  das 
Gewölbe  unbelastet  sei,  und  dass  die  ebenen  Fugen  durch  dieselbe 
horizontale  Gerade  O  gehen,  welche  in  der  verticalen  Symmetrieebene 
liegt,  ferner  dass  das  Material  des  Gewölbes  homogen  sei.    Um  zu 
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untersuchen,  ob  das  Gewölbe  stabil  in  Bezug  auf  Gleiten  in  den  Fu- 
gen ist,  wird  es  als  aus  drei  Keilen,  einem  mittleren  Keile  und  zwei 
symmetrischen  Seitenkeilen  bestehend  gedacht.    Man  stellt  sich  dann 

C, ^  B, 


.     \    L   /     H#t^ 
••\  \  ;  /  /   I 


"i-O 


Fig.  339. 


1 


<ien  Mittelkeil  als  veränderlich  vor,  d.  h.  von  der  Grösse  Null  allmäh- 
lig  bis  zu  dem  ganzen  Gewölbe  wachsend.  Es  sei  P  das  Gewicht  des 
Mittelkeiles,  Q  das  Gewicht  des  ganzen  Gewölbes,  bezogen  auf  eine 
Längeneinheit  in  der  Längsrichtung.  Damit  der  mittlere  Keil  weder 
nach  aussen  noch  nach  innen  gleite,  müssen  die  Ungleichungen  (vergl. 
•die  Formel  (314)) 


^315) 


erfüllt  sein,  und   zwar  bezeichnet  (p  hierin  den  Reibungswinkel  beim 
Übergange  aus  Ruhe  in  Bewegung.    Andererseits  berechnet  man 


P^  ic{C,D,  +  QDg)  ^  (r  +  c)  igß  +  rigß 
Ö       lc{A^B,  +  A,B,)      ir+c)igft,+rtgß^' 


d.  h. 


P 
G 


igßi 


Die  Ungleichungen  (315)  gehen  hiermit  in 


(316) 


tgO^-y)  ^  tg  z?^      tgO?i-y) 
^g{ßi  +  <P)^tgßi^g(ßi~<P) 


über.  Sie  sind  für  jeden  Wert  von  <p  erfüllt.  Das  unbelastete  scheit- 
rechte Gewölbe  ist  also  immer  stabU  in  Bezug  auf  Gleiten  in  den 
Fugen.  Für  ßi<i(p  sind  die  Ungleichungen  (315)  jedoch  nicht  mehr 
verwendbar;  das  Gewölbe  verhält  sich  dann  wie  ein  einziger  festge- 
klemmter Keil  und  ist  sicher  stabil. 
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Die  Stabilität  des  Gewölbes  könnte  ausser  durch  Gleiten  in  den 
Fugen  durch  Kippen  um  einzelne  Fugenkanten  gestört  werden.  In 
der  Anwendung  1  in  §  92  unten  wird  gezeigt  werden,  dass  die  Sta- 
bilität in  Bezug  auf  Kippen  eine  gewisse  geringste  Dicke  des  Gewöl- 
bes bedingt. 

2)  Wo  befindet  sich  die  in  Bezug  auf  Gleiten  gefährlichste  Fuge  an 
einem  unbelasteten  halbkreisförmigen  Gewölbe;  und  welche  Grösse  mass 
der  Reibungscoefficient  mindestens  haben,  damit  keine  Gefahr  des 
Gleitens  vorhanden  sei? 

Die  Gewölbeflä- 
chen  sind  zwei  co- 
axiale    halbcylindri- 
sche    Flächen    (Fig. 
340);     die     Ebenen 
sämtlicher    Fugen 
gehen  durch  die  Cy- 
linderaxe.  Abgesehen 
vom  Kippen,  ist  nur 
die  Gefahr  vorhan- 
den, dass  der  mitt- 
lere Keil  nach  innen,  die  beiden  Seitenkeile  nach  aussen  zu  gleiten 
anfangen,  und  zwar  tritt  dies  ein,  wenn  der  Gleichung 


Fig.  340. 


P 
G 


tg(/?  +  <r)_ 
tg  (90^ -y) 


tg9-tg(/?  +  ^). 


genügt  wird.    Das  Verhältnis  der  Gewichte  P  und  G  ist  gleich  dem 
Verhältnis  der  entsprechenden  Centriwinkel,  d.  h. 


P 
G 


2ß 
180" 


90' 


wo  ß  in  Graden  gerechnet  werden  muss.    Die  Gleichung 


(317) 


^--^tg<P-^S{ß  +  <p) 


liefert  für  einen  gegebenen  Wert  von  <p  einen  entsprechenden  Wert 
von  ß,  vorausgesetzt  dass  es  einen  solchen  zwischen  0  und  90°  liegen- 
den Wert  ß  überhaupt  giebt.  Wir  wollen  jedoch  jetzt  <p  als  eine  Func- 
tion von  ß  betrachten,  welche  durch  die  Gleichung  (317)  definirt  wird, 
und  den  grössten  Wert  von  (p  aufsuchen,  welcher  einem  zwischen  0 
und  90°  liegenden  Werte  von  ß  entspricht.  Dieser  Wert  ß  definirt 
die  in  Bezug  auf  Gleiten  gefährlichste  Fuge.  Damit  kein  Gleiten  zu 
Stande  komme,  muss  der  wirkliche  Reibungswinkel  grösser  als  der  so 
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gefundene  Maximalwert  von  (p  sein.    Die  Gleichung  (317)  kann  fol- 
gendermassen  transformirt  werden: 
Es  ist 

90  _      cot  y 

/?"tg(/?  +  "(p)' 

^0  — /?  _  cot  y  —  tg  0?  +  y)  __  cos  0?  +  y)  cos  y  —  sin  (/?  +  y)  sin  tp  _ 
90  +  y?  ~~  cot  9?  +  tg  (/?  +  9?)  ""  cos  (/?  +  9?)  cos  ^  +  sin  (/?  +  p)  sin  ep  "~ 


<318) 


cos  /? 
cos(/?  +  2^)-??^cosi?. 


90  +  /?' 

Auf  Grund  dieser  Gleichung  ist  die  folgende  Tabelle  berechnet 
worden,  welche  die  Abhängigkeit  zwischen  (p  und  ß  veranschaulicht. 


ß 

0°  !    10"       20° 

30° 

40°        50° 

60° 

70° 

80° 

90° 

<p 

0'  1  14°.oi    16^64 

17M7 

16°.43     14°.71 

12°.13 

8°.77 

4°.71 

0° 

Der  Winkel  (p  erreicht  sein  Maximum  für  einen  zwischen  20"  und  30° 

liegenden   Wert  von  ß.    Um   die  Lage  der  gefährlichsten  Gleitfuge 

d(p 
genau  zu  bestimmen,  werde  die  Gleichung  (318)  differentiirt  und  -^ 

=  0  gesetzt.    Auf  die  Winkeleinheiten  Bezug  nehmend  findet  man 

.90  —  /? 


oder 


-sm(ß  +  2<p)  =  cosß—-^-^(^^^smß 


^  +  ß 


1802 


(9Q+ßlPsm{ß  +  2(p)=^^^cosß  +  {9(ß—ß^smß. 

71 


Da  ferner 


s\n(ß  +  2q>)  =  y  1  —  cos2  (ß-\-2(p): 
ist;  folgt 


V360/g  +  (90  — ig)^sin2/? 
90  +  /? 


1802 


cos/?  +  (90«  —  /?2)  sin  /?  =  (90  +  /?)  ^360  /?  +  (9Ö  —  ß)^s\v^ß 


und  endlich  nach  Erhebung  in's  Quadrat  und  Vereinfachung 

1 9rß  1 RO 

(319)      '^zos^ß  +  '-^(^^^ß^sXnßcosß-ß{^  +  ßf  =  Q, 

Durch  zweckmässige  Auflösung  dieser  transcendenten  Gleichung  fin- 
det man 


ben. 
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Der  entsprechende  Maximalwert  von  <p  ist 

Diesem  Werte  entspricht  der  Reibungscoefficient/=  tg  17".i8  =  0.309. 
In  Wirklichkeit  ist  gewöhnlich  /=  0.40—0.75.  Es  geht  hieraus  hervor^ 
dass  die  Gefahr  des  Gleitens  in  den  Fugen  nur  ausnahmsweise  eine 
Bedeutung  erlangt.  Wenn  ein  Gewölbe  einstürzt,  so  geschieht  es 
meistens  durch  Kipi^en  um  die  Kanten  der  Fugen. 

§  92. 
Stutzlinien  in  Gewölben. 

Stützlinien  Die  Untersuchung  der  Stabilität  eines  Tonnengewöl- 
von  Gewöl-  bes  in  Bezug  auf  Gleiten  und  Kippen  wird  am  besten 
mit  Hülfe  der  Druck-  oder  S  t  ü  t  z  1  i  n  i  e  ausgeführt. 
Darunter  versteht  man  das  zu  den  belastenden  Kräften^ 
d.  h.  dem  eigenen  Gewichte  des  Gewölbes,  der  auf  dem- 
selben ruhenden  permanenten  Belastung  und  einer  even- 
tuell vorhandenen  zufälligen  Belastung  gehörende  Seil- 
polygon; seine  Seiten  geben  die  Richtungen  der  Drücke 
in  den  Fugenflächen  an.  Wenn  das  Gewölbe  aus  sehr 
vielen  und  schmalen  keilförmigen  Elementen  gebaut  ist^ 
so  kann  die  Stützlinie  annähernd  durch  eine  Curve  er- 
setzt werden.  Jede  Stützlinie  muss  folgenden  Bedingun- 
gen genügen: 

1)  Jede  Seite  oder  jedes  Element  der  Stutzlinie  muss 
die  entsprechende  Fugenfläche  innerhalb  der  Kanten  der 
Fuge  schneiden. 

2)  Jede  Seite  oder  Jedes  Element  der  Stutzlinie  muss 
die  entsprechende  Fuge  so  schneiden,  dass  der  Winkel 
zwischen  der  Normalen  der  Fuge  und  der  Stutzlinie  klei- 
ner als  der  Reibungswinkel  ist. 

Die  erstere  Bedingung  ist  notwendig,  damit  kein  Kip- 
pen in  Bezug  auf  irgend  welche  Fugenkanten  eintrete; 
die  zweite  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  damit  kein  Glei- 
ten in  einzelnen  Fugenflächen  entstehe.    Bei  wirklich  aus- 
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fläche. 


zuführenden  Gewölben  muss  die  Stützlinie  noch  etwas 
strengere  Forderungen  erfüllen,  worüber  mehr  auf  p.  509 
unten.  Die  keilförmigen  Bauelemente  des  Gewölbes  sind 
als  starre  Körper  betrachtet  worden;  thatsächlich  können 
sie  aber  nicht  beliebig  grossen  Kräften  widerstehen.  Es 
ergiebt  sich  hieraus  als  dritte  Bedingung  der  Stabilität 
des  Gewölbes,  dass  der  Druck  in  den  Fugenflächen  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreiten  darf,  weil  das  Gewölbe- 
material sonst  in  Gefahr  wäre  zerstört  zu  werden.  Die 
genauere  Erforschung  dieses  Umstandes  gehört  der  Festig- 
keitslehre an. 

Es  werden  im  folgenden  nur  solche  Gewölbe  in  Be-  Symmetrische 
tracht  gezogen,  welche  aus  zwei  symmetrischen  Hälften  Anordnung. 
bestehen  und  symmetrisch  belastet  sind.    Die  Belastung   ^^^«^»^5- 
wird   am  zweckmässigsten  graphisch  durch  eine  Fläche 
oberhalb  des  Gewölbebogens  dargestellt,  welche  man  so 
construirt,  dass  man  sich  die  wirkliche  Belastung  durch 
eine  andere  aus  dem  Material  des  Gewölbebogens  besteh- 
ende  ersetzt  denkt.    Wenn  die  Belastung  aus  homoge- 
nem Material  besteht,  welches  direct  auf  dem  Gewölbe 
gelagert  ist,  braucht  man  zur  Construction  der  Belastungs- 
fläche nur  die  von  der  oberen  Gewölbefläche  aus  gemes- 
senen verticalen  Ordinaten  in  dem  Verhältnisse  des  speci- 
fischen  Gewichtes  des  Belastungsmaterials  zu  dem  speci- 
fischen  Gewichte  des  Gewölbematerials  zu  vergrössern. 

Infolge  der  Symmetrie  muss  der  Druck  in  der  Schei- 
telfuge horizontal  sein,  er  werde  mit  H  bezeichnet.  Im 
allgemeinen  kann  der  Angriffspunkt  des  Druckes  H  eben- 
sowenig wie  die  Stützlinie  im  ganzen  mit  Hülfe  der 
Gleichgewichtsbedingungen  bestimmt  werden;  nur  in  ge- 
wissen Grenzfällen  ist  die  Bestimmung  möglich.  Nimmt 
man  drei  Punkte  der  Stützlinie  als  bekannt  an,  und  zwar 
einen  Punkt  C  in  der  Scheitelfuge  und  einen  Punkt  in 
jedem  der  Widerlagerfugen,  so  kann  die  Drucklinie  im 
ganzen  construirt  werden;  nach  §  58  wird  in  der  That 
ein  zu  gegebenen  Kräften  gehörendes  Seilpolygon  durch 


Horizontal- 
druck. 


496 


Dritter  Teil, 


drei  Punkte  auf  je  einer  Seite  völlig  bestimmt  (Fig.  341). 
Auch  der  entsprechende  Horizontaldruck  wird  dabei  er- 
halten; er  ist  gleich  der  Polweite  des  Kräftepolygons. 
Mit  Hülfe  einer  Momentengleichung  für  den  Punkt  A  in 
der  Widerlagerfuge  als  Pol  findet  man 


Fig.  341. 


Nachdem  die  durch  die  drei  Punkte  A^  C  und  B  ge- 
führte Stützlinie  construirt  worden  ist,  unterliegt  es  keiner 
Schwierigkeit  zu  untersuchen,  ob  sie  den  beiden  Stabili- 
tätsbedingungen (p.  494)  genügt.  Auch  ohne  die  Stütz- 
linie im  ganzen  zu  zeichnen,  entscheidet  man  in  einfa- 
cher Weise,  ob  jene  Bedingungen  für  eine  einzelne  Fuge 
erfüllt  sind  (Fig.  342).  Der  Druck  in  dieser  Fuge  ist  die- 
jenige Kraft  K,  welche  dem  Horizontaldrucke  M  und  der 
gesamten  Belastung  P  zwischen  der  betrachteten  Fuge  und 
der  Scheitelfuge  das  Oleichgewicht  hält.    Hierdurch  wer- 
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Fig.  342. 

den  seine  Grösse,  seine  Richtung  und  sein  Angriffspunict 
bestimmt. 

Zu  einem  gegebenen  Gewölbe  kann  eine  beliebige  Grenzwerte 
Anzahl  von  Stützlinien  construirt  werden.  Eine  Stützlinie  des  Horizon- 
wird  entweder  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Scheitel- 
fuge und  den  Widerlagerfugen  oder  durch  die  Grösse 
und  Richtungslinie  des  Horizontaldruckes // bestimmt.  Die 
Untersuchung  der  Stabilität  eines  Gewölbes  muss  somit 
auf  die  Betrachtung  gewisser  Grenzlagen  der  Stützlinie 
oder  gewisser  Grenzwerte  des  Horizontaldruckes  hinaus- 
laufen. Der  wirkliche  Horizontaldruck  muss  zwischen 
einem  oberen  und  einem  unteren  Grenzwerte  liegen,  wel- 
che eben  noch  stabile  Stützlinien  liefern. 

Die  Figur  343  veranschaulicht  eine  Stützlinie,  welche 
durch  den  höchsten  Punkt  der  Scheitelfuge  und  die  in- 
nersten  Punkte  der  Widerlagerfugen  geführt  worden  ist. 


Fig.  343. 


32 
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Fig.  344. 

Vorausgesetzt,  dass  sie  den  beiden  Bedingungen  auf  p.  4Q4 
genügt,  liefert  sie  den  kleinsten  möglichen  Horizontal- 
druck Hl.  Würde  der  Horizontaldruck  einen  noch  kleine- 
ren Wert  annehmen,  so  müsste  der  Qewölbebogen  ein- 
stürzen, und  zwar  so,  dass  die  Scheitelfuge  sich  nach 
innen,  die  Widerlagerfugen  sich  nach  aussen  öffnen. 

In  der  Figur  344  ist  eine  Stützlinie  dargestellt,  welche 
durch  den  untersten  Punkt  der  Scheitelfuge  und  die  äus- 
sersten  Punkte  der  Widerlagerfugen  geführt  wurde.  Wenn 
sie  die  Bedingungen  auf  p.  494  erfüllt,  d.  h.  überhaupt 
möglich  ist,  so  liefert  sie  einen  grössten  Horizontaldruck 
H^.  Für  einen  noch  grösseren  Wert  von  H  würde  der 
Qewölbebogen  so  einstürzen,  dass  die  Scheitelfuge  sich 
nach  aussen,  die  Widerlagerfugen  sich  nach  innen  öffnen. 

Je  dünner  das  Gewölbe  ist,  desto  mehr  nähern  sich 
die  Werte  //i  und  H^  einander  und  um  so  kleiner  wird 
das  Intervall,  innerhalb  dessen  der  Wert  des  wirklichen 
Horizontaldruckes  liegen  muss. 

Die  durch  die  Figuren  343  und  344  veranschaulichten 
Stützlinien  brauchen  nicht  immer  zu  den  möglichen,  d.  h. 
den  die  Bedingungen  auf  p.  494  erfüllenden  zu  gehören. 
Dadurch  wird  das  zwischen  H^  und  //a  liegende  Inter- 
vall noch  beschränkter.  Es  werde  zunächst  angenommen, 
dass  die  Bedingung  2)  für  alle  Fugen  erfüllt  sei,  nicht 
aber  die  Bedingung  1);  d.  h.  man  sieht  von  der  Gefahr 
des  Gleitens  in  den  Fugen  ab  und  betrachtet  nur  die 
Stabilität  in  Bezug  auf  Kippen  um  die  Kanten  der 
Fugen. 
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Wenn  die  durch  den  höchsten  Punkt  der  Scheitelfuge 
und  die  innersten  Punkte  der  Widerlagerfugen  gelegte 
Stützlinie  die  Bedingung  1)  nicht  erfüllt,  so  wird  sie  im 
allgemeinen  aus  dem  Oewölbebogen  nach  innen  heraus- 
treten, wie  die  Figur  345  es  zeigt.  Man  stellt  sich  dann 
den  Punkt  C  als  fest  und  den  Horizontaldruck  als 
allmählich  vergrössert  vor.  Dabei  rücken  die  beiden 
Punkte  L  und  L!  näher  an  einander  und  fallen  zuletzt  in 
einem  Punkte  M  zu- 
sammen, in  welchem 
die  Stützlinie  den  in- 
neren Oewölbebogen 
berührt.  Diese  Stütz- 
linie stellt  einen  Orenz- 
fall  dar;  der  entspre- 
chende Horizontal- 
druck werde  mit  H^ 
bezeichnet.  Der  wirk- 
liche Horizontaldruck 
muss  dann  grösser  als 
//i  sein;  wäre  er  klei- 
ner, so  würde  das  Ge- 
wölbe so  einstürzen, 
dass  die  Scheitelfuge, 
die  Widerlagerfugen, 
die  Fuge  bei  M  und 

ihre  symmetrische 
Fuge  sich   öffnen,  und  zwar  die  beiden  letzteren  Fugen 
nach  aussen.    Die  Fuge  bei  M  heisst  Bruchfuge. 

Zur  Berechnung  von  H^  bestimmt  man  den  Horizon- 
taldruck //,  welcher  einer  durch  die  innere  Kante  einer 
beliebigen  Fuge  L  und  die  obere  Kante  der  Scheitel- 
fuge geführten  Stützlinie  entspricht,  lässt  diese  Fuge  L 
sich  von  der  Scheitelfuge  bis  zur  Wideriagerfuge  bewe- 
gen und  nimmt  unter  sämtlichen  Werten  von  H  das 
Maximum.     Dieses    Maximum   ist  H^.     Die   Stützlinien 


Fig.  346. 
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durch  C  und  L  oder  durch  C  und  U  in  Fig.  345  fallen 
mit  einander  zusammen  und  liefern  denselben  Wert  //. 
H  wird  ein  Maximum,  wenn  L  und  L'  beide  nach  M 
rücken  (Fig.  346),  wobei  die  Stützlinie  die  innere  Gewölbe- 
flache  berührt.  Qiebt  es  keine  solche  berührende  Stütz- 
linie, so  wird  H  am  grössten,  wenn  L  mit  A  zusammenfällt. 
Wenn  die  Stützlinie  in  Fig.  344  die  Bedingung  1)  auf 
p.  4Q4  nicht  erfüllt,  so  tritt  statt  //g  ein  anderer  kleinerer 
Grenzwert,  welcher  auch  mit  //g  bezeichnet  werde.  Man 
betrachtet  jetzt  eine  Stützlinie  durch  die  innere  Kante  der 

Scheitelfuge,  welche  die 
äussere  Gewölbefläche  in 
einem  Punkte  A^  berührt 
(Fig.  347).  Die  Fuge  in 
A^  ist  eine  Bruchfuge, 
welche  sich  gleichzeitig 
Fig.  347.  mit  der  Scheitelfuge  und 

den  Widerlagerfugen  öff- 
net, und  zwar  nach  innen,  wenn  der  Horizontaldruck  zu 
gross  wird. 

//g  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  H^  berechnet.  Man 
führt  eine  Stützlinie  durch  die  innere  Kante  der  Scheitel- 
fuge und  die  äussere  Kante  einer  beliebigen  Fuge,  be- 
rechnet den  entsprechenden  Horizontaldruck  H  und  sucht 
sein  Minimum  auf,  indem  die  Lage  der  Fuge  allmählich 
verändert  wird.  ^ 

Ausser  dem  Grenzwerte  //j  erhält  man  noch  einen 
zweiten  unteren  Grenzwert  H^  des  Horizontaldruckes, 
wenn  man  die  Stabilität  des  Gewölbes  in  Bezug  auf 
Gleiten  in  den  Fugen  in  Betracht  zieht.  Ebenso  reiht 
sich  an  den  oberen  Grenzwert  //g  ein  zweiter  Wert  Z/^. 
Eventuell  muss  H^  durch  //g  oder  //g  durch  //^  ersetzt 

^  Die  oben  behandelten  Stützlinien  zur  Bestimmung  von  H^  und 
7/2  umfassen  noch  nicht  alle  Fälle,  welche  vorkommen  können.  Eine 
vollständigere  Behandlung  findet  man  in  A.  Ritters  Lehrbuch  der 
Ingenieur-Mechanik. 
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werden.  Die  Berechnung  der  Grenzen  //g  und  H^  ist 
überflüssig,  wenn  die  den  Werten  H^  und  H^  des  Hori- 
zontaldruckes entsprechenden  Stützlinien  die  Bedingung 
2)  auf  p.  494  erfüllen,  sonst  nicht. 

Zur  Bestimmung  des  Grenzwertes  H^  wird  eine  belie- 
bige durch  den  Winkel  ß  (Fig.  348)  gegebene  Fuge  des 
Gewölbes  ausge- 
wählt und  die 
Grösse  des  Hori- 
zontaldruckes H 
berechnet,  wel- 
cher erforderlich 
ist  um  das  Glei- 
ten des  zwischen 
der  betrachteten 
Fuge  und  der 
Scheitelfuge  lie- 
genden   Stückes 

des  Gewölbe-  ^*^-  ^^■ 

bogens  nach  innen  zu  verhindern.    Man  findet 

Dann  untersucht  man,  bei  welcher  Fuge  der  grösste  Wert 
von  H  vorkommt.  Dieser  grösste  Wert  ist  eben  //g. 
Wenn  der  wirkliche 
Horizontaldruck  grös- 
ser als  //g  ist,  so  ent- 
steht in  keiner  Fuge 
ein  Gleiten  des  mitt- 
leren Stückes  des  Ge- 
wölbebogens  nach  in- 
nen. 

In  ähnlicher  Weise 
berechnet  man  den 
Grenzwert  H^  (Fig. 
349).    Damit  das  Ge-  Fig.  349. 
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Wölbestück  zwischen  der  Fuge  ß  und  der  Scheitelfuge 
nicht  nach  aussen  gleite,  darf  der  Horizontaldruck  den 
Wert 

//=Pcot(/»  — y) 

nicht  überschreiten.  H^  ist  der  kleinste  unter  allen  die- 
sen Werten  H  für  sämtliche  Lagen  der  Fuge  ß.  Wenn 
der  wirkliche  Horizontaldruck  kleiner  als  H^  ist,  so  ent- 
steht kein  Gleiten  nach  aussen. 

Nachdem  //i,  //g,  H^  und  //^  gefunden  sind,  wählt 
man  unter  H^  und  //g  den  grösseren  Wert,  er  sei  mit 
//min  bezeichnet,  und  unter  //g  und  //^  den  kleineren 
Wert,  er  sei  //max-  Damit  das  untersuchte  Gewölbe  so- 
wohl in  Bezug  auf  Gleiten  in  den  Fugen  wie  in  Bezug 
auf  Kippen  um  ihre  Kanten  stabil  sei,  muss 


(320) 


//min  <  Hrt 


sein.  Wenn  man  //min  =  //max  setzt,  so  kommt  man  an 
die  Grenze  der  Stabilität,  und  findet  dem  entsprechend 
eine  gewisse  kleinste  Gewölbestärke. 


Anwendungen. 

1)  Stabilität  des  unbelasteten  scheärechten  Gewölbes. 

In  §  91  Anw.  1)  wurde  die  Stabilität  des  unbelasteten  scheitrechten 
Oewölbes  in  Bezug  auf  Gleiten  in  den  Fugen  untersucht,  und  zwar 
zeigte  es  sich,  dass  Stabilität   in  dieser  Beziehung  stets  vorhanden 

war.      Die    Sache    ändert 


W^ 


Z' 


r 


\i^L 


^ 


c* 


.Y-^-.i 


Fig.  350. 


sich,  sobald  gleichzeitiges 
Kippen  um  die  Kanten  der 
Fugen  und  Gleiten  längs 
derselben  in  Betracht  gezo- 
gen wird.  Es  sollen  jetzt 
die  vier  Grenzwerte  //j, 
//g,  //j  und  7/4  des  Hori- 
zontaldruckes berechnet 
werden. 

Zur  Berechnung  von  H^ 
wird  eine  Stützlinie  durch 
den  obersten  Punkt  C  der 
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Scheitelfuge  und  durch  die  innere  Kante  L  einer  beliebigen  Fuge 
geführt  (Fig.  350).  Bezeichnet  man  mit  /  das  pro  Flächeneinheit 
des  Oewölbedurchschnitts  gerechnete  Gewicht  des  Gewölbes,  mit  Q 
das  ganze  Gewicht,  so  ist 


^-c(2r+r)tg^i 

Es  sei  ferner  P  das  Gewicht  des  Gewölbestückes  LCCL\  welches  aus 
einem  Rechteck  und  einem  Dreieck  bestehend  gedacht  werde.  Mit  Hülfe 
einer  Momentengleichung  für  L  als  Pol  findet  man 

(321)  Hc=Pp  =  ^ya»\g^ß  —  \yfiig^ß, 

d.  i. 

//  =  ty(3A«-^)tg2^. 

Mit  Anwendung  der  Bezeichnung 

r 
n^= 
c 


ergiebt  sich  weiter 


3/i8—  1 


Der  Horizontaldruck  H  erreicht  seinen  grössten  Wert  H^  für  ß  =  ß^. 
Man  erhält  somit 

(322)  //^^??'.-zly^tgVi. 

Am  scheitrechten  Gewölbe  kann  keine  durch  die  innere  Kante  C 
der  Scheitelfuge  gehende  Stützlinie  construirt  werden.    Es  ist  deshalb 

(323)  //2  =  oü. 

Zur  Berechnung  von  //j  geht  man  von  der  Gleichung 

//  =  Pcot(/?  +  9?) 
aus.    Man  hat 

P=iyr(2r  +  r)tg/?; 


es  wird  also 
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Das  Maximum  von  H  ist  ein  anderes,  je  nachdem  /?i^45*  — ^  ist. 
Für  ßx  >  45**  —  ^  erreicht  H  sein  Maximum  mit 

wie  aus  der  Anw.  in  §  91,  p.  488  hervorgeht,  und  zwar  ist 

(324)  ,y3  =  2«±_l,^tg*(45°-|). 

Ist  dagegen  ß^  <  45°  —  ^ ,  so  erreicht  H  iür  ß=^  ß^  sein  Maximum 

Aus  den  Werten  von  H^  erhält  man  die  Werte  von  7/4,  wenn 
man  <p  durch  —  fp  ersetzt.    Für  ^j  >  45°  +  ?"  wird 

(326)  7/4  --  ?^  yc«  tg  *  (45°  +  I) 

und  für?'</J,<45°  +  | 

gefunden. 

Die  obere  Grenze  //max  des  Horizontaldruckes  ist  gleich  H^,  die 
untere  Grenze  //min  entweder  gleich  //^  oder  gleich  //g.  Weil  //g 
immer   kleiner   als  //^   ist,   so    können   die   beiden  Grenzen  nur  für 

//min  =H^  einander  gleich  werden.    Nimmt  man  /?i<45°+  ^^  an, 

welche  Bedingung  bei  fast  allen  scheitrechten  Gewölben  erfüllt  ist,  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grenzstärke  des  Gewölbes  die 
Gleichung 


6       J'^«''«-      2      ^'^\g{ß,-9) 
oder 
(328)  tg  ß,  tg  (/?.  -  9)  =  ^0:^^- 
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In  diesem  Orenzfalle  giebt  es  nur  eine  mögliche  Stützlinie  (Fig.  351); 
sie  geht  durch  die  Punkte  A,  C  und  B  und  bildet  mit  den  Normalen 
der  Widerlagerfugen  den  Winkel  <p.  Wurde  die  Dicke  des  Gewölbes 
noch  kleiner  als  der  dieser  Stützlinie  entsprechende  Grenzwert  sein,  so 


Fig.  351. 

müsste  das  Gewölbe  einstürzen,  und  zwar  so,  dass  die  Scheitelfuge 
sich  nach  innen,  jede  der  Widerlagerfugen  sich  nach  aussen  öffnet  und  die 
beiden  Gewölbehälften  zugleich  hinauf  längs  der  Widerlager  zu  glei- 
ten beginnen. 

Die    Gültigkeit     der     Gleichung    (328)    ist    auf    das    Intervall 

9?  <  /?!  <  45°  +  -^  beschränkt.   Wenn  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

(328)  mit  X  bezeichnet  werden,  so  erhält  man  zur  Berechnung  von  n 
die  Gleichung 

3  in^  ^(in-(X  +  3)  =  0, 

Die  eine  Wurzel 


(329) 


„=.j,+,,Lt|'.+3}  =  £ 


bestimmt  für  ß^  und  den  Reibungscoefficienten  /  die  kleinste  zulässige 
Gewölbestärke. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (328)  könnte  für  gegebene  Werte  von/ 
und  n  der  Winkel  ßi  berechnet  werden.    Setzt  man  zugleich 


igißi-V^) 


MinL 

1  +/tg/?i 


ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  tg  ^i, 
deren  Wurzel 


(330) 


tg/.,=/ji-ti)+|/7:;ziL±i)^ 
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eine  Lösung  der  Aufgabe  liefert  Nimmt  man  als  in  der  Praxis  oft 
gebrauchten  Mittelwert  97  =  30'  an,  dem  Reibungscocffidentcn/=  0^77 
entsprechend,  so  berechnet  man  mit  Hülfe  der  Formd  (330)  die 
Tabelle: 


n  =     2.6276 


7.6 


10 


15 


20 


30    i    50       00 


\ßi-- 


eO**     50".3i    45\63  42^8l  ,  39".50    37°.5o    35".44  ,  33°.49     30' 


2)  Man  untersuche  die  Stabilität  und  bestimme  die  kleinste  Starke 
eines  scheitrechten  Gewölbes,  welches  ausser  dem  eigenen  Gewichte 
eine  auf  dem  Gewölbe  gleichförmig  ausgebreitete  Belastung  trägt, 
die  aus  dem  Gewölbematerial  besteht  und  deren  Höhe  gleich  der 
Stärke  des  Gewölbes  ist. 

3)  Man  bestimme  die  Bruchfuge  am  unbdasteten  Halbkreis- 
gewölbe. 

Die  Bruchfuge  erhält 
man  im  Zusammenhange  mit 
der  Berechnung  des  Hori- 
zontaldruckes H^,  Zu  die- 
sem Zwecke  führt  man  eine 
Stützlinie  durch  die  innere 
Kante  M  einer  beliebigen  Fuge 
und  die  obere  Kante  C  der 
Scheitelfuge  (Fig.  352).  Dieser 
Stützlinie  entspricht  der  Hori- 
zontaldntck 


Fig.  352. 


wo 


H=iP. 


k=zc-{-r(\  —cos/?) 


ist.  Das  Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Pol  M  ist  gleich 
der  Differenz  der  Momente  der  Sectoren  OM'C  und  OMC.  Man 
findet,  mit  Anwendung  der  Bezeichnung 


R=-r  +  c, 


P,  =  ,{(^^^^sin,-^ 


—  r^  1 

3—  (l~cos/?)|- 

Die  Grösse  y  hat  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  der  Anw.  1). 
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Setzt  man  der  Kurze  wegen 

r 


c^"' 


so  erhält  man 


yojn    /^_3/i(2/i  +  l)jgsinjg  — 2(3/t2  +  3/i  +  l)(l~cosjg)^ 
^^^^^    y  ~  6(/i  +  l-/icos)ff) 

Es  soll  jetzt  das  Maximum  von  //  als  Function  von  ß  berechnet  wer- 
den. Wenn  man  die  Ableitung  von  H  nach  ß  gleich  Null  setzt,  so 
findet  man  zur  Bestimmung  der  Bruchfuge  die  Gleichung 


(332)        /?{l-(l  +  ^)cos/?} 


^      6/1» +  3/1«- 3/1 -2 

+  cos/^=  —  ' 


sin^  -r    v-r  3/f2  (2/1+1) 

3/1  +  2 


=  1 


3/1»  (2/1  +  1) 


Die  Anwendbarkeit  dieser  Gleichung  ist  auf  das  Intervall  0  <  /?  <  90** 
beschränkt.    Für  /J  =  0  liefert  sie  entweder 

<333)  /i  =  ^y3  =  0.0774 

oder  n  =  oo. 

Beiden  Werten  entspricht  //j  =  0.   Für  n  ^  0.5774  oder  —  ^  J^3^=  l  .782 

ist   das  Gewölbe  mit  Sicherheit  stabil,  und  es  giebt  keine  Bruchfuge. 

Dagegen   giebt   es   eine  Bruchfuge,  wenn  — </3  ist.    Eine  auf  die 

Gleichung  (332)  gegründete  nähere  Untersuchung  zeigt,  dass  der  der 
Bruchfuge  entsprechende  Wert  des  Winkels  ß  für 

n  =  2.016  oder  —  =  0.4% 

r 

das  Maximum   /?  =  64°  10'  liefert.    Für  /?  =  90*  giebt  die  Gleichung 
(332)  keine  positive  Wurzel  n. 

4)  Man   leite  für  das  unbelastete  halbkreisförmige  Gewölbe  fol- 
gende Werte  ab: 

.'x^^          H       /2/I+1/,    ,     ß\      3/i»  +  3/i  +  l\^ 
(334)  //,:={__^l+_j _ J^,, 
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wo  ß  die  der  Bruchfuge  entsprechende  Wurzel  der  Gleichung  (332)  ist„ 


a»,       „.^r-^.-^^^L^y,. 


\2n+\         3/i«  +  3/f  +  l 

(336)  //3  =  _Jl_cos?(/?+^)^y, 

wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(337)  sin2{ß  +  q>)  =  2ß 
ist,  und 

(338)  //4---~"^tgy'^y, 

4 

und   berechne  für  (p  --  30°  die  kleinste  zulässige  Grösse  des  Quo- 
tienten — . 

r 

Praktische         In   wirklich   auszuführenden   Gewölben  darf  sich  die 
Regel  für  die  Stützlinie  natürlich  nicht  den  Grenzen  nähern,  bei  welchen 
Gewölbe-     ^as  Gewölbe  in  Gefahr  ist  zerstört  zu  werden,  sondern 
consrudion.  ^^^  verlangt  eine  gewisse  Sicherheit  gegen  Zerstörung. 
Der  vorteilhafteste   Fall   wäre  derjenige,  in  welchem  die 
Stützlinie  mit  der  Gewölbeaxe,  d.  h.  mit  dem  Orte  der 
Schwerpunkte   der   Fugenflächen   zusammenfallen  würde 
und  zugleich   alle   Fugen  rechtwinklig  schneiden  würde. 
Dann  würde  sich  der  Druck  in  jeder  Fuge  gleichförmig 
auf    die   ganze    Fugenfläche    verteilen.     Eine    so    hohe 
Stabilität  wie  die  jetzt  betrachtete  kann  aber  nur  aus- 
nahmsweise in  der  Baupraxis   verlangt  werden;  die  Re- 
sultirende  der  Drücke  in   der  Fugenfläche  kann  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  von  der  Normalen  im  Stützpunkte 
abweichen.    Die  Druckverteilung  in  der  Fugenfläche  ist 
dann  nicht  mehr  gleichförmig.    Es  werde  angenommen, 
'  dass  die  Normalcomponenten  der  Elementardrücke  in  der 
Fläche  proportional  dem  Abstände  von  einer  horizontalen 
Axe  in   der   Fugenfläche   seien;   in  Wirklichkeit  ist  dies 


1  Siehe  Ritters  Ingenieur-Mechanik,  §  150. 
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wenigstens  annähernd  der  Fall.  Als  praktische  Regel  der 
rationellen  Oewölbeconstruction  gilt,  dass  diese  Axe  ausser- 
halb der  Fugenfläche  liegen  soll  oder  höchstens  mit  einer 
Kante  zusammenfallen  darf.  Würde  diese  Axe  innerhalb 
der  Fläche  liegen,  so  würden  sowohl  Druck  als  Zug  in 
ihr  vorkommen,  was  nicht  zulässig  ist  Fällt  die  Axe  mit 
«iner  Kante  zusammen,  so  werden  die  Elementardrücke 
graphisch  durch  die  Ordinaten  einer  geraden  Linie  dar- 
gestellt (Fig.  353),  und  ihre  Resultirende  geht  durch  den 
Schwerpunkt  der  Dreiecksfläche,  d.  h. 
sie  teilt  die  Fuge  in  zwei  Teile, 
welche  sich  wie  2 : 1  verhalten.  Weil 
die  Axe  alle  mögliche  Lagen  aus- 
serhalb  der  Fuge  annehmen  kann,  ^^..'.'j^'i'l'-.^'ijc"".'^'». 
so  kann  die  Resultirende  in  jedem 
Punkte   des   innersten    Drittels   der  Fig.  353. 

Fuge  angreifen. 

Um  die  Stabilität  eines  gegebenen  Qewölbebogens  zu 
untersuchen,  trägt  man  die  beiden  Linien  auf,  welche  die 
Fugen  in  drei  gleiche  Teile  teilen  und  sieht  nach,  ob 
die  Stützlinie  der  Regel  genügt: 

Die  Stiitzlinie  muss  sich  innerhalb  des  innersten  Drit- 
tels des  Oewölbedurchschnitts  befinden. 

Mit  Hülfe  des  oben  dargelegten  unterliegt  es  keiner 
Schwierigkeit  Oewölbeconstructionen  in  Bezug  auf  ihre 
Stabilität  zu  untersuchen,  wenn  die  Bedingung  1)  auf 
p.  494  durch  die  jetzt  gefundene  strengere  Bedingung 
■ersetzt  wird.  Am  einfachsten  führt  man  die  Untersuchung 
graphisch  aus,  oder  man  berechnet  die  verschiedenen 
Grenzwerte  des  Horizontaldruckes  und  gründet  darauf 
die  Bestimmung  der  kleinsten  zulässigen  Stärke  des  Ge- 
wölbes. Hier  kann  nicht  weitläufiger  auf  die  allgemeine 
Gewölbetheorie  eingegangen  werden  als  es  oben  ge- 
schehen ist. 
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§  93. 
System  von  verticalen  Parallelplatten« 

Belastungs-  Man  erhält  den  Fall,  in  welchem  alle  Fugen  vertical 
ßäche  und  sind,  als  einen  Qrenzfall  des  in  §  Q2  betrachteten  Falles^ 
Stutzlinie.  ^frenn  man  die  gemeinsame  Schnittlinie  der  Ebenen  der 
Fugen  in's  Unendliche  rücken  lässt.  Das  Gewölbe  ver- 
wandelt sich  dabei  in  ein  System  von  Platten  mit  verti- 
calen Fugenflächen,  welches  als  zwischen  zwei  verticalen 
Wänden  eingespannt  gedacht  werden  muss.  Der  Quer- 
schnitt des  Bogens  und  die  oberhalb  derselben  construirte 
Fläche,  welche  die  auf  das  Gewölbe  ruhende  Belastung 
darstellt  (Fig.  354),  bilden  eine  Belastungsfläche,  welche 
direct  die  auf  ein  Stück  der  Horizontalprojection  des 
Gewölbes  zu  beziehende  Belastung  angiebt,  ganz  analog 
mit  der  in  §  78  betrachteten  Belastungsfläche  bei  der 
allgemeinen  Kettenlinie.  Der  Kettenlinie  in  §  78  entspricht 
die  Stützlinie  des  Systems.  Wenn  das  Gesetz  der  Be- 
lastung in  beiden  Fällen  dasselbe  ist,  besitzen  beide  die- 
selbe Form   mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Kettenlinie, 

in  welcher  alle  Span- 
nungen    Zugspan- 
nungen   sind,    ihre 
concave  Seite  nach 
oben  kehrt,  während 
die  Stützlinie,  wel- 
che nur  Druckspan- 
nungen anzeigt,  ihre 
concave  Seite  nach 
unten  kehrt  Damit 
das  zwischen  zwei 
verticalen  Wänden  eingespannte  Plattensystem  im  stabilen 
Gleichgewichte  sei,  muss  die  Stützlinie  überall  innerhalb  des 
Durchschnitts  der  Platten  verlaufen  und  darf  nirgends  mit 
der  Horizontalebene  einen  grösseren  Winkel  als  den  Rei- 


Fig.  354. 


Statik  der  starren  Körper. 


511 


bungswinkel  einschliessen.  Durch  graphische  Construdion 
der  an  einem  gegebenen  Systeme  mit  bekannter  Belastung 
möglichen  Stützlinien,  oder  durch  Berechnung  der  Grenz- 
werte //i,  //a  und  //g  des  Horizontaldruckes  —  //^  kommt 
nicht  in  Betracht  —  kann  die  Stabilität  in  Bezug  auf  jede 
Art  der  Zerstörung  untersucht  werden. 

Auch  der  Zusammenhang  zwischen  der  Gleichung 
der  Stützlinie  und  der  Form  der  Belastungsfläche  ist 
derselbe  wie  bei  der  allgemeinen  Kettenlinie.    Es  sei 

die  Gleichung  der  Stützlinie  in  Bezug  auf  ein  Coordinaten- 
system  mit  einer  horizontalen  jc-Axe  und  einer  j^-Axe  durch 
den  Scheitel  der  Stützlinie.  Femer  sei  z  die  Ordinate 
der  Belastungsfläche  und  die  Grösse  y  die  nämliche  wie 
in  §  92.  Der  Zusammenhang  zwischen  y  und  z  ist  dann 
durch  die  Formel 


(339) 


pz=iyZ^=H 


ausgedrückt  (vergl.  die  Gl.  252). 

Man  leitet  hieraus  einen  beachtenswerten  Ausdruck 
für  den  Horizontaldruck  ab,  welcher  auch  für  die  prak- 
tische Construction  der  Gewölbebogen  mit  geneigten  Fugen 
anwendbar  ist.  Um  diesen  Ausdruck  zu  finden,  berechnet 
man  den  Krümmungsradius  der  Stützlinie  in  ihrem  Schei- 
telpunkte. Der  allgemeine  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius einer  Curve  ist  bekanntlich 

{•+(I)T 

\dx^\ 

In   dem   Scheitelpunkte   ist  die  Tangente  der  Stützlinie 

dv 
horizontal,  also  ^  =  0,  und  man  erhält 


Praktische 
Formel  flir 

den  Hori- 

zontaldruck 

eines 

Gewölbes. 


512 


Dritter  Teil. 


Qq  = 


1_ 


wo  der  Nenner  für  jf  =  0  zu  nehmen  ist.   Die  Gleichung 
(339)  liefert  für  jc  =  0 


yZo  =  H 


(Py\ 


wo  Zq  die   Ordinate    der   Belastungsfläche   am   Scheitel 
bezeichnet.    Es  ergiebt  sich  also 


(340) 


ff=yQoZo  =  PoQO' 


Anwendungen. 

1)  Unbelastetes  System  mit  überall  gleich  hohen  Fugen. 

Die   Belastung  pro   Längeneinheit   der    Honzontalprojection   ist 
constant.    Nach  §  79  i4  muss  die  Stützlinie  eine  Parabel  mit  verti- 

caler  Axe  sein,  welche 
jetzt  ihre  concave  Seite 
nach  unten  kehrt  (Fig. 
355).  Es  werde  ange- 
nommen, dass  auch  die 
Begrenzungscurven  des 
Gewölbedurchschnitts 
zwei  Parabeln,  und  zwar 
beide  congruent,  seien. 
Die  Horizontaldrücke 
//j,  //2  und  //g  sollen 
jetzt  berechnet  werden. 


Fig.  355. 


Hl  entspricht  einer  durch  die   Punkte  A,  C  und  B  geführten  Stütz- 
linie und  hat  die  Grösse 


H^  entspricht  der  als  möglich  vorausgesetzten  Stützlinie  durch  A,  C 
und  B  und  zwar  ist 


"^^-^(h  —  c) 


G. 
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Endlich  entspricht  H^  einer  Stützlinie,  welche  an  den  Widerlagern  den 
Winkel  97  mit  der  Horizontalebene  einschliesst.  Die  Grösse  dieses 
Druckes  ist 

G 


//« 


2.tg9^ 


//min  ist  gleich  dem  grösseren  der  Werte  H^  und  H^\  //max  ist 
gleich  //g.  Wenn  //g  >  //j  ist,  so  ist  die  Bedingung  der  Stabilität 
//j  >  M^  d.  h. 


Die  Gleichung 


f=:\gfp  = 


4(Ä-f) 


liefert  als  kleinste  mögliche  Stärke  des  Gewölbes 

4 

2)  Das  in  der  Anw.  1)  behandelte  System  der  verticalen  Platten 
werde  mit  gleichem  Material  so  belastet,  dass  die  obere  Begrenzungs- 
fläche eine  horizontale  Ebene  durch  den  Scheitel  des  Gewölbes  ist 
(Fig.  356).  Man  untersuche  die  Stabilität  und  berechne  die  Gleichung 
der  Stützlinie. 

Bei  der  Berech- 
nung von  Ml  und 
H2  braucht  man  das 
statische  Moment  des 
halben  Systems  nebst 
Belastung  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  der 

Widerlagerfugen. 
Für  die  Platten  selbst 
ergiebt  sich  das  Mo- 
ment 

4  2        8^- 

Für  das  Flächenstück  CBD\  welches  von  der  Parabel  CB'  und  den 
Geraden  CD'  und  D'B'  begrenzt  wird,  findet  man  den  Flächen- 
inhalt >-Ä/  und  das  Moment 


33 
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\l.\hly  =  .l^yhl^. 


Mit  Hülfe  dieser  Werte  berechnet  man 


und 


Femer  ergiebt  sich 


^2  =  48(j^Tr^y^. 


6/ 


fi^-^-.-vL 


Wäre  M^^Mi,  so  erhielte  man  als  Bedingung  der  Stabilität  //£ >  f^B 
In  dem  Grenzfalle  //g  —  M^  wird  die  kleinste  Gewölbestärke  c  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

8TÄ-0  /     • 

Bezeichnet  man  den  thatsächlichen  Horizontaldruck  mit  //  und 
benützt  ein  Coordinatensystem  mit  einer  horizontalen  jc-Axe  und  einer 
verticalen  y-Axe  durch  den  Scheitel,  so  findet  man  mit  Hülfe  einer 
Momentengleichung  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  AI  der 
Stützlinie  als  Pol  die  folgende  Gleichung  dieser  Linie: 

^~  6/y/2  ^' 

Die  Stützlinie  ist  also  eine  Parabel  von  der  vierten  Ordnung.  Zu 
ihrer  vollständigen  Bestimmung  müssen  z.  B.  die  Lage  des  Scheitels 
und  die  Grösse  des  Horizontaldruckes  bekannt  sein;  diese  Grössen 
können  aber  nur  in  gewissen  Grenzfällen  angegeben  werden. 


§  94. 

Bedingungen  der  gleichförmigen  Drehung. 

Oft  muss  man  die  Reibung  an  gleichförmig  sich  dreh- 
enden Körpern  in  Betracht  ziehen;  dies  ist  z.  B.  der 
Fall  bei  der  in  §  85  erwähnten  Reibung  an  einem  Trag- 
zapfen und  an  einem  Stützzapfen.    Um  Aufgaben  dieser 
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Art  behandeln  zu  können,  muss  man  zunächst  die  Be- 
dingungen der  gleichförmigen  Drehung  eines  starren 
Körpers  um  eine  feste  Axe  ableiten.  Diese  Bedingungen 
gehören  eigentlich  zur  Dynamik  der  starren  Körper  (drei- 
zehnter Abschnitt),   lassen   sich   aber  schon   jetzt  finden. 

Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  eines  einzelnen 
Punktes  von  der  Masse  m  in  einem  Kreise  vom  Radius 
r  wirkt  die  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtete 
constante  Centripetalkraft  P^^mcßr^  wo  ö>  die  Winkel- 
geschwindigkeit eines  Kreisradius  bezeichnet.  Man  stelle 
sich  einen  Raum  vor,  welcher  sich  mit  der  constanten 
Winkelgeschwindigkeit  o)  um  die  Axe  des  Kreises  in  dem 
Sinne  der  Bewegung  des  Punktes  drehe;  der  Punkt  bleibt 
in  relativer  Ruhe  innerhalb  dieses  Raumes,  und  die  Kraft 
P  hält  der  Centrifugalkraft  das  Oleichgewicht.  Handelt 
es  sich  statt  um  einen  Punkt  um  einen  starren  Körper^ 
welcher  sich  mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit 
io  um  eine  feste  Axe  dreht,  so  lässt  sich  die  Bewegung 
durch  die  relative  Ruhe  des  Körpers  in  Bezug  auf  einen 
um  dieselbe  Axe  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
sich  drehenden  Raum  ersetzen.  Das  entsprechende  System 
von  Kräften  im  Oleichgewichte  wird  dabei  aus  sämtlichen 
äusseren  Kräften  und  sämtlichen  Centrifugalkräften  für 
die  einzelnen  Massenelemente  des  Körpers  gebildet.  Dies 
kann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  das  System  der 
äusseren  Kräfte  dem  System  der  Centripetalkräfte  äqui- 
valent sein  muss,  und  zwar  in  jedem  Augenblicke  während 
der  Drehung. 

Nach  §  72  ist  die  Bedingung  des  Oleichgewichts  von 
Kräften  an  einem  starren  Körper  mit  einer  festen  Axe,. 
dass  die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  Axe  gleich  Null  sei.  Weil  die  Centrifugalkräfte  die 
Drehaxe  schneiden  und  somit  kein  Moment  liefern, 
ergiebt  sich  als  Bedingung  der  gleichförmigen  Drehung 
eines  starren  Körpers  um  eine  feste  Axe,  dass  die  Summe 
der  Momente  sämtlicher  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf 
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die  feste  Axe  in  jedem  Augenblicke  gleich  Null  sei  Ist 
umgekehrt  diese  Momentensumme  gleich  Null,  so  bleibt 
der  Körper  entweder  in  Ruhe  oder  dreht  sich  gleichför- 
mig um  die  Axe.  Die  Centrifugalkräfte  üben  keinen 
Einfluss  auf  die  Oleichgewichtsbedingungen  aus,  wohl 
aber  auf  die  Reactionen  an  der  festen  Axe;  jedoch  werde 
die  Bestimmung  der  Reactionen  hier  übergangen  (siehe 
§  115).  Wenn  es  keine  äusseren  Kräfte  giebt,  so  ist  eine 
gleichförmige  Drehung  um  die  feste  Axe  immer  mög- 
lich, und  zwar  mit  einer  beliebigen  Winkelgeschwindig- 
keit. Die  gleichförmige  Drehung  um  eine  feste  Axe  ist 
somit  ein  natürlicher  Zustand  des  Körpers,  welcher  von 
selbst  fortbesteht,  so  lange  er  von  keinen  äusseren  Kräften 
(wie  2.  B.  dem  Reibungswiderstande)  gestört  wird. 

Wenn  der  Körper  ein  homogener  Rotationskörper  ist, 
welcher  sich  um  die  Rotationsaxe  dreht,  so  kommen  die 
Centrifugalkräfte  paarweise  gleich  gross  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  vor;  sie  bilden  also  ein  System,  welches 
für  sich  im  Gleichgewichte  ist,  und  beeinflussen  folglich 
auch  die  Reactionen  an  der  Axe  nicht.  Im  folgenden 
werden  überall  nur  derartige   Rotationskörper  behandelt 

§  95. 

Zapfenreibung. 

A.    Cylindrische  Zapfenlager. 

Ein  cylindrischer  Tragzapfen  werde  durch  die  Kraft  P 
gegen  eine  cylindrische  Lagerschale  gepresst;  es  soll  das 
Moment  M  des  in  einer  Normalebene  zur  Welle  liegen- 
den Kräftepaares  berechnet  werden,  welches  erforderlich 
ist  um  eine  gleichförmige  Drehbewegung  der  Welle  zu 
erhalten,  wenn  keine  anderen  äusseren  Kräfte  auf  die 
Welle  wirken,  aber  die  Zapfenreibung  berücksichtigt  wird 
(Fig.  357  a  und  b). 

Wenn  kein  Kräftepaar  auf  die  als  ruhend  vorausgesetzte 
Welle  wirken  würde,   so  würden   die   Gegendrücke   der 
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Lagerschale  auf  den  Zapfen  eine  Kraft  N  liefern,  welche 
der  Kraft  P  das  Oleichgewicht  hält  (Fig.  357  a).  Würde 
man  nun  ein  Kräftepaar  anbringen,  dessen  Moment  eine 


gewisse  Grösse  nicht  überschreitet,  so  würde  die  Ruhe 
fortbestehen,  indem  das  Entstehen  einer  Drehbewegung 
durch  die  unvollständig  oder  im  Orenzfalle  vollständig 
entwickelten  Reibungskräfte  an  den  Berührungspunkten 
des  Lagers  verhindert  würde.  Für  eine  gewisse  kleinste 
Grösse  des  Kräftepaares  wird  die  Welle  in  Bewegung 
geraten  und  für  eine  gewisse  hiervon  im  allgemeinen 
wenig  verschiedene  Grösse  des  Momentes  wird  die  Dreh- 
ung eine  gleichförmige  sein.  In  der  Praxis  hat  nur  die 
Reibung  während  der  Bewegung  eine  Bedeutung;  sie 
soll  im  folgenden  ausschliesslich  behandelt  werden. 

Wenn  der  Zapfen  in  Bewegung  kommt,  so  gleitet  er, 
wenn  er  schon  in  sein  Lager  gehörig  eingelaufen  ist, 
ein  kleines  Stück  hinauf  in  der  Lagerschale  und  berührt 
das  Lager  längs  einer  Erzeugenden  A  der  Cylinderfläche 
(Fig.  357  b).*  Längs  dieser  Linie  entstehen  zur  Lager- 
fläche normale  Drücke  mit  einer  Resultirenden  N  sowie 
tangentielle  Reibungswiderstände  mit  der  Resultirenden 
/V,  wo  /  der  Coefficient  der  gleitenden  Reibung  während 
der  Bewegung   ist.    N  und  fN  liefern   zusammen  eine 


Zapfenrei- 

bungsmo- 

ment. 


•  Eine  strengere  Theorie,  welche  eine  Berührung  in  der  ganzen 
Lagerfläche  voraussetzt,  wird  unter  C  weiter  unten  entwickelt. 
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Resultirende  7)  welche  den  Winkel  (p  mit  dem  Zapfen- 
radius in  A  bildet  Nach  dem  Satze  in  §  94  muss  die 
Summe  der  Momente  des  Zapfendruckes  P,  des  Gegen- 
druckes T  und  des  Momentes  M  in  Bezug  auf  O  gleich 
Null  sein,  d.  h.  P  und  T  müssen  ein  Kräftepaar  bilden, 
dessen  Moment  entgegengesetzt  gleich  dem  Momente  M 
ist.  Weil  T  P  parallel  ist,  so  hat  sich  die  Berührungs- 
linie zwischen  Zapfen  und  Lager  nach  dem  Beginn  der 
Drehung  um  den  Bogen  ry  seitwärts  verschoben,  wo  r 
den  Zapfenradius  und  (p  den  Reibungswinkel  bezeichnen. 
Das  zum  Überwinden  der  Reibung  erforderliche  Kraft- 
moment M  hat  'demnach  die  Grösse 

(341)  M  =  s\n(f>Pr 

und  heisst  Zapfenreibungsmoment  Während 
der  Bewegung  ist  der  normale  Druck  am  Zapfen 

N=P  cos  (p 

und  die  Resultirende  der  Reibungskräfte  an  der  Berüh- 
rungslinie 

fN^=Psm(f. 

Das  Reibungsmoment  M  ist  gleich  dem  Momente 
von  /N  in  Bezug  auf  O.  Weil  (p  im  allgemeinen  ein 
kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man  ohne  merkbaren  Fehler 
sin  (p  durch  /  ersetzen  und  erhält  dabei  die  in  der  Praxis 
benützte  Formel 

(342)  M  =fPr. 

An  einer  Welle,  die  in  zwei  cylindrischen  Lagern 
ruht,  in  welchen  die  Drücke  /\  und  P^f  die  Radien  r^ 
und  Ag,  die  Reibungswinkel  (p^  und  tp^  sind,  erhält  man 
zusammen  für  beide  Lager  das  Reibungsmoment 

(343)  M  ^  sin  (p^  /\  r^  -\-  sin  (p2  P2  r^ 
oder  annähernd 
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(344) 


M=AP^r^-{-f^P^r.^ 


Wenn  die  beiden  Lager  in  allen  Beziehungen  gleich 
sind,  so  ergiebt  sich 


(345) 

M  =  2%ir\(pPr 

und 

(346) 

M  =  2fPr. 

Die  Reibung  in  einem  Zapfenlager  verbraucht  Arbeit 
und  verringert  den  Wirkungsgrad  einer  Maschine.  Be- 
zeichnet man  das  Moment  des  Zapfenreibungswiderstan- 
des wie  oben  mit  M  und  nennt  rt  die  Anzahl  der  Um- 
läufe in  der  Minute,  so  ist  die  Reibungsarbeit  während 
eines  Umlaufs  gleich  2nM  und  in  der  Minute  gleich 
2nnM.  Für  die  Arbeit  in  einer  Secunde  und  für  den 
Reibungseffect  ergiebt  sich  somit 


(347) 

_      2nnM      nnM 
60    ~  30   ' 

oder  mit  Hülfe  der  Gleichung  (342) 

(348) 

^-  30  '• 

Drüci<t 

man  P  in 

kg,  r  in  m  aus,  so  ist  ferner 

(349) 

E^ 

=  o^'?=  P  Pferdestärken  = 

31).  /D 

=  0.001396 /Z//V  P.   S. 

Reibungs- 
effect, 


B.    Keilntttenförmiges  Lager. 

In  einem  keilnutenförmigen  Lager  liegt  ein  cylin- 
drischer  Zapfen  längs  zwei  Erzeugenden  A  und  B  der 
Cylinderfläche  an  (Fig.  358).  Die  Resultirende  der  nor- 
malen Drücke  und  der  Reibungswiderstände  in  A  ist 
eine  Kraft  T  und  ebenso  in  B  eine  Kraft  V]  diese  beiden 


Reibungs- 
moment. 
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P'-F 


Fig.  358. 


Kräfte  schliessen  mit  den 
Zapfenradien  in  ihren  An- 
griffspunkten den  Winkel 
if  ein.  T  und  V  liefern 
eine  Resultirende  P',  welche 
zusammen  mit  dem  Zap- 
fendrucke P  ein  Kräftepaar 
ergeben  muss,  dessen  Mo- 
ment entgegengesetzt  gleich 
dem  treibenden  Momente 
M  ist  Wird  der  Abstand 
zwischen  P  und  P'  mit  x 
bezeichnet,   sofolgt 


M^Px, 


Es  möge  die  Kraft  P  den  Keilwinkel  2a  halbiren.  Zur 
Berechnung  von  x  construire  man  ei- 
nen Kreis  durch  die  Punkte  A^  B  und 
jj  C  (Fig.  35Q);  dieser  Kreis  geht  auch 
durch  den  Mittelpunkt  O  des  Zapfens 
und  durch  den  Punkt  D,  in  welchem 
T  und  T'  sich  schneiden.  Der  Ab- 
stand des  Punktes  D  von  dem  Durch- 
messer OC  ist  X.  Aus  dem  Dreiecke 
CAO  ergiebt  sich  für  den  Radius  R 
des  Kreises 


2/?=-/-; 

sm  a 

der  Winkel  zwischen  den   Radien  nach  O  und  nach  D 
ist  2<p]  somit  findet  man 


(350) 


o  .    ^        sin  2a) 
x  =  Rsm2(p  =  ^   ,  /   r. 


2  sin  a 
Hiemach  ist  das  gesuchte  Reibungsmoment 
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(351)  M^pHpr. 

^  2sina 

In   Übereinstimmung   mit   der  Formel   (347)   ist  der    Reibungs- 
Reibungseffect  ^<^ct. 

iJDz;  c—   2Q   -302sina"^ 

oder  annähernd 

(353)  E  =  J^f^p. 

^      '  sm  a  30      ' 

er  verhält  sich  folglich  zu  dem  Reibungseffecte  in  einem 
cylindrischen  Lager  unter  gleichen  Umständen  wie 
1 :  sin  a. 

Bei  neuen  cylindrischen  Lagern  kann  es  vorkommen,    Neue  und 
dass  der  Zapfen  sich  längs  zweier  Erzeugenden  anlehnt;  eingelaufene 
die  Reibung  ist  dabei  dieselbe  wie  in  einem  keilnuten-      ^^^• 
förmigen   Lager.    Je   mehr   der   Zapfen   eingelaufen   ist, 
desto  mehr  nähern  sich  die  beiden  Linien,  der  Winkel  a 
wächst  und  der  Reibungseffect  nimmt  ab,  bis  schliesslich 
beide  Linien  in  eine  einzige  zusammenfallen,  so  dass  die 
unter  A  abgeleiten  Formeln  Anwendung  finden. 

Keilnutenförmige  Lager  werden  selten  oder  nie  bei 
Maschinenwellen  angewandt,  kommen  aber  oft  bei  Instru- 
menten, wie  astronomischen,  geodätischen  u.  s.  w.  vor. 
Es  handelt  sich  dabei  um  das  Zustandebringen  einer 
möglichst  unveränderlichen  Lage  der  Mittellinie  der  dreh- 
baren Axe  in  den  Lagern. 

C.    Aligemeine  Formeln. 

Die  unter  A  und  B  betrachteten  Annahmen,  dass  der    Reibungs- 
cylindrische  Zapfen  längs  einer  oder  längs  zweier  Erzeu-      fläche. 
genden  der  Lagerfläche  das  Lager  berühre,  sind  in  Wirk- 
lichkeit nicht   erfüllt,  sondern  es  bildet  stets  ein  grösserer 
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oder  kleinerer   Teil    der   Lagerfläche    die   Anlehnungs- 
fläche.   Diese  Anlehnungsfläche  heisst  die  Reibungs- 
fläche. 
ReibungS'  Es  werde  angenommen,  dass   die  Reibungsfläche  aus 

moment.     der  halben  Zone  einer  Rotationsfläche  bestehe  (Fig.  360). 
z 


^ 


Man  führe  ein  Coordinatensystem  ein  mit  der  Axe  des 
Zapfens  als  jc-Axe,  der  Richtung  vertical  nach  oben  und 
entgegengesetzt  dem  Zapfendrucke  P  als  z-Axe  sowie 
einer  horizontalen  j;-Axe.  Die  Reibungsfläche  ist  dann 
die  halbe,  unterhalb  der  jcj^-Ebene  liegende  Zone.  Die 
Gleichung  der  Meridiancurve  der  Rotationsfläche  sei 


wo  Q=i^^-\-z^  in  der  zugehörenden  Meridianebene 
gerechnet  wird.  Der  Zapfendruck  P  verursacht  an  jedem 
Flächenelemente  der  Reibungsfläche  einen  normalen  Druck, 
welcher  pro  Flächeneinheit  mit  ;;  bezeichnet  werde.  Der 
Druck  p  hängt  von  x  und  von  dem  Winkel  des  Radius 
Q  des  Flächenelementes  mit  der  z-Axe  ab.  Dieser  Win- 
kel zwischen  dem  Radius  in  der  Richtung  von  der  Fläche 
nach  der  Drehaxe  und  der  z-Axe  werde  mit  {> 
bezeichnet;  es  sei  ferner  (nz)  der  Winkel  zwischen  der 
Normalen  der  Reibungsfläche  nach  innen  und  der  z-Axe. 
Auf  ein  Element  dA  der  Reibungsfläche  wirkt  ein  Nor- 
maldruck pdA  und  ein  Reibungswiderstand  fpdA^  deren 
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Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Zapfens  gleich  fpgdA 
ist    Das  Reibungsmoment  ist  demnach 

<354)  M=ffpQdA, 

wo  das  Integral  über  die  ganze   Reibungsfläche  erstreckt 
werden  muss. 

Das  Gesetz  der  Druckverteilung  ist  unbekannt.    Samt-  DruckverteU- 
liehe  normalen   Drücke  pdA  müssen   eine   mit  P  gleich        ung, 
grosse  Projectionssumme   auf   die  positive  z-Axe  liefern, 
d.  h.  es  ist 

(355)  P=fp  cos  (nz)dA, 

wo  das  Integral   über  die   Reibungsfläche   erstreckt  wer- 
den muss. 

Um  die  Integrale  in  den  Gleichungen  (354)  und  (355) 
berechnen  zu  können,  muss  man  eine  Voraussetzung 
über  die  Druckverteilung  treffen.  Man  macht  hierbei  ei- 
nen Unterschied  zwischen  zwei  Fällen:  1)  der  Zapfen  ist 
neu  oder  dreht  sich  so  selten,  dass  keine  Abnutzung  in 
Frage  kommt;  2)  der  Zapfen  ist  eingelaufen  in 
das  Lager. 

1)  In   Ermangelung  einer  besseren  Hypothese  nimmt  weuer  Zap- 
man   an,  dass  der  Druck  p  an   einem   neuen  Zapfen    in        fen. 
allen    Punkten    der    Reibungsfläche    derselbe    sei.      Die 
Gleichung  (355)  liefert  dann 


<356)    .  p  = 


T^  f 


y  COS  {nz)  dA      ^ 

wo  F  die  Projection  der  Reibungsfläche  auf  die  xy-Ebene 
bezeichnet. 

Für   das   Reibungsmoment   an   einem   neuen  Zapfen 
erhält  man  dann  mit  Hülfe  der  Gleichung  (354) 

(357)  M=f^^fQdA, 
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Als  Element  dA  der  Reibungsfläche  kann  man  den 
zwischen  zwei  Parallelkreisen  liegenden  Halbring  von  der 
Grösse  ngds  benutzen,  wo  ds  das  Bogenelement  der 
Meridiancurve  bezeichnet    Man  findet  dabei 

(358)  M  =  7if~fQ^ds. 

Eingelaufener  2)  An  einem  eingelaufenen  Zapfen  erhält  man  einen 
Zapfen,  anwendbaren  Ausdruck  für  die  Druckverteilung,  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Abnutzung  des  Zapfens  und 
des  Lagers  so  vor  sich  geht,  dass  die  Form  der  Rei- 
bungsfläche unverändert  bleibt.  Alle  Elemente  der  Fläche 
müssen  dann  um  gleich  grosse,  in  der  Richtung  der  Kraft 
P  gerechnete  Beträge  abgenutzt  werden,  so  dass  die 
Druckverteilung  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändert.  Die  in 
der  Richtung  der  Normalen  eines  Elementes  der  Rei- 
bungsfläche gerechnete  Abnutzung  ist  proportional  der 
Arbeit  der  Reibungswiderstände  in  einer  bestimmten  Zeit^ 
folglich  proportional  fp  oder  p  und  proportional  q. 
Die  in   der  Richtung  von   P  gerechnete   Abnutzung   ist 

demnach  proportional—^--^-    Sie    muss    constant  sein^ 
*     ^  cos  (nz) 


d.  h.  man  erhält 

PQ 


=  k 


cos  (nz) 
und 

k  cos  {nz) 


(359)  p  = 


Q 


Zur  Berechnung  der  Constanten  k  wird  dieser  Ausdruck 
in  die  Gleichung  (355)  eingesetzt.    Es  ergiebt  sich 

p=k  n^^^dA 

J  Q 

und 


< 
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<360)  k  = 


fS^^'AdA 


Q 
Endlich  werden  die  Ausdrücke  für  p 

P  cos  {nz) 


(361) 


^        rcos\nz)^^      Q 

J  Q 

und  für  das  Moment  der  Zapfenreibung 

<362) 

p  r  PF 

M  =/  —^ — Ö7— v —  /  cos  (nz)  dA  =/- 
•^    /•cos^z)  ..•/        ^    '  -^ 


Um  die  Integrale  in  den  Formeln  (361)  und  (362) 
auszuführen,  wähle  man  als  Flächenelement  dA  eine 
kleine  Rechtecksfläche  zwischen  zwei  Parallelkreisen  in 
dem  Abstände  dx  von  einander  und  zwei  Meridian- 
ebenen, welche  den  Winkel  d^  mit  einander  einschliessen. 
Wenn  ds  das  dem  Abstände  dx  entsprechende  Bogen- 
element  der  Meridiancurve  ist,  so  erhält  man 


(363)         dA  =  Qd»ds  =  Q\'\  +  {^Xdxdd, 

Bezeichnet  man  noch  mit  i;  den  Winkel,  den  die  Tan- 
gente der  Meridiancurve  mit  der  Zapfenaxe  einschliesst, 
so  findet  man 

dx  1 

COS)? 


ds' 


und 

(364)  cos  [nz)  ^  cos  ri  cos  i?. 

Bei  den  Integrationen  über  die  ganze  Reibungsfläche 
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muss  X  zwischen  0  und  /,  ^  zwischen  —  ^  und  +  %  vari- 

iren. 

Mit  Hülfe   der  Formeln   (363)   und   (364)   liefert  die 
Gleichung  (360)  zur  Bestimmung  von  k  die  Gleichung 

2 


/  COS^rj  ds  ,J  cos^  dA 


Es  ist 


2  2 


y^cos^i?  d»  =  ^f{\  +  cos  2ff)  rf^  =  -^ ' 

"2  ~  2 

cos  r)  ds=^  dX] 

(365)  *  = ; 


und  man  erhält 

2  P 


^  f^  cos  1/  rfjc 


0 


Der  endgültige  Ausdruck  für  den  normalen  Druck  p  wird 

/oAA\  1.  cos  (/?z)      2         P         cos  w  cos  * 

(366)  /;  =  Ä ^^  =  -— . ^ 

Q  ^  J  cos  rjdx         Q 

0 

Nach  der  Gleichung  (362)  ergiebt  sich  jetzt  das  Moment 
der  Reibung  am  eingelaufenen  Zapfen 

(367)  M  =  ~f~-  /"-  --R 

^    J   cos  fj  dx 

0 
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Die  normalen  Drücke  in  dem  Zapfenlager  einer  Welle  Druck  nach 

liefern,  wenn  der  Zapfen   nicht  cylindrisch  ist,  Compo-  ^  Längs- 
nenten  nach  der  Längsrichtung  der  Welle.    Die  Resulti-     '^^^'^^* 
rende  dieser  Componenten  ist 

(368)  D  =fp  sin  y\  dA 

und  sucht  die  Welle  in  ihrer  Längsrichtung  zu  verschie- 
ben. Wenn  die  beiden  Zapfen  gleich  gross  und  in 
gleicher  Weise  belastet  sind,  so  entsteht  die  entgegen- 
gesetzte Kraft  (£>)  in  dem  zweiten  Lager;  sind  die  Ver- 
hältnisse an  den  beiden  Lagern  dagegen  nicht  die  näm- 
lichen, so  resultirt  eine  Kraft  \D  —  D'\  in  der  Längsrich- 
tung der  Welle,  welche  die  Welle  gegen  das  eine  oder 
andere  Lager  drückt.  In  diesem  Lager  entsteht  dabei 
ein  von  einer  Stützzapfenreibung  herrührendes  Moment, 
welches  nach  den  Regeln  in  §  97  zu  berechnen  ist. 

Die   allgemeine  Formel  (368)   liefert  an  einem  neuen 
Zapfen  mit  Hülfe  der  Gleichung  (356) 


D=  p  I  sin  17  dA, 


Das  Integral  ist  gleich  der  Projection  der  Reibungsfläche 
auf  die  yz-Eht 
findet  deshalb 


auf  die  j^z-Ebene  und  hat  also  den  Wert  ^(R?  —  r^]  man 


(369)  £)^J^L_^/>. 

An  einem   eingelaufenen  Zapfen  berechnet  man  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (363),  (366)  und  (368) 


D  = 


— TT, //  sin  tj  cos  Tj  cos  &dsd&  = 

^  J  cos  j?  dx'^*^ 
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2  P 


d.  h. 
(370) 


^  y  cos  ri  dx 


I  sin  Tj  COS  fj  ds .  I  cos  ^  d^ 


2 


f  sin  1/  flu: 
^  y  cos  i;  d[jc 


P. 


D.    Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln. 
Coefficient  der  Zapfenrelbnng. 

Neuer  Zop-        1)  Neuer  Zapfen. 

fen.   Cylin-        Für    den    cylindrischen    Zapfen    mit    dem 

"^'^'Xn^^^'  Radius  r  erhält  man  ^  =  /?  =  r,  F=  2rlJ\^ds  =  r'L  Die 
Formeln  (358)  und  (369)  liefern  das  Moment  der  Zap- 
fenreibung 


Kegelförmi- 
ger Zapfen. 


(371) 


M=yPr 


und  den  Druck  längs  der  Welle 


(372) 


----zc«: 


D  =  0. 


---I- 


Fig.  361. 


.R-r 

l  7 f 

tga 


Für  einen  ke- 
gelförmigen 
Zapfen  mit  dem 
Winkel  a  zwischen 
der  Erzeugenden 
und  der  Axe  (Fig. 
361)  berechnet  man 
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J  sina*/  3sina 

r 

(373)  >W  =  ^/^2 — S-— ' 
^      '  3  -^  /?2  —  A^  cos  a  . 

(374)  D  =  |tga.P. 

Für  den  conischen    Spitzzapfen  wird  r  =  0  Spitzzapfen, 
und 

(375)  M  =  ,r^'^-fPR. 
^       '  3cosa-' 

2)  Eingelaufener   Zapfen.  Eingelaufener 

Zapfen. 
Aus    den    Formeln    (367)   und   (370)    folgt   für   den  cylindrischer 

cylindrischen   Zapfen,   bei  dem  »y  =  0  ist,  Zapfen. 

(376)  M  =  \fPr, 
und 

<377)  D  =  0. 

Für  den   kegelförmigen    Zapfen   erhält  man  Kegelförmiger 
r]  =  a  und  Zapfen. 

<378)  >W  =  2^(^)'p=2^+->, 

^       '  n"^    l  COS  a  ;7i  ■'    COS  a      ' 

<379)  D  =  -tga.P. 

TT 

Besonders  ist  bei  dem  conischen  Spitzzapfen  spitzzapfen. 

(380)  M  =  ^^fPR. 

34 
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Coefficient         Der  Wert   (376)   des    Momentes    der  Zapfenreibung 
der  Zapfen-  unterscheidet  sich  nur  durch  den  numerischen  Coefficien- 
reibung,      ^^^  jq^  fPr  von   dem  Werte   (342).    Man   setzt  gewöhn- 
lich 


(381) 


M=zfPr 


und  nennt  f  den  Coefficienten  der  Zapfenreibung.  Die- 
ser Coefficient  /'  kann  direct  experimentell  bestimmt 
werden  und  braucht  nicht  aus  dem  Werte  des  Coefficien- 
ten /  der  gleitenden  Reibung  berechnet  zu  werden.  Der 
Coefficient  f  hängt  nicht  nur  von  dem  Material  des 
Zapfens  und  des  Lagers  sowie  von  der  Art  der  Schmie- 
rung, sondern  auch  in  gewissem  Grade  von  dem  speci- 
fischen  Drucke  und  der  Drehungsgeschwindigkeit  ab. 
Die  Versuche  betreffend  den  Coefficienten  der  Zapfen- 
reibung, welche  von  Morin,  Rühlmann,  Hirn 
u.  a.  ausgeführt  worden  sind,  konnten  deshalb  keine  voll- 
kommen übereinstimmende  Resultate  ergeben.  Einige 
Werte  werden  hier  nach  dem  Handbuch  «Hütte«  an- 
geführt. 


Material. 
Zapfen.  '  Lager. 


I 


Schmierung, 
gewöhnl.    '  continuirl. 


I  Bronze 
I  Gusseisen 
I  Gusseisen 
Schmiedeeisen 


Stahl  auf 


I  Bronze  | 

]  Bronze  ; 

I  Gusseisen  | 

I  Gusseisen  od. 
I   Bronze. 

I  Bronze   im  Bad  I 
I  von  Olivenöl      i 


0.10 

0.075 
0.075 

0.07 


0.054         I 
0.054         I 

! 

0.001      I 


Bei  nachlässig  besorgten  Lagern  kann  der  Wert  von 
f  bis  zu  0.1  ä  0.2  steigen. 


Statik  der  starren  Körper, 


531 


§96. 
Anwendungen  der  Zapfenreibung. 

1)  Oleichgewicht  am  Hebel  mit  Berück- 
sichtigung der   Reibung. 

Es  sei  ABC  in  der  Figur  362  ein  gerader,  zweiarmiger 
Hebel,  welcher  um  einen  Zapfen  bei  C  drehbar  ist;  auf 
den  Hebel  mögen  die  Last  Q,  das  eigene  Gewicht  O 
und  die  Kraft  P  wirken,  und  zwar  alle  vertical  nach  unten. 


c 


/®v 


i— <?--. 


■  a- 


t 


3 


Fig.  362. 

Das  Moment  der  am  Zapfen  vorkommenden  Reibung  der 
Ruhe  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  C  des  Zapfens  kann 
alle  Werte  zwischen  fNr  und  —fNr  annehmen,  wo  / 
den  Zapfenreibungscoefficienten  für  die  vollständig  ent- 
wickelte Reibung  bezeichnet  und 

N=P+Q^Q 

der  Zapfendruck  ist.  Im  Gleichgewichtszustände  kann  P 
alle  Werte  zwischen  zwei  Grenzen  P^  und  P^  annehmen. 
Mit  Hülfe  einer  Momentengleichung  für  C  als  Pol  fin- 
det man 

P^a  —  Qb-\-Oc—fr(P^  +  g  +  O)  =  0, 

/>^-Q*  +  Or+A(P2  +  e  +  O)  =  0, 

und  durch  Auflösung  in  Bezug  auf  P^  und  P^  ergiebt  sfcFi 

p-b^fr         c-fr 


Reibung 
am  Hebet. 
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/.,=*--/:. 


c^fr 


O. 


a+fr^      a+fr 
Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  sind  also 

Räbungs-  2)  Him'sche  Reibungswage. 

wage.  Die  Reibungswage   von    Hirn   dient  zur  ex- 

perimentellen Bestimmung  des  Coefficienten  der  Zapfen- 
reibung. Auf  den  Zapfen  wird  ein  Wagebalken  gelegt 
(Fig.  363)   und   so  belastet,  dass  sein  Schwerpunkt  über 


gs^ 


Fig.  363. 


dem  Mittelpunkte  des  Zapfens  liegt,  wenn  der  Zapfen  in 
Ruhe  ist.  Wird  der  Zapfen  in  Drehung  versetzt,  so  wird 
das  Oleichgewicht  gestört,  wird  aber  durch  Anbringen 
eines  Übergewichtes  P  wieder  hergestellt.  Wenn  das 
Gewicht  des  Wagebalkens  vor  dem  Anbringen  von  P 
den  Wert  O  hat,  so  ist  der  verticale  Druck  am  Zapfen 
nachher  gleich  0-\-P.  Die  auf  den  Wagebalken  wir- 
kenden Reibungskräfte  liefern  zusammen  das  Moment 
/(P-j-  0)r  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  O  des  Zapfens. 
Vom  Vorzeichen  abgesehen,  muss  dieses  Moment  gleich 
dem  Momente  des  Gewichtes  P  sein.    Man  erhält  somit 

P/=:/(0  +  P)r 

und  als  Wert  des  Zapfenreibungscoefficienten 

(382)  f^-röTP- 


i 
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3)  Prony's  Zaum. 

Pron/s  Zaum  oder  Bremsdynamometer 
(Fig.  364)  wird  zur  Bestimmung  des  Arbeitseffectes  an 
einer  Welle  benützt,  welche  mit  bekannter  Qeschwindig- 


Fig.  364. 


Prony's 
Zaum. 


keit  rotirt.  Die  Welle,  welche  eine  horizontale  Lage  haben 
möge,  wird  von  den  Maschinen,  welche  sie  treibt,  losge- 
kuppelt und  mit  einer  eisernen  Scheibe  mit  glattem  Um- 
fange versehen;  die  Scheibe  wird  zwischen  den  (hölzernen) 
Backen  des  Dynamometers  eingespannt,  und  man  zieht 
die  Schrauben  A  und  B  so  stark  an,  dass  die  Umdreh- 
ungsgeschwindigkeit ihren  ursprünglichen  Wert  erlangt. 
Durch  Belastung  des  frei  schwebenden  horizontalen  Ar- 
mes, dessen  Beweglichkeit  durch  die  Klötze  D  beschränkt 
ist,  mit  einem  Gewichte  P  hindert  man  das  Dynamo- 
meter sich  mit  der  Welle  zu  drehen  und  stellt  das  Oleich- 
gewicht hen  Dieselbe  Arbeit,  welche  vorher  als  nützliche 
Arbeit  an  der  Welle  geleistet  wurde,  wird  jetzt  zum  Über- 
winden der  Reibung,  zur  Erwärmung  u.  s.  w.  verbraucht; 
misst  man  sie,  so  kann  der  Arbeitseffect  berechnet  wer- 
den. Es  besteht  Oleichgewicht  zwischen  dem  Gewichte 
O  der  unbelasteten  Bremse,  dem  Gewichte  P,  den  auf 
die  Bremsbacken  wirkenden  normalen  Drücken  und  den 
Reibungswiderständen  am  Umfange  der  Welle.  Es  werde 
jetzt  die  Momentengleichung  mit  O  als  Pol  benützt.  Die 
normalen  Drücke  geben  das  Moment  Null;  das  Moment 
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der  Reibungskräfte  werde  mit  M  bezeichnet  Mit  Anwen- 
dung der  Bezeichnungen  in  der  Figur  (364)  findet  man 
dann 

(383)  Af  =  P/+Ofl, 
oder  einfacher 

(384)  M  =  Pl, 

wenn  das  Dynamometer  so  construirt  ist,  dass  fl  =  o  ist. 
Nachdem  das  Reibungsmoment  bestimmt  ist,  wird  der 
Effect  berechnet.  Wenn  n  die  Anzahl  der  Umläufe  pro 
Minute  ist,  die  Kräfte  in  kg  und  die  Längen  in  m  ge- 
messen werden,  so  ist  nach  der  Gleichung  (347)  der 
Arbeitseffect 

E  =  7i^  „V  Pferdestärken. 
Man  erhält  also  hier 

(385)  f=?'--f.+  0'"'p.S. 
oder  specieller 

Um  eine  zu  grosse  Abnutzung  der  Bremsbacken  und 
eine  zu  starke  Erwärmung  zu  verhindern,  muss  die 
Bremsscheibe  geschmiert  werden,  oder  wenn  dies  nicht 
genügt,  wie  es  meistens  der  Fall  ist,  durch  einen  kräftigen 
Wasser-  oder  Luftstrom  abgekühlt  werden. 

Beispiel.  An  einem  Dynamometer,  für  das  a=:0  und  /=:2.5 
m  ist,  gab  eine  Probe  als  erforderliche  Belastung  P=:150  kg  bei 
120  Umdrehungen  in  dw  Minute.  Für  den  Arbeitseffect  findet  man 
hiermit 

120.3.u.l50.2.5_ 
^-  30.75  -02.8  l.S. 
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Anordnung 
mit  zwei 
Rollen. 


4)  Frictionsrollen.  Fnäions- 

Zur  Verminderung  der  Zapfenreibung  können  sog.  roUen. 
Frictionsrollen  angewandt  werden.  Die  Zapfen 
liegen  nicht  direct  in  festen  Lagern,  sondern  ruhen  auf 
Rollen,  welche  in  Folge  der  Reibung  am  Umfange  gleich- 
zeitig mit  dem  Zapfen  sich  drehen.  Es  handelt  sich  dabei 
um  eine  unvollständig  entwickelte  Reibung  der  Ruhe. 
Es  kommen  hauptsächlich  zwei  Anordnungen  vor;  sie 
mögen  hier  in  aller  Kürze  behandelt  werden. 

d)  Der  Zapfen  ruht  auf  zwei  Rollen  und  dreht  sich 
gleichförmig  unter  dem  Einfluss  eines  im  Oleichgewichte 
sich  befindenden  Kräftesystems,  zu  welchem  das  treibende 
Moment  Af,  der  Zapfendruck  P  und  die  Drücke  T  und  T 
in  den  Stützpunkten 

A  und  B  gehören.  ^'^ 

Diese  Drücke  bilden 
mit  dem  entspre- 
chenden Radius  des 
Zapfens  einen  Win- 
kel £,  welcher  klei- 
ner als  (f  ist  rund 
V  liefern  zusam- 
men eine  Kraft  P\ 
welche  mit  P  ein 
Kräftepaar  bildet, 
dessen  Arm  mit  x 
bezeichnet  werde. 
Mit  Hülfe  der  For- 
mel  (350)   für  das 

keilnutenförmige   Lager  berechnet  man   hier  unter  An- 
wendung der  Bezeichnungen  in  der  Figur  365 


Fig.  365. 


sm2c 
2  sm  a 


Die  Bedingung  der  gleichförmigen  Drehung  ist  somit 
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(387) 


M=Pr 


sin  2e 


2  sin  a 
Aus  der  Figur  365  leitet  man 


sin  c  =  ^  sin  (p 


ab,  und  erhält  dann 
sin2f 


=  sin  £  cos  «  =  -^  sin 


in  9^1/  1  — 


^smV 


sowie  das  zum   Überwinden   der  Reibung  erforderliche 
treibende  Moment 


oder  mit  genügender  Annäherung 


(389) 


yW=r^T  -fPr, 


Wenn   die  Frictionsrollen   so   construirt  sind,  dass  q 
kleiner  als  /?sina  ist,  so  werden  das  Reibungsmoment 
und  der  Reibungseffect  im  Vergleich  zu  ihren  Werten  bei 
directer  Auflagerung  (siehe  §  95,  A)  in  dem  Verhältnisse 
Q\Rs\na  vermindert. 
Anordnung        b)  Die  Formel  (389)  zeigt,  dass  es  vorteilhaft  ist,  den 
mit  drei     Winkel  a  SO  nahe  als  möglich  an  90°  zu  wählen.    Die- 
RoUen.      ger  Wert  wird  sehr  nahe  bei  der  Anordnung,  wie  sie 
Fig.  366  zeigt,  erreicht.    Der  Zapfen  ruht  hauptsächlich  auf 
einer  grösseren    Rolle  und   wird   seitlich  von  der  einen 
der  zwei   kleineren    Rollen  gestützt,  je  nach  der  Rich- 
tung der  Drehung.    Der  Druck  gegen  die  Seitenrolle  ist 
unbedeutend.     Mit   Anwendung   der  Bezeichnungen   in 
der  Figur  366  liefert  die  Momentengleichung  für  den 
Mittelpunkt  O  des  Zapfens  als  Pol 
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Fig.  366. 
M  =  r{T sin  €-\-  T'  sin  e'). 


Setzt  man  hierin 


so  ergiebt  sich 


cos  (e  —  £')     ' 

j-/_ sin_e p 

cos  (e  —  e')     ' 


..         Pr  Sin  €     .        /   I     •     /v 

Ai  =: > TT  (cos  6  +  sin  «  ). 

cos  (c  —  c')  '  ' 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 

sin  €  =  -]%  sin  q> 

und  mit  Anwendung  der  Annäherungsformeln 
cos  e'  +  sin  fc'  =  1, 

cos  {e  —  e^)  =  1, 

sin  q)  =/ 
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erhält  man  die  endgültige  Formel 


(390) 


M  =  lfPr, 


Im  Vergleich  mit  dem  Reibungsmomente  bei  directer 
Auflagerung  des  Zapfens  liefert  also  die  Anordnung  in 
Fig.  366  ein  in  dem  Verhältnisse  des  Radius  q  des  Zapfens 
zu  dem  Radius  R  der  unteren  Rolle  kleineres  Reibungs- 
moment. 


§  97. 

Reibang  an  Stutzzapfen. 
A.    Allgemeine  Formeln. 


Fig.  367. 


Man  erhält  die  allge- 
meinen Formeln  für  die  Rei- 
bung der  Stützzapfen  durch 
eine  kleine  Modification  der 
in  §  95  C  aufgestellten  all- 
gemeinen Formeln  für  die 
Reibung  der  Tragzapfen. 
Durch  die  in  der  Längsrich- 
tung der  Welle  wirkende 
Druckkraft  P  (Fig.  367)  ent- 
steht in  allen  Punkten  der 
Anliegungsfläche  des  Stütz- 
zapfens ein  normaler  Druck, 
dessen  pro  Flächeneinheit 
gerechnete  Grösse  mit  p  be- 
zeichnet werde.  Der  Druck 
p  ist  derselbe  in  allen  Punk- 
ten eines  Parallelkreises,  d.  h. 
er  ist  eine  Function  von  x 
allein.  Die  Summe  der  Pro- 


Statik  der  starren  Körper.  53Q 

jectionen  sämtlicher  normalen  Drücke  auf  die  jc-Axe  muss 
gleich  P  sein,  d.  h.  man  hat  (vergl.  die  Ol.  (355)  ) 

P=  Cp  cos  (nx)  dA, 

Das  Reibungsmoment  ist  (vergl.  die  Ol.  (354)  ) 

M=fJpQdA. 

Die  beiden  Integrale  müssen  über  die  ganze  Reibungs- 
fläche erstreckt  werden.  Führt  man  als  Flächenelement 
4A  die  kleine  Ringfläche  zwischen  den  Parallelkreisen  bei 
X  und  x-^dx  ein,  so  findet  man 

dA  =  2jtQ  ds 
und 

<391)  M  =  2nf j' pq^  ds, 

R 

(392)  P=^27i  jpg  sin  ?;  flJs  =  2jr  jpQ  dg, 

r 

Für  einen  neuen  Zapfen  nimmt  man  in  Ermangelung  j^/euer  Stutz- 
einer  besseren  Hypothese  p  in  der  ganzen  Reibungsfläche      zapfen. 
als  constant  an.    Die  Gleichung  (392)  liefert  dabei 

R 

P=2jtp  fQdQ  =  7ip(l^  —  r^) 

r 

oder 

(393)  p=         ^ 


Für  das  Reibungsmoment  ergiebt  sich 
(394)  M  =  ^^fe'ds. 
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Eingelaufener  An  einem  eingelaufenen  Stützzapfen  erhält  man  die 
Stutzzapfen.  Druckverteilung  wie  in  §  95  C,  wenn  man  ausdrückt^ 
dass  die  normal  zu  einem  Flächenelemente  gerechnete 
Abnutzung  der  Reibungsarbeit  proportional  ist  und  dass 
die  nach  der  Richtung  der  Zapfenaxe  gerechnete  Ab- 
nutzung überall  gleich  gross  sein  muss.  Man  findet  in 
Übereinstimmung  mit  der  Gleichung  (361) 

Äcos(/wr) P  cos(/uc) P        sin  yy 

^~       ^      "T'cos^M^^      ö~~  ~Y^^ÄdA~^ 

J  Q  J        Q 

und  wenn  dA  =  23iq  ds  gesetzt  wird, 

/Sgsx        o- ^ !15^-.     -^ ^in^^-. 

^      '       ^-Z^rsin^rjds    Q    ~^    ^,      ,     Q 
*^  27tjs\nr}dg 

r 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (391)  ergiebt  sich  dann  für  das 
Reibungsmoment 

R 

M  =  27ißf-^^^  Q^ds=27ifkfQ dg, 

r 

oder 

F^  —  r^ 
(396)  Af  =  i/P5 -' 

fsinridQ 


B.    Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln. 

Neuer SHUz-        1)  Neuer  Stützzapfen. 
zapfen.  Für  einen  abgestumpften   kegelförmigen 

Kegelförmi-  Stützzapfen  (Fig.  368)  erhält  man,  wenn  keine  Rei- 
ger  Stütz-  jp 

zapfen.      bung  in  der  Endfläche  vorhanden  ist,  rj:i^a^ds=^  -r-^- 

Die  Formel  (394)  liefert  dann 
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0,7)  ^=  ?^o*-=2g^5_e. 


Speciell  ergiebt  sich  hier- 
aus für  den  conischen 
Spitzzapfen 

{398)        M  =  i'^^f 
^      '  ^  sin  a 

und  für  den  ebenflächig- 
ringförmigen  Zapfen 
<Fig.  369),  bei  dem  a  =  90^ 


:  V?    ->! 


SpUzzapfen, 


Fig.  368. 


Ringzapfen. 


r-l- 


1^ 


Fig.  369. 


Fig.  370. 


(399) 


2  >?8 rö 

M  —  -     --  fP 


sowie  für  den  gewöhnlichen  ebenflächig-kreis- 
förmigen  Zapfen 

2 


(400) 


M: 


\fPR, 


Für    einen     kugelförmigen     Stützzapfen   Kugelförmi- 

(Fig.  370)  berechnet  man  S^^  5/«Yz- 

zapfen. 

Q  =  Lcos7]  =  L sin  A, 
flb  =  —  Z.  rfi^  =  Z.  rfA, 
und  vermittelst  der  Gleichung  (394) 
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71 

-^  —  a 


(401)  M  =  -^^rcos^t]dtj  =  ^^^rsin^XdX  = 

71  O 

2 

a 
2fPL?   /•  1  —  cos  2  A   ,,        .-^-  a  —  sin  a  cos  a 

=  -^J 2 '^^  =f^^  —^^ ' 

O 

WO  /?  =:  Z.  sin  a  gesetzt  wurde. 

Speciell   findet   man   für   eine   Halbkugel   als    Stütz- 
fläche a  =  ^  und 

(402)  M^yPL, 

Eingelaufener       2)  Eingelaufener  Stützzapfen. 
Statzzapfen.        Für  den  abgestumpft-kegelförmigen  Stütz- 

Kegelför-     zapfen  ohne  Reibung  an  der  Endfläche  erhält  man 
miger  Stutz- 

zapfen.  ^ 

J  sin  t]  dg  =  sin  a  .  (/?  —  r). 

r 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (396)  folgt  das  Reibungsmoment 

(403)  M  =  yP^^' 

^      '  ^-^     sma 

Zu   dem    nämlichen  Werte  würde  man  gelangen,  wenn 
man   sich  alle   Reibungskräfte  auf  den  in  der  Reibungs- 

RA-  r 

fläche    liegenden    Kreis    vom    Radius  — '—-  concentrirt 

dächte. 
Spitzzapfen.        ^ie   Gleichung   (403)    liefert  für  den  conischen 
Spitzzapfen 

(404)  M^yP~f 

^      '  ^-^     sma 
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für  den   ebenflächig-ringförmigen   Zapfen  Ringzapfen. 

(405)  M  =  yP{R^r) 

und     für     den     ebenflächig-kreisförmigen 
Zapfen 

(406)  M  =  ifPR. 

Für   den    kugelförmigen    Zapfen    berechnet  Kugelförmi- 
man  ^^  Zapfen. 

R 


/^         1    r       Qi  ^1        ,  a-fsinaCOSa 
smridQ  =  L  I  cos^A  dXz=L  — ' — ^ 


und 

(407)  M=fPL        ^^"^"^ 


a-f-sinacosa 


Speciell  folgt  für  «  ^  x- 
(408)  M  =  ^fPL. 


In  derselben  Weise  wie  an  einem  Tragzapfen  ist  auch 
für  den  Stützzapfen  das  Reibungsmoment  kleiner  an  dem 
eingelaufenen  als  an  dem  neuen  Zapfen.  Beispielsweise 
ist  dieses  Verhältnis  für  den  kreisförmigen  ebenen  Zapfen 
unter  sonst  gleichen  Umständen  |:-J  =  |. 

Aus  den  obigen  Ausdrücken  geht  hervor,  dass  bei 
gleichen  Werten  von  R  und  /  das  Moment  der  Zapfen- 
reibung für  den  ebenen  Stützzapfen  am  kleinsten  ist,  und 
zwar  beruht  dies  darauf,  dass  die  zur  Reibungsfläche 
normalen  Drücke,  welche  der  Kraft  P  das  Oleichgewicht 
halten,  sämtlich  zu  P  parallel  und  somit  am  kleinsten  sind. 
Hiermit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  dass  der  ebene  Stütz- 
zapfen der  unter  allen   Umständen  vorteilhafteste  wäre. 
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Wenn  der  Druck  P  bedeutend  und  die  Umlaufsgeschwin- 
digkeit gross  ist,  wie  z.  B.  an  der  Schraubenwelle  eines 
Dampfers,  so  ist  eine  grosse  Druckfläche  erforderlich  um 
eine  zu  grosse  Abnutzung  und  das  «Warmlaufen'»  des 
Lagers  zu  verhindern.  Ein  grosser  ebener  Stützzapfen 
wäre  dabei  unzweckmässig,  weil  er  zu  viel  Raum  bean- 
spruchen würde  und  weil  er  ein  grosses  Reibungsmoment 
liefern  würde.   Die  zweckmässigste  Form  haben  in  diesem 


Fig.  371. 

Kammzapfen,  Falle  die  sog.  Kammzapfen  (Fig.  371),  welche  aus 
einer  Anzahl  an  der  Welle  befestigter,  genau  bearbeiteter 
Ringe  bestehen,  die  in  zwei  entsprechende  Lager- 
schalen hineinpassen.  Unabhängig  von  der  Verteilung 
des  Druckes  P  auf  die  einzelnen  Ringe  berechnet  man 
für  den  Kammzapfen  das  Reibungsmoment 


(409) 


M  =  \fP(R-\-r), 


Ohne  das  Reibungsmoment  zu  vergrössern  kann  man 
durch  Vermehrung  der  Anzahl  der  Ringe  die  Abnut- 
zungsfläche vergrössern. 


Anwendungen. 

1)   In    dem    Stützzapfenlager    einer   Turbine   wirkt    der    Druck 
P=:2400  kg.    Der  Zapfen  ist  ein  ebenflächig-kreisförmiger  mit  8  cm 
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Durchmesser.    Die  Turbinenwelle  macht  40  Umläufe  in  der  Minute 

und  der  totale  Effect  des  Triebwassers  ist  £"=  1400  -^— -•  Wie  gross 

ist  der  Teil   dieses  Effectes,  welcher  durch  die  Reibung  verbraucht 
wird,  wenn  der  Reibungscoefficient  den  Wert/=0.08  hat? 
Nach  der  Gleichung  (406)  ist  das  Reibungsmoment 

M  =  i/P/?  =  i  X  0.08  X  0.04  X  2400  =  3.S4  kgm, 

also  der  Reibungseffect  Ef 

-,  _/urAf  _40XjrX3.84_        kgm 
^/-"3Ö"- 3Ö         -^^-^  SS' 

d.  h.  etwas  mehr  als  l.i%  von  dem  totalen  Effecte  E. 

2)  Die  Schraubenwelle  eines  Schraubendampfers  erfahrt  in  ihrer 
Längsrichtung  den  Druck  P^=  10000  kg.  Der  Durchmesser  der  Welle 
ist  2r=30  cm;  der  Kammzapfen  ist  aus  10  Ringen  gebildet,  deren 
äusserer  Durchmesser  2/?  =  38  cm  beträgt.  Man  berechne  den  Rei- 
bungseffect dieses  Lagers,  wenn  die  Welle  80  Umdrehungen  in  der 
Minute  macht  und/=0.08  ist. 

Vermittelst  der  Gleichung  (409)  ergiebt  sich  das  Reibungsmoment 

M  =  !/(/?  -f  r)  P  =  i^  X  0.08  X  0.$4  X  1 0000  =  136  kgm  ; 
für  den  Reibungseffect  findet  man  dann 

_.       rmM      80. -T.  136       ,,,^kgm 


oder 


£y  =  -=^  =  15.2  Pferdestärken. 


§  98. 

Frictionsräder  und  Zahnräder. 
A.    Frictionsräder. 

Um  eine  Drehung  von  einer  Welle  auf  eine  andere    Friäions- 
zu  übertragen  kann  man  sog.  Frictionsräder  oder  räderverschie- 
Scheiben  benützen,  welche  ohne  zu  gleiten  auf  einan-    ^^^^''  ^'^^ 
der   rollen.    Die   Scheiben   werden   mit  einem  gewissen 
Drucke  gegen  einander  gepresst  und  die  Bewegung  wird 
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vermittelst  der  an  den  Umfangen  der  Scheiben  ent- 
wickelten Reibung  von  der  einen  Scheibe  auf  die  andere 
übertragen.  Es  handelt  sich  dabei  um  eine  teilweise  ent- 
wickelte Reibung  der  Ruhe.  Die  Form  der  Räder  ist  je 
nach  der  gegenseitigen  Lage  der  Wellen  eine  verschiedene. 
Die  Räder  berühren  sich  längs  einer  Geraden  mit  unver- 
änderlicher Lage  im  Räume;  sie  müssen  folglich  aus 
Umdrehungsflächen,  welche  zugleich  Regelflächen  sind^ 
gebildet  sein.    Die  Übertragung  geschieht 

1)  bei  parallelen  Wellenaxen  vermittelst  cylin- 
drischer  Räder, 

2)  bei  sich  schneidenden  Wellenaxen  vermittelst  kegel- 
förmiger Räder, 

3)  bei  sich  im  Räume  kreuzenden  Wellenaxen  durch 
Räder  in  der  Form  von  Umdrehungshyper- 
boloiden mit  einer  Schale.*  Das  eine  Hyper- 
boloid kann  durch  einen  Cylinder  oder  einen  Kegel 
ersetzt  werden.  Schaltet  man  eine  zwischenliegende  Welle 
ein,  so  kann  man  dieselbe  Übertragung  mit  Hülfe  von 
zwei  Paaren  kegelförmiger  Räder  ausführen. 

•  Man  beweist  auf  folgende  Weise,  dass  es  sich  um  Umdrehungs- 
hyperboloide mit  einer  Schale  handelt.  Es  sei  C  die  gemeinsame 
Berührungslinie;  sie  möge  die  Axe  A  kreuzen.  Innerhalb  eines  um 
A  sich  drehenden  Raumes  beschreibt  C  die  betreffende  Umdrehungs- 
fläche.  Den  Gleichungen  von  C  in  Bezug  auf  ein  mit  diesem  Räume 
fest  verbundenes  Coordinatensystem  mit  der  Geraden  A  als  z-Axe 
kann  man  die  Form 

jt  =  y?  cos  V  +  ^  cot  a  sin  v, 

V  =  —  /?  sin  V  +  2  cot  a  cos  V 

geben,  wo  R  der  kürzeste  Abstand  zwischen  A  und  C,  v  sein  Winkel 
mit  der  Jt-Axe  und  a  der  Neigungswinkel  von  C  gegen  die  jry-Ebene 
sind.  Betrachtet  man  v  als  veränderlich,  so  stellen  die  Gleichungen 
alle  Geraden  dar,  welche  durch  die  Drehung  von  C  um  i4  als  Axe 
entstehen.  Eliminirt  man  v  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  erhält 
man  also  die  Gleichung  der  betrachteten  Umdrehungsfläche;  und 
zwar  folgt,  wenn  man  beide  Gleichungen  in's  Quadrat  erhebt  und 
addirt. 
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Die  Figur  372  stelle  zwei  cylindrische  Frictionsräder  Cylindrische 

dar;  es  sei  R  der  Radius  der  treibenden,  r  der  Radius  der  f^ridions- 

getriebenen  Scheibe,  D  der  gegenseitige  Druck  zwischen  ^  ^^' 
den  Scheiben  und  M„  das  zu  überwindende  Moment  an 


Fig.  372. 


der  Lastscheibe.  Die  Drehung  beider  Scheiben  sei  gleich- 
förmig. Bei  C  entsteht  eine  Reibungskraft  F^  deren  grösster 
Wert/D  betragen  kann.  Mit  Hülfe  einer  Momentenglei- 
chung für  den  Mittelpunkt  der  Lastscheibe  als  Pol  erhält  man 

Fr  =  M^ 
und  mit  F^^fD  den  kleinsten  erforderlichen  Druck  D: 


D 


fr 


Wenn  Af  ,    welches    alle    widerstehende   Momente   ein- 


oder 


Die  Fläche  ist  somit  ein  Hyperboloid  mit  einer  Schale. 

Wenn  C  auch  die  zweite  Axe  B  kreuzt,  so  ist  auch  die  zweite 
Fläche  ein  Hyperboloid.  Wenn  C  parallel  zu  B  ist,  so  ergiebt  sich 
ein  Cylinder,  und  wenn  C  die  Gerade  B  schneidet,  ein  Kegel.  Man 
erhält  die  drei  Fälle  an  der  Drehbank,  wenn  man  den  Werkzeugsstahl 
längs  einer  Geraden  führt,  welche  die  Drehungsaxe  kreuzt,  oder 
dieser  Axe  parallel  ist  oder  sie  schneidet. 
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schiiessHch  der  Zapfenreibung  u.  s.  w.  umfasst,  auf  eine 
Kraft  Q  am  Umfange  reducirt  wird,  so  folgt 


und 


In  Wirklichkeit  muss  man  einen  noch  grösseren 
Wert  von  D  verwenden,  damit  eine  genügende  Sicherheit 
gegen  Gleiten  vorhanden  sei.  Bezeichnet  man  mit  m  eine 
Zahl  grösser  als  1,  z.  B.  1.5  oder  2,  so  kann 


(410) 


:m 


/ 


genommen  werden. 

Das  erforderliche  treibende  Moment  M^  ist 


(411) 


M^  =  FR='^M^  =  RQ. 


Durch  den  relativ  grossen  Druck  D  wird  eine  bedeu- 
tende  Zapfenreibung  verursacht.    Der  totale  Axendruck 
bei  B  ist  die  Resultirende  zu  Q,  F  und  D,  und  das  Rei- 
bungsmoment wür- 
de   ohne    weiteres 
berechnet     werden 
können. 
Keilräder.  \  \  \  V  J^l  j  Wegen  der  Nach- 

teile, welche  aus  der 
Zapfenreibung  und 
der  Gefahr  der  Form- 
änderung in  Folge 
des  grossen  Druckes 
an  der  Berührungs- 
stelle erwachsen,  ist 
die  Anwendung  der 
oben  beschriebenen 
Fig.  373.  Frictionsräderziem- 


N 


J\ 


J 
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lieh  beschränkt.  Von  grösserer  Bedeutung  sind  die  Keil- 
räder, bei  welchen  die  genannten  Übelstände  wesentlich 
kleiner  sind.  Die  Reibungsflächen  dieser  Räder  sind  aus  einer 
keilförmigen  Erhöhung  an  dem  einen  Rade  und  einer 
entsprechenden  keilnutenförmigen  Rinne  an  dem  anderen 
Rade  gebildet  (Fig.  373).  Es  seien  r  der  Radius  der 
Lastscheibe,  R  der  Radius  der  treibenden  Scheibe,  ß  der  Keil- 
winkel, d  die  Höhe  der  reibenden  Flächen  und  M  das 
Moment  an  der  Lastscheibe.  Ferner  mögen  p  =  R  —  x 
und  g=^r — y  die  Radien  derjenigen  beiden  Kreise  be- 
zeichnen, deren  Punkte  dieselbe  lineare  Geschwindigkeit 
haben  und  welche  also  auf  einander  rollen  ohne  zu  glei- 
ten. In  den  Reibungsflächen  findet  ein  Gleiten  statt  und 
zwar  derart,  dass  die  Punkte  des  treibenden  Rades  inner- 
halb der  Zone  x  grössere  Geschwindigkeiten  als  die 
Punkte  des  Lastrades  haben,  innerhalb  der  Zone  j' umge- 
kehrt. Wenn  das  Moment  Af^  gross  ist,  so  sind  erheb- 
liche Berührungsflächen  erforderlich,  damit  der  normale 
Druck  in  ihnen  nicht  so  gross  werde,  dass  sie  in  Gefahr 
sind  zerstört  zu  werden.  Würde  man  dabei  einen  einzi- 
gen Keilring  benützen,  so  erhielte  man  zu  grosses  Gleiten 
und  zu  starke  Abnutzung  in  den  Reibungsflächen;  man 
bringt  deshalb  mehrere  niedrige  Keilringe  neben  einander 
an,  wie  Fig.  374  zeigt. 

Man  erhält  genügend  genaue 
Formeln  für  die  Keilräder,  wenn 
man  in  den  Formeln  für  die  cylin- 
drischen  Frictionsräder  den  Rei- 
bungscoefficienten  durch  den  Rei- 
bungscoefficienten  für  Keilnuten 
ersetzt  (§  89).  Mit  m-facher  Sicher- 
heit gegen  Gleiten  ergiebt  sich  in 
dieser  Weise  für  den  normalen  Druck 
D,  mit  welchem  die  Keilräder 
gegen  einander  gepresst  werden 
müssen,  Fig.  374. 
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(412) 


-^         Sin  Iß  . - 

fr        ^' 


für  das  treibende  Moment  M^  erhält  man 


(413) 


P  f        9^ 


wobei  worausgesetzt  worden  ist,  dass  d  genügend  klein 
im  Verhältnis  zu  R  und  r  sei. 

Anwendung. 

Ein  Keilrad  B  mit  30  cm  Radius  und  dem  Keilwinkel  /?  =  60** 
wird  von  einem  Rade  A  mit  40  cm  Radius  getrieben.  B  macht  150 
Umdrehungen  in  der  Minute  und  entwickelt  einen  totalen  Effect  von 
5  Pferdestärken.  Mit  welchem  Drucke  müssen  die  Räder  gegen 
einander  gepresst  werden,  wenn/=0.i5  ist  und  1.5-fache  Sicherheit 
gegen  Gleiten  verlangt  wird? 

Das  Moment  am  Rade  B  ist 


M, 


5 .  30 .75 
150X.T 


23.87  kgm. 


Die  Formel  (412)  liefert  für  den  Druck  D 


D  =  2 


sin  30°  X  23^ 

0.15X0.3 


:  530  kg. 


Von  dem  totalen  Effecte  5  Pferde- 
stärken an  B  wird  ein  Teil  EfZwm  Über- 
winden der  Zapfenreibung  verbraucht. 
Die  Welle  B  möge  mit  zwei  cylindri- 
schen  Zapfen  vom  Radius  (?  =  40  mm  in 
zwei  gleichen  Lagern  mit  dem  Zapfen- 
reibungscoefficienten  f  =  0.07  ruhen;  die 
Arbeit  an  der  Lastscheibe  bestehe  in  dem 
Heben  eines  Gewichtes  Q  am  Umfange 
des  Rades.  Es  sollen  Q  und  der  Effect 
^^*  der  Zapfenreibung  berechnet  werden. 

Mit   Anwendung  der  Bezeichnungen    in   der  Figur  375  ist  der 
resultirende  Zapfendruck 
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wo 

m  sm  \ß 

ist.    Mit    Hülfe    der  Momentengleichung  für   den    Mittelpunkt   der 
Scheibe  B  als  Pol  findet  man  jetzt 

Fr=Qr+fQN=M^, 
und  somit 

msmiß      ^  ^  -^    r^         >  v^   «      ' 

In  dieser  Gleichung  ist  Q  die  einzige  unbekannte.    Nachdem  Q  ge- 
funden, berechnet  man  unmittelbar  den  Reibungseffect. 

Mit  den  oben  gegebenen  numerischen  Werten  findet  man 
<3  =  74.4  kg,  das  Moment  der  Zapfenreibung  gleich   1.55  kgm  und 

den  Reibungseffect  £"^=24.30  -—-    Es  geht  hieraus  hervor,  dass  £y 

ziemlich  bedeutend  ist,  und  zwar  6.48%  des  totalen  Effectes. 

B.    Zahnrader. 

Die  Theorie  der  Construction  der  Zahnräder  und  der 
Berechnung  des  Effectverlustes  an  ihnen  ist  zu  umfassend 
um  hier  dargestellt  zu  werden.  Wir  beschränken  uns 
deshalb  auf  einige  allgemeine  Betrachtungen  und  die 
Aufstellung  einiger  Annäherungsformeln,  welche  in  man- 
chen Fällen  für  die  praktische  Anwendung  genügen. 

Die  Zahnradconstruction  muss  eine  solche  sein,  dass     Teilkreise. 
ein    Kreis  des  einen  Rades  ohne  zu  gleiten  auf  einem 
Kreise  des  anderen  Rades  rollt.    Man  nennt  diese  Kreise 

D 

Teilkreise.    Das  Verhältnis  —  der  Radien  der  Teil- 

r 

kreise  des  treibenden  und  des  getriebenen  Rades  heisst 

Übersetzungsverhältnis  und  werde  mit  l  be-  ^^^f^^^^^ng, 

zeichnet.    Man  hat  also 

(414)  ^  =  7  =  ^' 

WO  A^  und  n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  des  treiben- 
den und  des  getriebenen  Rades  in  der  gleichen  Zeit  be- 
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zeichnen.     Die   Teilkreise   werden   so   in   gleiche    Teile 
eingeteilt,  dass  ein  Teilbogen  des  treibenden  Rades,  des- 

sen  Zähnezahl  K  sei,   und  welcher  also  die  Lange  —j^ 

2rrr 
hat,  gleich  einem  Teilbogen  von  der  Länge  -v-  an  dem 

getriebenen   Rade  sei,  dessen  Zähnezahl  k  ist.    Aus  der 
Gleichung 

2:1  R_27ir 
K~  k 
ergiebt  sich 

,415)  ^  =  f=.; 

also  muss  k  eine  rationale  Zahl  sein. 
Zahnform.         Damit  der  eine  Teilkreis  ohne  zu   gleiten  auf  dem 
anderen  rolle,  darf  die  Form  der  Zähne  an  beiden  Rä- 
dern nicht  beliebig  sein.    Die  Zahnform  des  einen  Rades 
bestimmt  die  Zahnform  des  anderen.    Eine  notwendige 
Bedingung  der  Continuität  der  Bewegung  ist  ferner,  dass 
ein   neues  Zahnpaar  eingreife,  bevor  das  Eingreifen  des 
vorhergehenden  Zahnpaares  aufhört. 
Cylindrische        Es  mögen  zuerst  zwei  cylindrische  Räder  mit  äusserem 
Räder  mit    Eingriff  behandelt  werden.    Die  Zähne  sind  parallel  den 
^f^^'f^     Radaxen;  und  man  braucht  nur  ihre  Profile  in  der  Ebene 
der  Teilkreise  zu  untersuchen.    Diese  Profile  müssen  fol- 
gende geometrische  Bedingung  erfüllen: 

Die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  Zahnprofde 
im  Eingriffspunkte  muss  durch  den  Berührungspunkt  der 
Teilkreise  gehen. 

Man  sieht  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgendermassen 
ein.  Man  denke  sich  das  treibende  Rad  A  (Fig.  376) 
stillstehend  und  das  Rad  B  mit  seinem  Teilkreise  längs 
des  Teilkreises  von  A  rollend.  Die  relative  Bewegung 
von  B  in  Bezug  auf  A  ist  dabei  dieselbe  wie  in  der 
wirklichen   Bewegung.     Weil   das   Rollen   ohne   Gleiten 


Eingriff 
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geschieht,  so  ist  nach  der 
geometrischen  Bewegungs- 
lehre (§  23)  der  gemeinsame 
Berührungspunkt  C  der 
Teilkreise  der  Pol  der  augen- 
blicklichen Drehung  von  B 
in  Bezug  auf  A.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  Berüh- 
rungspunktes D  der  beiden 
Zähne  muss  eine  zu  CD 
senkrechte  Geschwindigkeit 
besitzen,  d.  h.  CD  muss  die 
gemeinsame  Normale  der 
beiden  Flächen  in  D  sein. 

Mit  Hülfe  des  genannten   Lehrsatzes  kann  man  das  Construdiom 
eine  Zahnprofil   construiren,  wenn  das  andere  gegeben    ^  Zähne, 
ist.    Es  sei  die  Curve  bb  am  Rade  B  (Fig.  377)  gegeben; 
die  Curve  aa  am  Rade  A  werde  gesucht.    Die  Punkte  h 
und  H  der  beiden  Teilkreise  mögen  einander  entsprechen; 
h  liege  auf  bb^  H  auf  aa.    Man  findet  den  Eingriffspunkt 
D  für  die  Lage  in  der  Figur,  wenn  man  aus  C  eine  Nor- 
male zu   der  Curve  bb  construirt.     D  ist  zugleich  ein 
Punkt  der    Curve  aa.    Es 
sei   k  ein  beliebiger  Punkt 
auf  bb]  um  den  Punkt  K 
der  Curve  aa  zu  construi- 
ren, welcher  in  einem  ge- 
wissen  Augenblicke   mit  k 
zusammenfällt,  zieht  man  die 
Normale    kl   in  k  zu   der 
Curve  bb  und  trägt  auf  dem 
Teilkreise  des  Rades  A  von 
C  aus  den  Bogen  CL  gleich 
Cl  ab.    In  dem  betrachteten 
Augenblicke  bilden  dann  L 
und  /  den  Berührungspunkt  Fig.  377. 
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der  Teilkreise,  und  LK  und  Ik  müssen  mit  einander  zusam- 
menfallen.   Man  trage  die  Radien  AL  und  Bl  ab,  nehme 
den  Winkel  MLK  gleich  Blk  und  mache  LK  gleich  Ik, 
Damit  sind  der  Punkt  K  und  die  Normale  KL  der  Pro- 
filcurve   bestimmt.    In   derselben   Weise   lässt   sich  eine 
beliebige  Anzahl  von  Punkten  (und  Tangenten)  der  Curve 
aa  construiren. 
Berechnung        Die  Zahnflächen  gleiten  längs  einander.    Nur  in  dem 
der  Zahnrei'  Augenblicke,   in    welchem   der   Eingriffspimkt   mit   dem 
bung.       Berührungspunkte    der    Teilkreise   zusammenfällt,    findet 
kein  Gleiten  statt.   Es  soll  jetzt  der  Einfluss  der  gleitenden 
Reibung  auf  die  Bewegung  untersucht  werden.   Es  seien 

A  und  B  in  der  Figur 
378  die  beiden  Zahnrä- 
der, R  und  r  die  Radien 
ihrer  Teilkreise.  Das  trei- 
bende Moment  am  Rade 
A  werde  durch  eine  tan- 
gentiale Kraft  P  am  Teil- 
kreise zu  Stande  gebracht 
und    das    widerstehende 
Moment     am    Rade    B 
rühre  von  einer  tangen- 
tialen   Kraft  Q  am  Teil- 
kreise hervor.    Wenn  es 
keine  schädlichen  Wider- 
stände    bei    der    Übertragung    der    Bewegung    geben 
würde,   so   wären  P  und    Q  gleich  gross;   infolge    der 
Widerstände  ist  P  grösser  als  Q.    Der  Quotient  aus  dem 
Kraftüberschusse   P—Q  und  Q  kann  als  ein   Mass  für 
den  Einfluss  der  Widerstände  betrachtet  werden.   An  der 
Eingriffsstelle  D  wirken  ein  normaler  Druck  N  und  eine 
Reibung /M     Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  AC 
und  der  Senkrechten  aus  A  auf  CD  mit  i»,  den  Abstand 
CD   mit  d,  so    erhält   man   vermittelst   der   Momenten- 
gleichungen für  die  Pole  A  und  ß, 


Fig.  378. 
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Qr=  Nr  cos  ^  +/A^(rsin  *  —  S). 
Hieraus  leitet  man 


Q 


cos*+/(sini9 j 


p Q 

ab.  P  und  — j—  verändern  sich  also  mit  i9  und  d,  d.  h. 

mit  der  Lage  der  Zahnräder.   In  den  meisten  Fällen  kann 
genügend  genau 

cos*4-/(sini^ 1  =  1 

gesetzt  und  der  mittlere  Wert 


'=i 


benützt  werden,  wo 


_2jiR_27ir 


der  einem  Zahn  entsprechende  Teilkreisbogen  ist.  Die 
Oleichung  (416)  liefert  dabei 

Wenn  A^  und  n  die  Anzahl  der  Umläufe  pro  Minute  bez. 
des  treibenden  Rades  und  des  Lastrades  sind,  so  ist  der 
Reibungseffect 

^418)      Ef- ^—   -  _/^Q  \j^\  ^jQr- 

="4o(a:+1-)^'- 
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Kegelförmige 
Zahnräder, 


Durch  Vermehrung  der  Anzahl  der  Zähne  werden  der 
Kraftüberschuss  P—Q  und  der  Reibungseffect  vermin- 
dert. Als  rtiittleren  Wert  des  Reibungscoefficienten  em- 
pfiehlt sich  für  gusseiserne  Räder  mit  Schmierung /=:0.i6^ 
d.  h.  fji  =:  0.5  und  ohne  Schmierung  fjt  =z  0.7. 

Gemäss  den  Formeln  (417)  und  (418)  sind  der  Kraft- 
überschuss und  der  Reibungseffect  unabhängig  von  der 
Form  der  Zähne.  Bei  einer  genaueren  Berechnung  er- 
kennt man,  dass  die  Form  der  Zähne,  die  Anzahl  der 
gleichzeitig  eingreifenden  Zähne  und  die  Art,  in  welcher 
der  Eingriff  geschieht,  doch  eine  gewisse  Rolle  spielen.  Man 
begnügt  sich  oft  damit  diese  Umstände  dadurch  zu  be- 
rücksichtigen, 
dass  man  in  die 
obigen  Formeln 
einen  gewissen 
Correctionsfactor 
einfügt. 

Die     Zähne 
kegelförmiger 
Räder  werden  oft 

in  folgender 
Weise  construirt 
(Fig.  379).  Mit 
den  Radien  R^ 
und/iderSupple- 
mentarkegel  wer- 
den zwei  Kreise 
gezeichnet;  man  nimmt  diese  Kreise  als  Teilkreise  zweier  cy- 
lindrischer  Räder  mit  den  Radien  R^  und  r^  und  construirt 
in  gewöhnlicher  Weise  die  Zahnprofile  dieser  Räder. 
Diese  Profile  werden  dann  auf  die  Supplementarkegel 
aufgewickelt  und  als  Leitlinien  kegelförmiger  Flächen  mit 
der  Spitze  in  O  gewählt.  Die  letzteren  Flächen  liefern 
die  Zähne  der  ursprünglichen  Räder. 

Man    erhält    einen   angenäherten   Ausdruck   für  den 
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schädlichen  Widerstand  bei  den  Kegelrädern,  wenn  man 
in  der  für  cylindrische  Räder  abgeleiteten  Formel  (417) 
K  und  k  durch  die  Zähnezahl  Ki  und  k^  an  den  Krei- 
sen Ri  und  Ai  ersetzt.  Mit  denselben  Bezeichnungen  wie 
vorher  ergiebt  sich 


~^Mh'^- 


Weil  die  Teilung  an  dem  Kegelrade  und  dem  cylin- 
drischen  Hülfsrade  die  gleiche  ist,  so  erhält  man 

/Ci_/C 

*i  — * 
r^~  r 

sowie  mit  Anwendung  der  Winkelbezeichnungen  der 
Figur  379 

R=iR^  cos  a, 

r=zriZOsß, 

Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt  dann 

Statt  der  Winkel  a  und  ß  kann  man  den  Winkel  yz=ia-\-ß 
zwischen  den  Axen  der  Kegelräder  allein  benützen.  In 
der  That  erhält  man 

R 


also 


sin/?=: 

r 
OC 

sin  a_ 
sin/5~ 

_R^ 
r 
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Femer  ist 
somit  auch 
oder 


R      K 

sin  a K 

sm  ß~ k 

sin  a  _  s\x\ß ^ 


Addirt  man  das  Quadrat  der  linken   Seite  dieser  Glei- 
chung, d.  h. 

sin^a      sin^)8 sin  a  sin  ß 

ZU  der  rechten  Seite  der  identischen  Gleichung 

/cos  a       C0S^\2 COS^a    ,    COS^    ,    ^  COS  a  COS  ^ 

SO  findet  man  mit  Beachtung  der  Gleichung 

y  =  a^ß 
nach  einfachen  Transformationen 

/cosa  .  cos^\^_  1     ■    1    .  2cosy 

Die  Gleichung  (419)  nimmt  jetzt  die  Form  an 
(420)  ^^  =fn l/_V  I  1.  2C0S, ^ 

Für  y  =:  0  liefert  sie  die  Formel  (417)  der  cylindrischeii 
Räder  mit  äusserem  Eingriff.  P—  Q  ist  dabei  am  gross- 
ten.  Am  kleinsten  wird  P—Q  für  7  =  ^,  d.  h.  bei  cy- 
lindrischen  Rädern  mit  innerem  Eingriff.    Man  findet 

''-^=A(i-?.). 
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Für  ein   cylindrisches  Zahnrad  und  eine  Zahnstange 
(y=iQ^k=i^)  ergiebt  sich 

(422)  p-Q=ß,^Q, 


§  99. 
Reibung  an  der  Schraube« 

Eine  gleichförmige  Schraubenbewegung  eines  starren  Bedingungen 
Körpers  kann  als  relativer  Ruhezustand  innerhalb  eines  ^^  gleichför- 
Raumes  aufgefasst  werden,  der  dieselbe  gleichförmige  <j?|?^? 
Schraubenbewegung  besitzt.  In  derselben  Weise  wie  in  bewegano. 
§  94,  wo  die  Bedingungen  der  gleichförmigen  Drehung 
aufgestellt  wurden,  findet  man  hier,  dass  die  auf  den 
Körper  wirkenden  gegebenen  Kräfte  den  aus  der  Bewe- 
gung des  Raumes  entstehenden  Trägheitswiderständen  das 
Oleichgewicht  halten  müssen.  Die  Kraft  in  der  gleich- 
förmigen Schraubenbewegung  eines  freien  Punktes  ist 
dieselbe  wie  in  der  gleichförmigen  Kreisbewegung,  welche 
die  Projection  der  Schraubenbewegung  auf  eine  zur 
Schraubenaxe  senkrechte  Ebene  darstellt,  d.  h.  die  Centri- 
petalkraft.  Der  Trägheitswiderstand  ist  somit  die  Centri- 
fugalkraft.  Die  Bedingungen  der  gleichförmigen  Schrau- 
benbewegung sind  deshalb  dieselben  wie  die  Bedingun- 
gen der  gleichförmigen  Drehung,  d.  h.  die  auf  den  Kör- 
per wirkenden  absoluten  Kräfte  müssen  den  der  Schrau- 
benbewegung  entsprechenden  Centrifugalkräften  das  Oleich- 
gewicht halten.  Ob  der  Körper  in  Ruhe  bleibt,  eine 
gleichförmige  Drehung  oder  eine  gleichförmige  Schrau- 
benbewegung annimmt,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt 
sind,  hängt  von  dem  Oeschwindigkeitszustande  ab,  in 
welchem  der  Körper  sich  ursprünglich  befindet. 

Es  werde  angenommen,  dass  der  Körper  so  in  seiner 
Beweglichkeit  beschränkt  sei,  dass  er  sich  um  eine  feste 
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Axe  drehen  kann  und  dass  er  sich  parallel  dieser  Axe 
translatorisch  verschieben  kann.  Auf  den  Körper  wirken 
teils  äussere  Kräfte,  teils  aus  den  Bedingungen  erwachsende 
Widerstandskräfte  oder  Reactionen.  Als  Bedingungen  der 
gleichförmigen  Schraubenbewegung  ergeben  sich: 

1)  Die  Summe  der  Projectionen  der  Kräfte  auf  die 
Richtung  der  festen  Axe  muss  gleich  Null  sein; 

2)  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  feste  Axe  muss  gleich  Null  sein. 

Die  Centrifugalkräfte  erscheinen  überhaupt  nicht  in 
diesen  Bedingungen,  weil  sie  dieselben  identisch  erfüllen. 
Dagegen  üben  sie  im  allgemeinen  einen  Einfluss  auf  die 
Reactionen  an  der  festen  Axe  aus. 

Wenn  die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  so  be- 
schränkt ist,  dass  jeder  Punkt  sich  nur  längs  einer  be- 
stimmten   Schraubenlinie    bewegen    kann,    so    entstehen 
Widerstandskräfte,   welche    wir    als    durch   eine   einzige 
Grösse  bestimmt  annehmen  wollen.    Diese  Grösse  kann 
aus  den  Gleichungen  eliminirt  werden,  welche  die  Bedin- 
gungen 1)  und  2)  darstellen;  man  erhält  so  eine  einzige 
Bedingungsgleichung  für  die  gleichförmige  Schrauben- 
bewegung, welche  die    Projectionssumme   der  äusseren 
Kräfte  auf  die  Schraubenaxe  und  ihre  Momentensumme 
in  Bezug  auf  diese  Axe  enthält. 
Flachgängige       Man  unterscheidet  in  der  Technik  zwischen  flach- 
und  scharf'  gängigen  und  scharfgängigen  Schrauben; 
gängige     jg^  Einfluss  der  Reibung  muss  für  beide  besonders  be- 
Schraube.     ^^^^^^^  ^tvdtn, 

A.    Flachgängige  Schraube. 

Geometrische       Man  erhält  das  Gewinde  einer  flachgängigen  Schraube, 

Angaben,     yff^xxn  man  dem  in  Fig.  380  dargestellten  Rechtecke  eine 

Schraubenbewegung  erteilt,  wobei  die  Ecken  gewöhnliche 

Schraubenlinien   beschreiben.    Die  Schraube  besteht  aus 

dem  cylindrischen  Schraubenkern  und  dem  Gewinde.  Die 
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Verschiebung  des  Rechtecks  in  der  Richtung  der  Schrau- 
benaxe  bei  einem  Umlaufe  heisst  die  Steigung  oder 
Ganghöhe  der  Schraube. 
Wird  sie  mit  A,  der  Radius 
der  mittleren  Schraubenlinie 

7"  mit  Q  und  der  ent- 
sprechende Steigungswi  n- 
k  e  1  mit  a  bezeichnet,  so  ist 


<423)        tga: 


h_ 
2jtq 


Man  erhält  einen  Umlauf  der 
mittleren  Schraubenlinie,  wenn 
man  ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  den  Katheten  2jiq  und  h  auf  einen  Cylinder  mit 
dem  Radius  g  wickelt  (Fig.  381). 
.    Zwischen  der  Schraube  und 
der  Schaubenmutter  (Fig.  382), 
von   welchen   die   erstere    als 
beweglich,  die  letztere  als  fest 
gedacht  werden  soll,  wirken  nor- 
male Drücke  und  Reibungswiderstände.  Es  werde  angenom- 
men, dass  die  Schraube 
nur  längs  der  einen  Qe- 
windefläche  die  Schrau- 
benmutter berühre,  dage- 
gen nicht  längs  der  Man- 
telfläche des  Schrauben- 
bolzens; ferner  zur  Verein- 
fachung der  Ausdrucks- 
weise,  dass  die  Schrau- 
benaxe  vertical  sei.    Auf 
die  Schraube  wirke  eine 
Last  Q  vertical  nach  un- 
ten.   Man  soll  das  Mo- 
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ment  M  eines  in  einer  Normalebene  zur  Schraubenaxe 
liegenden  Kräftepaares  berechnen,  welches  erforderlich  ist, 
um  die  Last  Q  mit  constanter  Geschwindigkeit  zu  heben. 
Die  Last  Um  die  Untersuchung  zu  vereinfachen    denkt  man 

wird  gehoben,  ^^^^y  sämtliche  Normaldrücke  und  Reibungswiderstande 
längs  der  mittleren  Schraubenlinie  der  unteren  Gewinde- 
flache  concentrirL  Das  dabei  erhaltene  Resultat  unter- 
scheidet sich  sehr  wenig  von  dem  Resultate,  das  man 
finden  würde,  wenn  man  über  die  ganze  Reibungsfläche 
verbreitete  Kräfte  in  Betracht  nehmen  würde.  Die  Figur 
383  stellt  ein  Stück  der  mittleren  Schraubenlinie  dar.  Auf 
ein   Längenelement    derselben   im    Punkte  A  wirkt   ein 

gewisser  normaler  Druck  N 
^  -     -  und  ein  Reibungswiderstand 

fN.  N  ist  senkrecht  zur  Tan- 
gente der  Schraubenlinie  und 
zum    Radius  q  des  Punktes 
Af  fN  hat  die  Richtung  längs 
der  Tangente,  entgegengesetzt 
zur  Richtung  der  Bewegung. 
Mit  Anwendung  der  Bezeich- 
nungen  in   der    Figur  383^ 
welche  sich  auf  den  Fall  be- 
zieht, dass  die  Last  Q  gehoben  wird,  liefern  N  und  fl^^ 
welche  beide  in  der  Tangentialebene  des  Cylinders  durch 
A  um  die  Schraubenaxe  als  Axe  liegen,  auf  eine  verticale 
und  eine   horizontale   Richtung   die   folgenden  Compo- 
nenten: 

A^  fN 

verticale  Componente:    N  cos  a    — fN  sin  a 
horizontale        »  N  sin  a       fN  cos  a. 

Die  Summe  der  Projectionen  von  A^  und/A^auf  die  Axe 
der  Schraube  ist 

Ncosa    -fNsma:=N(cosa—f sin a)=zN ^ — ^—^ 

''  ^  "'  cosy 


Fig.  383. 
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und  die  Summe  ihrer  Momente  in  Bezug  auf  die  Axe 
der  Schraube 

^A^  sin  a  4"  q/N  cos  a = qN(%\x\  a  +/cos  a)  =  qN  —  ; 

wo/=tgy  eingeführt  worden  ist.  Addirt  man  diese 
Ausdrücke  für  alle  Elemente  der  mittleren  Schraubenlinie 
innerhalb  der  Schraubenmutter  und  wendet  die  beiden 
Bedingungen  auf  p.  560  an,  so  erhält  man 

cos  y  ' 

cos  y      ^ 

Eliminirt  man  noch  27V  zwischen  diesen  Gleichungen, 
so  findet  man  zwischen  der  Last  und  dem  Kraftmoment 
die  Beziehung: 

(424)  M  =  tg{a-{-<p)QQ, 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  M  mit  Q,  q,  a  und  y  wächst 
Der  Winkel  a  darf  nicht  grösser  als  90°  —  y  sein,  weil 
die  Schraube  sonst  in  ihrer  Mutter  festgeklemmt  würde. 

Beim   Heben  einer  Last  vermittelst  der  Schraube  ist     Wirkungs- 
der  Wirkungsgrad  ^^^' 

(425^         „  — ^^—      ^g^Qg      —      ^g"       ■ 
^       '  ^-  M  -tg(a  +  y)(2e-tg(a  +  y) 

Wie  ein  Vergleich  mit  dem  auf  p.  487  betrachteten  Aus- 
drucke 7}  zeigt,  wird  der  Wirkungsgrad  am  grössten  für 

a  =  45°  — iy 

und  zwar  ist 


(426)  max,  =  ([^-^Si-C 


+  tgiW 
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Beispielswiese  findet  man  für /=  tg  y  =  O.i 

max  w  =    ,    ,  ^       =  0.82. 
'      Vi +0.05; 

Nur  ausnahmsweise  verwendet  man  Schrauben  mit  so 
grossem  Steigungswinkel;  und  zwar  ist  die  Schraube 
dann  eine  mehrgängige,  d.  h.  hat  mehrere  congruente 
Gewinde. 
Die  Last  wird  Wenn  die  Last  Q  vermittelst  der  Schraube  gesenkt 
gesenkt,  \ff\rdf  so  haben  die  Reibungswiderstande  die  entgegenge- 
setzte Richtung  zu  der  soeben  betrachteten.  Ersetzt  man 
€p  in  der  Gleichung  (424)  durch  —  tp,  so  erhält  man  des- 
halb jetzt: 

(427)  M  =  ig(a-if)QQ. 

Es  müssen  drei  Fälle  von  einander  unterschieden  werden: 

1)  a  >  y.  In  diesem  Falle  wirkt  das  Moment  M  der 
Last  entgegen,  d.  h.  bremsend.  Würde  man  die  Last  Q 
sich  selbst  überlassen,  so  würde  sie  eine  beschleunigte 
Bewegung  annehmen. 

2)  a  <  9).  Durch  die  Last  Q  allein  kann  keine  gleich- 
förmige Bewegung  zu  Stande  gebracht  werden,  sondern 
man  braucht  hierzu  ein  Kräftepaar  M,  dessen  Drehungs- 
sinn jetzt  der  entgegengesetzte  zu  dem  im  Falle  1)  erhal- 
tenen ist.  Wenn  die  Schraube  nebst  der  Last  sich  selbst 
überlassen  wird,  so  wird  sie  festgeklemmt. 

3)  Der  Grenzfall  zwischen  den  beiden  oben  betrach- 
teten Fällen  entspricht  a  =  y  und  Af  =  0.  Die  Schraube 
bewegt  sich  gleichförmig  nach  unten  unter  dem  Einfluss 
der  Last  Q  allein. 

Die  Formeln  (424)  und  (427)  sowie  die  drei  Fälle  sind 
analog  den  in  §  86  für  die  schiefe  Ebene  gefundenen 
Resultaten. 
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Anwendungen. 

1)  Schraubenpresse.  Schrauben- 

Bei  der  Schraubenpresse  (Fig.  384)  wird  eine  Platte  mit       presse. 
Hülfe  einer  flachgängigen  Schraube  gegen  eine  Unterlage  gepresst; 
dabei   entsteht  Reibung  in  der  Schraubenmutter  und  Zapfenreibung 
an     der      Berührungsfläche      der 
Schraube  mit  der  Pressplatte.    Mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (424)  und 
(400)  findet  man  das  zum  Hervor- 
bringen  des   Druckes   Q  erforder- 
liche Kraftmoment 

(428) 

M  =  Pd=ig{a-\-q>)QQ+\fQ6\ 

wo/  der  Coefficient  der  Reibung 
des  Stützzapfens  und  q'  sein  Radius 
sind,  während  die  Bezeichnungen 
an  der  Schraube  dieselben  wie  vorher 
sind. 

Beispielsweise   würde  man  mit 
den  Werten 

/?-fr      0.06  +  0.04 
e=-2-  =  2 

=  0.04Ö  m,    a  ==  5^      (p  =  (p'  z=^  6", 

^'  =  0.04  m  und  Q  =  8000  kg  ein  F'Jg-  384. 

Moment  M  =  92.4  kgm  berechnen  ; 

dieses   Kräftepaar   könnte  z.  B.  aus  zwei  gleich  grossen  Seitenkräften 

115.6  kg  mit  dem  Arme  0.8  m  gebildet  werden. 

Um  die  Schraube  zurückzudrehen  muss  man  das  Moment 

M  =  ig(a-<p)QQ-\fQQ' 

anbringen. 

Der  Wirkungsgrad  beim  Zusammenpressen  ist 

Mn tgg.g 


(429) 


J7  = 


M        tg(a  +  9.).ß.fi/V 


2)  Schraubenhebewinde. 

Bei  der  gewöhnlichen  Construction  der  Schraubenhebe- 
winde (Fig.  385)  ist  die  Schraubenmutter  mit  dem  Stativ  fest  ver- 
bunden, die  Schraube  beweglich  und  mit  einer  drehbaren  Krone  ver- 
sehen, auf  welcher  die  Last  Q  ruht.    Die  Steigimg  der  Schraube  ist 


Schrauben- 
hebewinde. 
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Fig.  385. 


so  klein,  dass  die  Last  allein 
die  Schraube  nicht  in  Bewegung 
versetzen  kann.  Der  Schrauben- 
kopf ist  in  zwei  zu  einander 
senkrechten  Richtungen  durch- 
bohrt; das  zum  Heben  der 
Last  erforderliche  Moment  ent- 
steht dadurch,  dass  man  eine 
Stange  in  die  Löcher  hinein- 
schiebt, an  deren  freiem  Ende 
eine  Kraft  P  wirkt.  Die  Schraube 
wird  jedesmal  etwa  um  einen 
Viertel  Umlauf  gedreht.  Es  wir- 
ken Reibungswiderstände  zwi- 
schen der  Schraube  und  ihrer 
Mutter  und  an  der  drehbaren 
Krone.  Deshalb  gilt  eine  ähn- 
liche Formel  wie  für  die  Schrau- 


benpresse.   Bezeichnet  man  die  effective  Lange  des  Hebelarms  mit  /, 
so  findet  man   mit  Benutzung  des  Wirkungsgrades  17  die  Gleichung 


Differential- 
schraube. 


etgo 

oder 
(430) 

«=,?., 

Fig.  386. 


wo  Ä  =:  ZiQ  ig  a  die  Gang- 
höhe ist.  Durch  Versuche  lässt 
-^sich  Tj  ermitteln;  für  die  be- 
trachtete Construction  liegt  der 
Wert  meistens  zwischen  0.30 
und  0.40. 

3)  Differential- 
schraube. 

Die  Differential- 
schraube besteht,  wie  Fig. 
386  zeigt,  aus  einer  massiven 
Schraube  innerhalb  einer  hoh- 
len Schraube,  welche  als  Mut- 
ter für  die  massive  Schraube 
dient  und  selbst  in  einer  mit 
dem  Stative  fest  verbundenen 
Mutter  beweglich  ist.   Die  bei- 
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den  Schrauben  haben  verschiedene  Ganghöhe,  und  zwar  die  massive 
Schraube  eine  grössere  Ganghöhe  h'  als  die  Ganghöhe  h  der  hohlen 
Schraube.  Giebt  man  der  hohlen  Schraube  mit  Hülfe  ihres  Schlüs- 
sels und  unter  dem  Einfluß  eines  Kraftmomentes  PI  eine  volle  Um- 
drehung, so  hebt  sich  die  massive  Schraube  nebst  ihrer  Last  Q,  welche 
an  der  Umdrehung  nicht  teil  nehmen  darf,  um  das  Stück  h'  in  Bezug 
auf  die  hohle  Schraube  und  um  das  Stück  h'  —  h  in  Bezug  auf  die 
feste  Unterlage. 

Um  die  Beziehung  zwischen  P  und  Q  abzuleiten,  wende  man 
die  Projectionsgleichung  mit  der  Richtung  der  Schraubenaxe  als  Pro- 
jectionsaxe  sowohl  auf  die  Kräfte  an  der  massiven  wie  an  der  hohlen 
Schraube  an  und  benütze  femer  eine  Momentengleichung  für  die 
Kräfte  an  der  hohlen  Schraube.  Es  seien  q'  und  q  die  Radien,  a 
und  a  die  Steigungswinkel  der  mittleren  Gänge  bez.  der  massiven 
und  der  hohlen  Schraube,  N'  und  N  die  Drücke  an  einem  Elemente 
derselben.  Wenn  ferner  der  Reibungscoefficient  für  beide  Schrauben 
der  nämliche  ist,  so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  wie  auf  p.  563 
die  Gleichungen 

Q  ^  COS{a'  +  (p)  ^^,^  cos  ja  — qp)  ^^ 
cosqp       ^  cos  9? 


und 


cos  9  cos^ 


Wenn  man  UN  und  ZN'  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminirt,  so 
ergiebt  sich 

(431)  M  =  Pl={e'ig(a'  +  <p)--Qig{a^<p)}Q. 
Der  Wirkungsgrad  ist 

(432)  „-^"  -^-  Q'iga-Qtga      

^^  ^        M        Q'ig(a'  +  q>)-etg(a^(py 

Es  muss  die  Bedingung 

q'  tg  a'  >  e  tg  a 
oder 

Ä'>Ä 

erfüllt  sein,  wie  auch  angenommen  wurde.  Nachdem  ij  bestimmt 
worden  ist,  kann  die  einer  gegebenen  Kraft  P  entsprechende  Last  Q 
vermittelst  der  Gleichung 
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(433) 


^^Ä'' 


berechnet  werden; 

Beim  Senken  der  Last  ist  das  Kraftmoment 

Af  =  P/={e'tg(a'-y)-etg(«  +  9')}Q. 

Damit  die  Last  nicht  von  selbst  sinke,  wenn   die   Kraft  P  entfernt 
wird,  muss  also  die  Bedingung 

Ctg(a  +  ^)>e'tg{a'  — 9^) 
erfüllt  sein. 


B.    Scharfgängige  Schrattbe. 

Geomäriscfu        Man  erhält  das  Gewinde  einer  scharfgängigen  Schraube, 
Angaben.  wenn  man  ein  Dreieck 

sich  so  bewegen  lässt^ 
dass  die  Ecken  ge- 
wöhnliche Schrauben- 
linien mit  gemein- 
samer Axe  beschreiben 
(Fig.    387).    Wie    bei 

der  flachgängigen 
Schraube  werde  auch 
hier  angenommen,  dass 
nur  die  eine  (d.  h.  die 
Fig.  387.  untere)  windschiefe 

Schraubenfläche  die 
Reibungsfläche  zwischen  Schraube  und  Schraubenmutter 
bildet.  Die  erzeugende  Gerade  dieser  Fläche  bilde  den 
Winkel  ß  mit  der  Schraubenaxe;  der  Radius  der  mittleren 
R±r 
2 
ihre  Steigung  A. 

Der  Hauptunterschied  in  der  Wirkung  der  beiden 
Schraubenarten  entspringt  daraus,  dass  die  Normale  der 
Reibungsfläche   in   einem   Punkte  A   der  flachgängigen 


Schraubenlinie    sei 


=  ^,  ihr  Steigungswinkel  a  und 
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Schraube  in  der  Berührungsebene  des  cylindrischen 
Schraubenkerns  liegt,  bei  der  scharfgängigen  Schraube 
dagegen  ist  dies  nicht  der  Fall.  Es  sollen  zunächst  die 
Richtungscosinusse  dieser  Normalen  berechnet  werden  in 
Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (Fig.  388), 
dessen  Anfangspunkt  A  ist, 
dessen  jc-Axe  die  Senkrechte 
aus  A  zur  Schraubenaxe  und 
dessen  ^-Axe  parallel  der 
Schraubenaxe  ist,  während 
die  y-Axt  senkrecht  zur  jc- 
und  z-Axt  gezogen  ist.  Die 
Richtungswinkel  der  Nor- 
malen AN  in  Bezug  auf 
diese  Axen  mögen  mit  a, 
b  und  c  bezeichnet  werden. 
Die  Richtungswinkel  in  Be- 
zug auf  dasselbe  Coordina- 
tensystem für  die  Tangente 

AT  der  mittleren  Schraubenlinie  und  die  Erzeugende 
AB  der  windschiefen  Schraubenfläche  sind  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammengestellt: 


X 

Y                   Z 

AN 

'           a 

1  -      - 

b                    c 

AT 

1         90° 

1800  —  a           900  —  a 

AB 

90«  —  y? 

900              1800 ._  ß 

Wenn  man  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  AN  senkrecht 
z\x  AT  und  zu  AB  ist,  so  erhält  man 


cos  a  cos  Q0O  +  cosÄ  cos  (180<>  —  a)  +  cosrcos(900— a)=iO, 
cos  a  cos  (900  _  ^)  -f-  cos  6cos90<>+  cosrcos  (\9X}P—ß)=0, 
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d  h. 


oder 


(434) 


cos  b  cos  a  —  cos  r  sin  a  =:  0, 
cos  fl  sin  /?  —  cos  ccos )?  =  0, 

cos/? 
cos  a  =:  — — 3  cos  r, 
sin/5         ' 


-       sin  a 
cos  b  = cos  c. 


cosa 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung 

cos^  a  +  cos^  b  +  cos^  c=l 

ein,  so  erhält  man  zur  Berechnung  von  cosr  die  Glei- 
chung 

o    fcos^ß  ,  sin^a   ,    ,  (      , 
cos2r{^-^+       ;,— +1}=:1 
Ism^  ß  '  cos-a   '      I 

oder 

sin-  ß  cos^  a 


cos^  f : 


cos^  a  cos^  /?  +  sin-  a  sin^  /5  +  sin^  ß  cos'^  a 

Der  Nenner  der  rechten  Seite  ist 

cos^  a  cos^  ß  +  sin^  ß=l—  cos^  /?  sin^  a. 

Man  erhält  also 

/>iocv  sin/?  cosa 

(435)  cos  c=^ ^=r-.-  -.- 

'  }'l— cos^/^sin^a 

und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (434) 

cos  ß  cos  a 


COSfl: 


yi  — cos^sin^a 
(436) 

sin  ß  sin  a 


cos  6  = 


fl  — cos^sin^ä 
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Es  soll  jetzt  die  Beziehung  zwischen  der  Last  Q  und    Beziehung 
dem   Kraftmoment  M  aufgestellt  werden,  wenn   Q   mit  ^^^^^^  ^^'' 
<:onstanter  Geschwindigkeit  gehoben  wird.  Man  bezeichne    ^    ^"^ 
mit  N  den  normalen  Druck  auf  ein  Element  der  mittleren     ^^^te  M, 
Schraubenlinie;  seine  Componenten  auf  die  drei  Coordi-  i)  Die  Last 
natenaxen  sind  wird  gehoben. 

Ncosüf  N  cos  bf  Ncosc. 

Die    Componenten     des    Reibungswiderstandes  JN  auf 
dieselben  Axen  sind 

0,  fN  cos  Gf  —fN  sin  a. 

Die  Projectionsgleichung  für  die  Schraubenaxe  als  Pro- 
jectionsaxe  liefert 

Q  =  (cos  f — /sin  a)  2N\ 

mit  Hülfe  der  Momentengleichung  für  die  nämliche  Axe 
findet  man 

M  =  (cos  b  +/COS  a)  Q  2N. 
Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt 

M  cos  *  +/COS  a . 

Q         cosr — /sma 

und   mit   Benutzung   der  Gleichungen    (435)    und  (436) 
findet  man 

j.^-.      M         sin  ß sin  a  +/cos a  f\  —  cos*-^ ß sin^ a 

^4J/)  -^=10 -  -  -         — ;  --;=• 

V         sin  ß  cos  a  — /sin  a  y'l  —  cos^  ß  sm^  a 
Zur  Vereinfachung  werde 


jA<io\            yi  —  cos^  ß  sin*^  a  .  X,      L 

<438)  ^ ^^-^ tg9>=/  =  tgv' 

gesetzt.    Dadurch  ergiebt  sich 

M sin  g  +  cos  g  tg  i/> *sin  (g  +  V^) 

^       ^  cos  g  —  sin  g  tg  ^'  cos  (g  +  v^) 
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oder 

(439)  M  =  \g(a-irip)QQ. 

Diese  Gleichung  ist  ähnlich  der  Gleichung  (424)  für 
die  flachgängige  Schraube,  nur  mit  dem  Unterschiede^ 
dass  (p  in  der  Formel  (424)  durch  einen  Winkel  tjj  ersetzt 
worden  ist.    Gemäss  der  Gleichung  (438)  ist 

^      VI— cös^^sin^i 

}  1  —  cos^  ß 
und  also 

ip>cp. 

Mit  ß  =  90°  wird  ^f)  =  <p]  die  scharfgängige  Schraube 
geht  dabei  in  eine  flachgängige  Schraube  über.  Bei  der 
scharfgängigen  Schraube  ist  der  Reibungswiderstand, 
grösser  als  bei  der  flachgängigen;  will  man  dieselbe 
Nutzarbeit  ausführen,  so  muss  man  deshalb  ein  grös- 
seres Kraftmoment  verwenden. 
WirkungS"  Der  Wirkungsgrad   für  die   scharfgängige   Schraube 

^^^-        hat  den  Wert 

(440)  .  =  ^«z=— iS? 

Er  ist  kleiner  als  bei  der  flachgängigen  Schraube. 

Infolge  dieser  Eigenschaften  wird  die  flachgängige 
Schraube  hauptsächlich  als  Bewegungsmechanismus,  die 
scharfgängige  Schraube  als  Verbindungs-oder  Befestigungs- 
schraube benützt;  nur  sehr  grosse  Befestigungsschrauben 
werden  als  flachgängig  ausgeführt. 

2)  Die  Last        Bei  der  Senkung  der  Last  Q  mit  Hülfe  einer  scharf- 

wird  gesenkt,  gängigen  Schraube  gilt  die  Gleichung: 

(441)  M  =  \g(a  —  x}j)QQ. 

Man  unterscheidet  zwischen  drei   Fällen,  wie  auf  p.  564. 
1)  a  >  1//.    Q  für  sich  allein  würde  der  Schraube  eine 
beschleunigte  Bewegung  erteilen;  das  Kräftepaar  yW  muss 
bremsend  wirken. 
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2)  a  <  t//.  Das  Kräftepaar  M  muss  der  Bewegung 
der  Last  Q  nachhelfen,  anderenfalls  würde  sie  festge- 
klemmt werden. 

3)  a  =  tp.  Die  Last  Q  bewegt  sich  von  selbst  gleich- 
förmig abwärts. 

Anwendung. 

Bei  der  Schraubenmutter  einer  scharfgängigen  Verbindungs- 
schraube wirken  Reibungswiderstände  sowohl  zwischen  Schraube 
und  Schraubenmutter  wie  zwischen  der  Mutter  und  ihrer  Unterlage 
<Fig.  389).  Die  letztere  Reibung  kann  annähernd  als  die  Reibung  an 
einem  ebenflächig-ringförmigen  Stützzapfen 
angesehen  werden 

Um  die  Mutter  anzuziehen,  braucht  man 
ein  Kraftmoment,  dessen  Grösse  annähernd 
durch 


(442)       M  =  {ig  {a  +  vO  Q  +f,  Ol}  Q 


Fig.  389. 


ausgedrückt   wird,    wobei    die   Bezeichnungen 

an  der  Schraube  dieselben  wie  vorher  sind,  Q 

den    Dnick    zwischen    der  Unterlage  und  der 

Schraubenmutter,  ^i   den   mittleren   Radius   der  Mutter  und  /i  den 

Reibungscoefficienten  zwischen  Mutter  und  Unterlage  bezeichnen. 

Um  die  Mutter  loszulösen,  ist  ein  in  entgegengesetzter  Richtung 
wirkendes  Moment  von  der  Grösse 


(443) 


M=  {tg(v'-«)o+/iPi}Q 


erforderlich.    Die  notwendige  Bedingung,  damit  sich  die  Mutter  nicht 
von  selbst  loslöse,  ist  also 

\g  (y,  ^a)o  +/i  Ol  >  0. 


§   100. 

Gleitwiderstand  biegsamer  Seile  und  Riemen. 

Ein  Seil,  das  als  vollkommen  biegsam  angenommen 
wird  und  dessen  Gewicht  man  ausser  Betracht  lässt,  sei 
um  einen  runden  Körper  (z.  B.  einen  Cylinder)  gelegt 
(Fig.  390);   an    dem   einen    Ende  wirke   die   Last  Q,  an 
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dem  anderen  die  Kraft  P.    Es  soll  die  Beziehung  zwischen 
P  und  Q  abgeleitet  werden,  welche   besteht,  wenn   das 

Seil  »in  der  einen  oder 
anderen  Richtung  über 
den  Körper  gleitet  oder 
sich  in  Ruhe  befindet. 
Wenn  das  Seil  über  den 
Körper  gezogen  wird,  so 
findet  gleitende  Reibung 
statt;  in  dem  Ruhezu- 
stande giebt  es  eine  mehr 


Beziehung 

zwischen 

Kraft  und 

Last. 
1 )  beim  Auf- 
ziehen der 
Last. 


Fig.  390. 


dJT 


oder  weniger  vollständig  entwickelte  Reibung  der  Ruhe. 

Der  Winkel   zwischen  den   Normalen  in  den   äussersten 

Berührungspunkten   des  Seils  werde   mit  a   bezeichnet; 

man  misst  a  im   absoluten  Winkelmass,  der  Wert  kann 

auch   grösser   als   2^  oder  ein  Vielfaches   von   2t   sein,. 

wenn  das  Seil  mehrere  Male  um  den  Körper  gewickelt  ist. 
Es  werde  zuerst  der  Fall  betrachtet,  dass  die  Last  Q 

gehoben  wird.    Auf  ein  kleines  Element  des  Seils  (Fig. 

391),  dessen  äusserste  Normalen  den  Winkel  dv  mit  einander 

einschliessen,  wirken  die 
Spannungen  S  und  S  +  dS 
.^-rf^r  in  den  beiden  Endpunkten,. 

s^ds  der  normale  Druck  dN  (in 
der  Mitte)  und  der  Reibungs- 
widerstand/rfM  Diese  Kräfte 
halten  einander  das  Oleich- 
gewicht, und  zwar  findet 
Fig.  391 .  man  als  Projectionsgleichun- 

gen  für  die  Richtungen  von 

fdN  und  dN  als  Projectionsrichtungen 

(S  +  dS)  cos^dv  —  S  cos\dv  —fdN  =0, 
dN—  (S-\-dS)  sin  \  dv  —  Ssmi^dv=zQ. 


Der  Winkel  ^dv  ist  unendlich  klein;  sein  Cosinus  kann 
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deshalb  gleich   1   und   sein   Sinus  gleich    dem    Bogen 
gesetzt  werden;  man  erhält  dabei 

dS=fdN 
dN=Sdv. 


Hieraus  folgt 


und  durch  Integration 

log5=>  +  r, 

wo  log  den  natürlichen  oder  Neperschen  Logarithmus 
bezeichnet.    Die  letzte  Gleichung  liefert 

Die  Constante  C  muss  noch  bestimmt  werden.  Rechnet 
man  den  Winkel  v  wie  die  Figur  390  angiebt,  so  ist 
S  =  Q  für  v  =  0.    Hieraus  ergiebt  sich  C=(3  und  also 

(444)  S  =  Qef' 

als  allgemeiner  Ausdruck  für  die  Spannung  in  einem 
Punkte  des  Seils.  Für  i^  =  a  muss  S  gleich  P  sein;  die 
Beziehung  zwischen  Kraft  und  Last  beim  Heben  der 
Last  ist  deshalb 

(445)  P=Qef<^. 

Weil   ß/a  >  1    ist,  so   ist  die   Kraft   stets  grösser  als 
die  Last. 

Man    erhält   die   beim   Senken   der   Last   bestehende  2)  beim  Sen- 
Beziehung,  wenn  man  in  (445)  das  Zeichen  von  /  um-        fien. 
kehrt,  also 

(446)  P=Qe-M 

Es  ist  P  immer  kleiner  als  Q;  macht  man  fa  genügend 
gross,  so  kann  man  durch  eine  kleine  Kraft  P  einer  be- 
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Wirkungs- 
grad. 


liebig  grossen  abwärts  gleitenden  Last  das  Oleichgewicht 
halten  oder  ihre  Bewegung  bremsen-. 

Das  Resultat  wird  dasselbe,  wenn  das  Seil  in  Ruhe 
bleibt,  und  eine  Welle  oder  Rolle,  um  welche  es  ge- 
wickelt ist,  sich  dreht. 

Die  Kraft  P,  welche  die  Last  Q  in  Ruhe  erhalten  soll, 
muss  die  Bedingungen 


(447) 


Qe-ß-^P^Qefi^ 


erfüllen,  wo  /  der  Reibungscoefficient   beim   Übergange 
aus  Ruhe  in  Bewegung  ist. 

Der  Wirkungsgrad  für  das   Heben   der  Last  beträgt 


(448) 


Qefa 


Riemen- 
scheiben, 


Spannungen 
im  Riemen. 


§  lOL 
Anwendungen  des  Gleitwiderstandes  bei  Seilen  und  Riemen. 

1)  Riemenscheiben. 

Um  mechanische  Arbeit  von  einer  Maschinenaxe 
nach  einer  anderen  überzuführen,  wendet  man,  wenn 
der  Abstand  beider  Axen  so  gross  ist,  dass  Zahnräder 
oder  Frictionsrollen  nicht  benützt  werden  können,  oft 
einen  Riemen  oder  ein  Seil  an,  die  über  zwei  Scheiben, 
eine  an  jeder  Axe,  gelegt  und  so  stark  gespannt  werden, 
dass  die  Reibung  zwischen  Scheibe  und  Riemen  genügt, 
um  die  Arbeit  zuerst  von  der  Triebscheibe  auf  den  Rie- 
men und  dann  von  dem  Riemen  auf  die  Lastscheibe  zu 
übertragen  (Fig.  392). 

Der  Widerstand  an  der  Lastscheibe  sei  durch  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  M  gegeben;  statt  M  kann  man 
auch    den    sog.    auf  den    Umfang   reducirten 

M 

Widerstand  Q  =  —    benützen ;  beispielsweise  kann  Q 
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Fig.  392. 

eine  Last  sein,  welche  gehoben  werden  soll.  Es  sei  Sj 
die  Spannung  in  dem  ziehenden  Riementeile,  Sg  die 
Spannung  in  dem  gezogenen  Teile.  Eine  Momenten- 
gleichung für  den  Mittelpunkt  der  Lastscheibe  als  Pol 
liefert 

(449)  S^r—S^-M  =  0, 

Wendet  man  ferner  die  Gleichung  (445)  unter  den  Voraus- 
setzungen an,  dass  der  Riemen  als  vollkommen  biegsam 
betrachtet  werden  darf  und  dass  die  Reibung  völlig  ent- 
wickelt ist,  so  erhält  man 

Durch  Auflösung  der  beiden  letzten  Gleichungen  er- 
giebt  sich 


5i  = 


ef^    M 


efo- 


eJ^ — 1  r      eh—\ 


(450) 


S.= 


1      M 


1 


^/«— 1  r       ß/«— 1 


Q, 


Q. 


Wenn  die  Scheiben  in  Ruhe  sind,  so  ist  der  gemein- 
same Wert  der  Spannungen  der  beiden  Riementeile  an- 
nähernd 


(451) 


M  und  Q  sind  durch  den  Arbeitseffect  und  die  Um- 
laufszahl n  der  Lastscheibe   bestimmt.    Ist   der   Arbeits- 

37 
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effect  oder  die  Leistung  N  Pferdestärken  und  drückt 
man  die  Langen  in  m,  die  Kräfte  in  kg  aus,  so  er- 
hält man 

/.r:m  ^       iW      60.75  A^      2250  A^ 

(452)  Q  =  —  =  —^ = 

^      '  r  2jirn  nrn 

Die  Gleichungen  (450)  setzen  eine  vollständig  entwickelte 
Reibung  voraus  und  bieten  also  keine  Sicherheit  gegen 
Gleiten  des  Riemens.  Um  ein  Gleiten  zu  verhüten, 
müssen  5i,  5^  und  S  in  Wirklichkeit  noch  grösser  ge- 
macht werden;  man  kann  dies  z.  B.  so  erreichen,  dass 
man  statt /in  den    Formeln    (450)   und   (451)  nur  einen 

Teil     —  von  /  benützt,  wo  //i  >  1  ist. 

Die  Riemenscheiben  werden  oft  mit  einer  glattabge- 
drehten, etwas  convexen  Riemenbahn  versehen,  weil  sie 
den  Riemen  besser  als  eine  cylindrische  Bahn  am  Ab- 
gleiten hindert  Als  mittleren  Wert  von  /  nehme  man 
/=0.28  bei  gewöhnlichen  etwas  gefetteten  Lederriemen 
auf  gusseisernen  Scheiben. 

Die  Seilscheiben  werden  zur  Verstärkung  der  Reibung 
mit  Keilnuten  versehen.    Für  ein  Hanfseil  auf  einer  glatten 
hölzernen  Scheibe  ist  /=  0.33  im  Mittel. 
Bandbremse,        2)  Bandbremse. 

Die  einfache  Bandbremse  wird  hauptsächlich 
bei  der  gewöhnlichen  Hebewinde  benützt  (Fig.  393). 
Die  Triebwelle  der  Winde  ist  mit  einer  glattgedrehten 
Scheibe  versehen,  um  die  Scheibe  ist  ein  Stahlband  ge- 
legt; das  eine  Ende  A  ist  am  Fundament  der  Winde, 
das  andere  Ende  B  an  dem  kürzeren  Arm  eines  Hebels 
befestigt.  An  dem  längeren  Arm  dieses  Hebels  wirkt  die 
Kraft  P,  mit  Hülfe  welcher  das  Stahlband  an  die  Scheibe 
gepresst  wird;  dabei  wird  die  Last  Q  gebremst.  Der 
Abstand  der  Last  Q  von  dem  Mittelpunkte  der  Scheibe 
sei  r.  In  dem  Stahlbande  wirkt  bei  A  eine  Spannung 
V,  bei  B  eine  Spannung  X  und  zwar  ist  bei  der  in  der 
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Figur  angegebenen  Drehungsrichtung  Y  die  grössere  von 
beiden.  Die  Kraft  P  hat  ihren  kleinsten  Wert,  wenn 
völlig  entwickelte 
Reibungswider- 
stände beim 
Bremsen  in  An- 
spruch genom- 
men werden.  Mit 
den  Bezeichnun- 
gen in  Fig.  393 
ist  die  Oleichge- 
wichtsbedingung 
am  Hebel 

Pa  =  Xb  Fig.  393. 

und  an  der  Scheibe 

XR+Qr=YR, 

Gemäss  der  Gleichung  (445)  hat  man 

Y=Xef<^. 

Eliminirt  man  die  Spannungen  X  und  Y  zwischen  den 
drei  letzten  Gleichungen,  so  erhält  man  die  zum  Bremsen 
erforderliche  Kraft 


(453) 


P='J- 


Q 


Raefa—l 


Um  dieselbe  Last  bei  der  entgegengesetzten  Drehungs- 
richtung der  Scheibe  zu  bremsen,  würde  man  eine  erheb- 
lich grössere  Kraft  brauchen,  und  zwar  erhielte  man 
durch  Umkehren  der  Zeichen  von  /  und  Q  in  der  Glei- 
chung (453) 


(454) 
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1)  Differentialbandbremse. 

Bei  der  Differentialbandbremse  sind  die 
beiden  Enden  des  Bremsbandes  an  dem  Hebel  befestigt, 
entweder  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  in  Bezug  auf  den  Stützpunkt  des  Hebels,  wie  in 
der  Figur  394.    Wenn  die  Bremse  zweckmässig  einge- 


Fig.  394. 

richtet  ist,  so  ist  ihre  Wirkung  noch  kräftiger  als  diejenige 
der  einfachen  Bandbremse.  Mit  den  Bezeichnungen  in 
der  Figur  394  erhält  man 

Pa-\-  Yb  =  Xc, 
XR  =  Qr+YR, 

X=ef^Y, 

und  berechnet  hieraus 


(455) 


r  cefa-b 


Wählt  man  b  nur  wenig  kleiner  als  ßß/«  so  kann  man 
mit  Hülfe  einer  kleinen  Kraft  P  eine  grosse  Last  Q 
bremsen. 
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Als  Wert  des  Reibungscoefficienten  /  bei  Eisen  oder 
Stahlbändern  auf  eisernen  Scheiben  kann  im  Mittel  /=  O.is 
sowohl  während  der  Bewegung  wie  für  den  Übergang 
aus  Ruhe  in  Bewegung  gewählt  werden. 


§  102. 
Steifigkeitswiderstand  von  Ketten,  Seilen  und  Riemen. 

Oben  ist  vorausgesetzt  worden,  dass  die  betrachteten  Stäfigkeits- 
Seile  und  Riemen  vollkommen  biegsam  seien.  Dies  ist  »^^^Ärs/fl/ftf. 
aber  in  Wirklichkeit  nie  vollständig  der  Fall;  die  unvoll- 
kommene Biegsamkeit  eines  Riemens,  eines  Seiles  oder 
einer  Kette  verursacht  einen  Widerstand  bei  der  Bewe- 
gung dieses  Zugorgans,  welche  meistens  in  der  Aufwicke- 
lung auf  einer  Welle  oder  in  der  Abwickelung  von  der- 
selben besteht  Dieser  Widerstand  heisst  Steifigkeits- 
widerstand und  verbraucht  Arbeit  gerade  so  wie  die 
Reibung.  An  der  Kette  entsteht  der  Arbeitsverlust  haupt- 
sächlich durch  die  Reibung  beim  Gleiten  der  Kettenglie- 
der auf  einander;  bei  Seilen  und  Riemen  entsteht  eine 
gewisse  Form  Veränderung;  bei  Seilen  gleiten  die  einzel- 
nen Seilabteilungen  in  den  von  den  übrigen  gebildeten 
keilnutenförmigen  Rinnen.  Gleichzeitig  findet  eine  Ab- 
weichung des  Seiles,  des  Riemens  oder  der  Kette  aus  der 
Lage  statt,  welche  sich  bei  vollkommener  Biegsamkeit  er- 
geben würde. 

Durch  diese  Abweichung  wird  im  allgemeinen  der 
Hebelarm  der  Kraft  verkürzt,  der  Hebelarm  der  Last  ver- 
längert (Fig.  395);  jedoch  können  auch  beide  verlängert 
werden,  wie  z.  B.  bei  Drahtseilen,  und  zwar  der  Kraftarm 
weniger  als  der  Lastarm.  Durch  die  dabei  entstehende 
Parallelverschiebung  der  Kraft  und  der  Last  werden  ihre 
Momente  in  Bezug  auf  die  Axe  der  Scheibe,  an  der  sie 
angebracht   sind,   geändert.     Wie   die  Figur  395  zeigt. 
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Fig.  395. 


würde  das  Kraftmoment  um  Pp  vermindert,  das  Lastmo- 
ment um  Qq  vergrössert  werden.  In  den  Anwendungen 
behält  man  am  zweckmässigsten  die  theoretischen  Arme 
der  Kraft  und  der  Last  bei  und  führt  ein  besonderes  der 
Bewegung  entgegenwirkendes  Moment  ein.  Statt  dieses 
Momentes  kann  man  auch  eirte  an  der  Peripherie  der 
Scheibe,  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  der  Bewegung 
wirkende  tangentiale  Kraft  5  benützen,  welche  der  auf 
die  Peripherie  reducirte  Steifigkeitswi- 
derstand  heisst;  diese  Kraft  darf  jedoch  in  keiner  Pro- 
jectionsgleichung  mitgerechnet  werden,  sondern  nur  in 
der  Momentengleichung  für  den  Mittelpunkt  der  Scheibe 
als  Pol. 

Wenn  P  und  Q  gleich  grosse  Arme  besitzen,  so  lie- 
fert die  Momentengleichung 


und  also 
(456) 


PR=QR-^SR, 


S  =  P-Q. 


Bei  der  Berechnung  von  S  müssen  einige  Fälle  von 
einander  unterschieden  werden. 
Kette,  1)    Kette:   Es  seien  gemäss  der  Figur  396  /  die 

Länge  eines  Gliedes  der  Kette,  a  der  einem  Oliede  ent- 
sprechende Winkel  am  Mittelpunkte  der  Scheibe,  R  der 
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Radius  der  Scheibe,  sowie  femer  q  der  mittlere  Krüm- 
mungsradius desjenigen  Stückes  des  Auges  des  Ketten- 
gliedes, bei  dem  ein  Gleiten  statt- 
findet, /  der  Reibungscoefficient 
beim  Gleiten. 

Wenn  man  die  Scheibe  um  den 
Winkel  a  dreht,  wobei  also  ein 
Stück  /  der  Kette  aufgewindet  wird, 
so  erhält  man  als  Arbeiten  bez. 
der  Kraft  P,  der  Last  Q  und  der 
Reibung  in  zwei  Kettengliedern 

A  =  Pl, 


An=Ql, 
Af=/PQa-\-fQQa, 


Fig.  396. 


Man  hat  ferner 


oder 


A=An+Af 


Pl=Ql^J[P-^Q)ga'^ 
hieraus  ergiebt  sich 

P~Q  _  S  _    Tfga 
Q      ~  Q~  l—foa 


Setzt  man  noch 


/  =  2/?tg; 


ein,  so  erhält  man 


(457) 


_  2/ga 


S  = 


Q. 


2Rig^^-fQa 


Bei   der  Anwendung  kann   man   das  zweite  Glied  des 
Nenners  weglassen  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
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Riemen, 


Kettenglieder  nicht  sehr  lang  sind  2  tg  ^  durch  a  erset- 
zen.   Dadurch  ergiebt  sich  die  einfachere  Formel 


(458) 


S  =  2f^Q 


für    die    Berechnung    des   Steifigkeitswiderstandes   einer 
Kette.    Bei  nicht  geschmierten  Ketten  ist  im  Mittel /=  0.2. 
Hanfseil  2)   Hanfseil.    Durch   Versuche  hat  man   für  den 

Steifigkeitswiderstand  von  Hanfseilen  die  Formel 


(459) 


S  =  A^(P4-e) 


gefunden.  R  ist  der  Radius  der  Scheibe,  d  der  Durch- 
messer des  Seils,  P  die  Kraft,  Q  die  Last  und  k  ein  von 
der  Beschaffenheit  des  Seiles  abhängender  Coefficient.   Als 

mittleren  Wert  kann  k  =  O.ooo  37::^  benützt  werden,  wobei 


mm 


R  und  d  in  mm  ausgedrückt  werden  müssen. 

3)  Riemen.  Für  den  Steifigkeitswiderstand  der  le- 
dernen Riemen  benützt  man  die  auf  Grund  von  Versuchen 
aufgestellte  Formel 


(460) 


S  =  Ä 


S^ 


\{P^Q). 


wo  die  Bezeichnungen   dieselben  wie  vorher  sind,  mit 
dem  Unterschiede,  dass  b  die  Dicke  des  Riemens  bedeu- 

\_ 
mm 


tet.    Im  Mittel  ist  k  =  O.015 


Anwendung. 

Man  berechne  den  Steifigkeitswiderstand  in  Procenten  der  Last 
bei  einer  Scheibe  vom  Radius  R  =  O.i  m,  je  nachdem  bei  der  Hebung 
der  Last  1)  eine  Kette  mit  5  cm  langen  Gliedern  und  ^  =  0.5  cm,  2) 
ein  Hanfseil  von  25  mm  Durchmesser  oder  3)  ein  Lederriemen  von 
6  mm  Dicke  benützt  wird. 
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1)  Für  die  Kette  findet  man 


^_2X0.2X— -  — , 


2)  für  das  Hanfseil 

S 
Q' 

-2       ^ 

kiP 

^^                  25«^ 

12 
100 

3)  für  den  Lederriemen 

S 
Q~ 

-.  *« 
— ? 

§  103. 

1.1 
100 

Rollen  and  Flaschenzfige. 

A. 

Feste  Rolle. 

Bei  der  f  e  s  t  e  n  Rolle  (Fig.  397)  werde  ein  Gewicht 
Q  vermittelst  einer  verticalen  Kraft  P  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit gehoben.  Die  schäd- 
lichen Widerstände  bestehen  teils  in 
der  Zapfenreibung,  welche  hier  nach 
§  Q5  A  berechnet  werden  kann,  teils 
in  dem  Steifigkeitswiderstande  eines 
Seiles  oder  einer  Kette.  Die  beiden 
Fälle  müssen  gesondert  behandelt 
werden. 

1)    Heben    mit    Hülfe    ei- 
nes Seiles. 

Die   Figur  stellt   die   Kräfte  dar, 
welche  auf  die  Rolle  selbst  wirken; 
O  ist  das  Gewicht  der  Rolle,  R  ihr 
Radius  und  q  der  Radius  des  Zapfens.    Durch  Projection 
der  Kräfte  auf  die  verticale  Richtung  findet  man 


Fig.  397. 


Feste  Rolle 
und  Seil, 
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oder  genügend  genau 

P+Q-\-0  =  N. 

Die  Gleichung  der  Momente  in  Bezug  auf  die  Axe  der 
Rolle  liefert 

PR-QR-SR-fNr=Q, 
oder 

Der  Steifigkeitswiderstand  5  ist  nach  der  Gleichung  (45Q) 

Eliminirt  man  jetzt  A^  und  S  zwischen  den  drei  erhalte- 
nen Gleichungen  und  löst  die  resultirende  Gleichung  in 
Bezug  auf  P  auf,  so  findet  man 

(461)  P-^zirkW^irfr^+f^-ktP-fr^' 

Diese  Gleichung  hat  die  Form 

(462)  P  =  aQ-\^bO. 

Meistens  ist  O  so  klein,  dass  das  zweite  Glied  der  rech- 
ten Seite  vernachlässigt  werden  kann.  Dabei  ergiebt  sich 
einfacher 

(463)  P=aQ. 

Der  für  die  Constante  a  gefundene  Ausdruck 

^  —  I^-kiP  -fr 


i 
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kann  mit  hinreichender  Genauigkeit  ersetzt  werden  durch 

(464)  ^:^i_|_2äJ  +  2/^. 

Mit  den  numerischen  Werten  k  =  O.009  und  /=  O.08  bei 
geschmierten  Zapfen  ist 

(465)  fl  =  1  +  0.018  5  +  0.16  L 

wo  d,  r  und  R  in  mm  ausgedrückt  werden  müssen. 

2)    Förderung   mit   Hülfe   einer  Kette.       f'este  Rolle 
Der  einzige  Unterschied  zwischen  diesem  und  dem    ^'^^  ^^^^^' 

vorhin  betrachteten  Falle  rührt  von  dem  Werte  (Ol.  458) 

des  Steifigkeitswiderstandes 

her,  wo  der  Reibungscoefficient  des  Gleitens  in  den  Glie- 
deraugen mit  /i  bezeichnet  worden  ist,  während  /  der 
Zapfenreibungscoefficient  ist  Mit  Vernachlässigung  des 
eigenen  Gewichts  der  Rolle  findet  man  jetzt 


(466) 

P=aQ, 

wo 

(467) 

ß=l+2/,|+2/^ 

oder 

(468) 

fl-=l+0.4|+0.16^ 

ist. 

Der  Wirkungsgrad  bei  der  Förderung  ist  in  beiden    Wirkungs- 
Fällen  *«"^- 

(469)  r,  =  -p=^=-. 
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Lose  Rolle 
und  Seil, 


B.    Lose  Rolle. 

Die  lose  Rolle  (Fig.  398)  bewegt  sich  zusammen  mit 
der  Last,  welche  an  das  Rollengehäuse  angehängt  ist. 
Der  eine  Teil  des  um  die  Rolle  gelegten  Seiles  oder  der 

Kette  ist  fest;  an  dem 
anderen  Teile  wirkt  die 
zum  Heben  der  Last  Q 
erforderliche  Kraft  P.  Die 
Spannung  in  dem  befes- 
tigten Seilstucke  sei  X 
Man  unterscheidet  wie- 
der zwischen  zwei  Fällen, 
je  nachdem  ein  Seil  oder 
eine  Kette  benützt  wird. 
1)  Förderung  mit 
Hülfe  eines  Seiles. 
Wenn  man  die  Ge- 
wichte des  Rollenge- 
häuses   und    des    Last- 


Fig.  398. 


hakens  vernachlässigt  oder  sie  in  Q  einrechnet,  so  findet 
man  durch  Projection  der  Kräfte  in  der  Figur  rechts  auf 
die  verticale  Richtung 


Q-=N  cos  q>  +/Vsin  9?  = 


cos  9? 


Die  Projectionsgleichung  für  die  verticale  Projectionsrich- 
tung  liefert  femer  an  der  Rolle  selbst 


P+X=:0-f 


N 


cos  9? 


=  o  +  Q. 


wo  O  das  Gewicht  der  Rolle  ist.    Mit  Hülfe  der  Mo- 
mentengleichung für  die  letztgenannten  Kräfte  erhält  man 


XR  +  SR  —  PR+/Nr=0, 
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Führt  man  hier  den  Wert  (Ol.  459) 

des  Steifigkeitswiderstandes  ein  und  eliminirt  X  mit  Hülfe 
der  Gleichung 

so  findet  man  schliesslich 

<470)    P='{,  +  *f^'}c  +  l{i  +  ^}a 

Dieses  Resultat  hat  die  Form 

<471)  p=aQ-]-ßQ, 

Wenn  O  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist  einfacher 

<472)  P=aQ, 

Zwischen  dem  Coefficienten  a  an  der  festen  Rolle  und 
dem  Coefficienten  a  an  der  losen  Rolle  besteht  die  Be- 
ziehung 

2)   Förderung  mit   Hülfe  einer  Kette.       Lou  Rolle 
Infolge  des  veränderten  Wertes  des  Steifigkeitswider-    "tä  Kette. 
Standes  (Ol.  458) 

ändert  sich  der  Coefficient  a  der  Formel 
<474)  P=aQ 

jetzt  in 

(475)  «==l{l+/4-+4}- 
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Auch  in  diesem  Falle  besteht  genügend  genau  die  Be- 
ziehung 

(476)  r^ä  =  ^+2/i|  +  2/^  =  «- 

WirkungS'         Für  den  Wirkungsgrad  an  der  losen  Rolle  erhält  man 

grad. 

(477)  71  =  ^  =  ^  —  —. 
^     ^  ^        P        aQ~2a 


C.    Vergleich  zwischen  der  festen  und  der  losen  Rolle. 

Die  Kraft         Um  einen  Vergleich  in  Bezug  auf  die  Hebekraft  P 

beim  Heben,  und  den  Wirkungsgrad  zwischen  zwei  gleich  beschaffenen 

Rollen  anzustellen,  von  welchen  die  eine  fest,  die  andere 

lose  ist,  werde  der  Coefficient  a  der  Formeln  (463)  und 

(466)  durch  \-\-y  ersetzt,  wo  y  die  Grösse 

bei  Anwendung  eines  Seiles  und  die  Grösse 
2/4+2/^ 

bei  Anwendung  einer  Kette  bezeichnet.  Es  seien  P  und 
ri  die  Kraft  und  der  Wirkungsgrad  für  die  feste  Rolle, 
F"  und  ri'  dieselben  Grössen  für  die  lose  Rolle.  Man 
erhält  dann 

folglich  ergiebt  sich 

(478)  P=  (2 +  /)/>', 
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d.  h.  die  zum  Heben  erforderliche  Kraß  muss  bei  der  fes- 
ten Rolle  mehr  als  zwei  Mal  so  gross  wie  bei  der  losen 
Rolle  sein. 

Für  die  Wirkungsgrade  findet  man  Wirkungs- 


1  1 

a      1+7 


grad. 


2a~2(l+y)' 
und 

(479)  rj^  =  (l+:^y)rj, 

d.  h.  der  Wirkungsgrad  ist  etwas  grösser  bei  der  losen 
Rolle  als  bei  der  festen. 

Wenn  die  lose  Rolle  also  gewisse  Vorteile  vor  der 
festen  Rolle  darbietet,  so  geschieht  andererseits  das  He- 
ben der  Last  um  so  langsamer. 

D.    Vereinfachte  Berechnnngsweise. 

Es  würde  bei  der  Behandlung  eines  Zusammengesetz-  Widerstands- 
ten  Flaschenzuges  allzu  weitläufig  sein,  für  jede  Rolle  die    coefficient, 
Zapfenreibung  und  den  Steifigkeitswiderstand  in  Betracht 
ziehen  zu  müssen.    In  der  That  ist  dies  auch  nicht  not- 
wendig.   Die  für  die  feste  Rolle  geltende  Gleichung  (463) 
oder  (466) 

P=aQ 

kann  so  verallgemeinert  werden,  dass  man  sie  auf  die 
Spannungen  der  Seil-  oder  Kettenteile  auf  beiden  Seiten 
einer  beliebigen  Rolle  anwendet.  Die  Grösse  a  wird  als 
ein  Widerstandscoefficient  betrachtet,  mit  wel- 
chem die  Spannung  in  dem  gezogenen  Teile  multiplicirt 
werden  muss,  um  die  Spannung  in  dem  ziehenden  Teile 
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Zu  liefern.    Für  die  lose  Rolle  ergiebt  sich  dabei  folgende 
Berechnung  (Fig.  3Q8). 

Durch  Projection  der  auf  das  ganze  System  wirken- 
den Kräfte  auf  die  Verticale  erhält  man  (für  0  =  0) 

gemäss  unserer  Regel  ist 

P=aX. 

Durch  Elimination  von  X  zwischen  diesen  Gleichungen 
findet  man 


P  = 


1+a 
Weil  nach  (473)  und  (476) 


Q. 


1  +  a 

ist,  so  ist  die  obige  Gleichung  identisch  mit 
der  Gleichung  (472)  oder  (474). 

E.    Gewöhnlicher  Flaschenzug. 

Der  gewöhnliche  Flaschenzug 
(Fig.  399)  besteht  aus  einem  festen  und  ei- 
nem beweglichen  Gehäuse,  welche  beide 
n  Rollen  enthalten.  Das  Seil  oder  die  Kette 
ist  an  einem  Auge  des  festen  Gehäuses  ange- 
macht und  abwechselnd  um  die  Rollen  des 
beweglichen  und  des  festen  Gehäuses  gelegt. 
An  dem  freien  Ende  wirkt  die  zum  Heben 
erforderliche  Kraft  P,  während  die  Last  an 
dem  beweglichen  Gehäuse  hängt.  Wir  setzen 
voraus,  dass  der  Abstand  zwischen  dem  fes- 
ten und  dem  beweglichen  Gehäuse  so  gross 
ist,  dass  alle  Teile  des  Seiles  oder  der  Kette 
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ohne  merkbarer  Abweichung  einander  parallel  sind.   Be-    Beziehung 
zeichnet  man  der  Reihe  nach  die  Spannungen  der  ein-  ^^^^  ^ 
zelnen  Teile,  von  A  ausgehend,  mit  Xj,  X^  u.  s.  w.,  so     oeri^t 
erhält   man   unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Wider- 
standscoefficient  a  für  alle  Rollen  derselbe  ist, 

A3  =  üX^f 


X2n  —  0X2/1—1 , 

P=aX2n. 

Denkt  man   sich  ferner  alle  Teile  des  Seiles  oder  der 

Kette  durchschnitten   und  projicirt  die    Kräfte  an   dem 

beweglichen   Rollengehäuse  auf  die  Verticale,  so  erhält 
man 

Q  =  X^  +  X^+..  +  X2n. 

Durch  Elimination  der  2n  Grössen  X^,  X2 . . .  -Xi«  zwischen 
den  obigen  2/j  -f  1  Gleichungen  ergiebt  sich 

(480)  Q=^+P  +  ..+  P,. 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  in 

^~  a^  '  ~c*'(ö-l)' 

oder 

Statt  jedesmal  die  Gleichung  (481)  zu  benützen,  be- 
stimmt man  ein  für  alle  Mal  den  Wirkungsgrad  eines 
gegebenen  Flaschenzugs  und  drückt  die  Beziehung  zwi- 

38 
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sehen  Kraft  und  Last  vermittelst  desselben  aus.    Die  Glei- 
chung (480)  liefert  für  fl  =  l,  wobei  P=Pn  ist, 


^«=^0 


Hieraus  ergiebt  sich 


(482) 


Pn  2n 


a*«  — 1 


P  ~  a^(a  —  1)  ^  ~  2na^  (c  —  1) 


und  als  Endformel 


,2« 


1 


Q 


(483) 


P  = 


2nrj 


Q. 


Heben  der 
Last. 


Fig.  400. 


F.    Differentialflaschenzug. 

Der  Differentialflaschen- 
zug besteht  aus  zwei  mit  einander 
zusammengegossenen  Rollen  mit  ver- 
schieden grossen  Radien  R  und  r, 
in  einem  unbeweglichen  Gehäuse, 
P  und  einer  losen  Rolle,  deren  Gehäuse 
die  Last  trägt.  Um  die  Rollen  ist 
eine  endlose  Kette  gelegt,  wie  Fig. 
400  zeigt.  Die  Umfange  der  zusam- 
mengegossenen Rollen  sind  mit  Zäh- 
nen oder  Vertiefungen  versehen,  damit 
die  Kette  nicht  gleite.  Man  muss  die 
beiden  Fälle,  dass  die  Last  gehoben 
oder  gesenkt  wird,  gesondert  be- 
handeln. 

1)  Die  Last  werde  ge- 
hoben. 

In  diesem  Falle  wirkt  die  Kraft  P 
an    dem    Teile    der  schlaffen  Kette, 
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welcher  von  der  Rolle  mit  dem  grösseren  Radius  R  her- 
unterhängt Wenn  X  und  Y  die  Spannungen  der  Ket- 
tenteile zwischen  den  beiden  Gehäusen  bezeichnen,  wie 
die  Figur  zeigt,  so  ergeben  sich  an  der  losen  Rolle  die 
Gleichungen 

X-\-Y=Q, 

X=aY. 

Mit  Hülfe  einer  Momentengleichung  in  Bezug  auf  die 
Axe  der  zusammengegossenen  Rollen  erhält  man 

PR-]-Yr=aXR, 

wo  die  rechte  Seite  die  Summe  der  Momente  der  Span- 
nung X  in  dem  aufzuwickelnden  Kettenteile  und  der 
schädlichen  Widerstände  ist.  Durch  Elimination  von  X 
und  Y  zwischen  den  drei  Gleichungen  findet  man 

als  Beziehung  zwischen  Kraft  und  Last.  Mit  a  =  1  er- 
hält man  hieraus 

und  den  Wirkungsgrad 

Mit  Benutzung  von  rj  nimmt  die  Gleichung  (484)  die 
praktisch  zweckmässige  Gestalt 
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an. 
Senken  der        2)   Dte   Last  werde  gesenkt 
Last  £3  ig^  gijig  jgp  Bewegung  entgegenwirkende  Kraft  P 

in  demselben  Kettenteile  erforderlich  wie  P  vorher;  und 
zwar  erhält  man  R  aus  dem  Ausdrucke  (484)  von  P, 

wenn  man  a  durch  -  ersetzt,  was  mit  der  Umkehrung 

der  Bewegungsrichtung  gleichbedeutend  ist    Es  ergiebt 
sich 


(486)  P  = 


L  —  L 
a^      R 


1+^ 

'   a 


1        r 
Damit  R  positiv  sei,  muss  -2  >  p  sein.    Würde  man  die 

Kraft  P  entfernen,  so  würde  die  Last  Q  von  selbst  in 
Bewegung  geraten.  Man  verlangt  aber  eine  solche  Con- 
struction  des  Differentialflaschenzuges,  dass  eine  Last  Q, 
welche  vermittelst  desselben  gehoben  wird,  nicht  zu  sin- 
ken beginnen  darf,  wenn  die  Triebkraft  P  entfernt  wird. 
Man  erreicht  dies,  wenn  man 

(487)  ^>i 

macht  F  wird  dabei  negativ,  d.  h.  die  Kraft  muss  an 
dem  Teile  der  schlaffen  Kette  angebracht  werden,  welcher 
von  der  Rolle  mit  dem  kleineren  Radius  herunterhängt 
Weil  a  fast  ohne  Ausnahme  gleich  oder  grösser  als 
1.06  ist,  so  kann  zweckmässig  bei  der  praktischen  Aus- 
führung 
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R^  1.06« 


oder 


R  =  9 


r       8 
gewählt  werden.    Dem  Werte  ö=  q  würde  gemäss  der 

Gleichung  (485)  der  Wirkungsgrad  ri  ==  0.49  entsprechen. 


§  104. 
Rollende  Reibung. 

Der  Bewegungswiderstand,  den  man  rollende  Rei- 
bung oder  Walzenreibung  nennt,  tritt  auf,  wenn 
eine  Walze  längs  einer  ebenen  Unterlage  rollt  (Fig.  401). 
Er  kann  stets  durch  ein  Kräfte- 
paar dargestellt  werden.  Die 
Beobachtungen  haben  gezeigt, 
dass  das  Moment  M  dieses 
Kräftepaares  proportional  dem 
normalen  Drucke  zwischen  der 
Walze  und  der  Unterlage  ist 
und  somit  in  die  Form 

gesetzt  werden  kann.  Dabei  bezeichnet  /  einen  Erfah- 
rungscoefficienten,  den  sog.  Hebelarm  oder  C  o  e f  f  i- 
cienten  der  rollenden  Reibung;  er  ist  eine 
Länge. 

Im  Mittel  hat  man  für  Eisen  auf  Eisen  (z.  B.  bei  Ei- 
senbahnrädem  und  Schienen)  sowie  für  hartes  Holz  gegen 
Holz  (Pockholz) 

/=  0.0005  m 
gefunden. 
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Auch  während  der  Ruhe  giebt  es  einen  Widerstand 
gegen  das  Rollen;  er  ist  entweder  vollständig  oder  un- 
vollständig entwickelt.  Wenn  das  Moment  eines  auf  die 
Walze  wirkenden  Kräftepaares  kleiner  als  fN  ist  und  die 
Walze  sich  in  Ruhe  befindet,  so  bleibt  sie  in  Ruhe;  wenn 
das  Moment  grösser  als  flJ  ist,  so  beginnt  die  Walze  zu 
rollen  und  zwar  verläuft  die  Bewegung  so,  als  ob  es  kein 
Hindernis  gäbe,  das  Moment  des  angreifenden  Kräfte- 
paares aber  um  den  Betrag  fN  kleiner  als  das  wirkliche 
Moment  wäre. 

Eine  Walze  vom  Radius  r  befinde  sich  auf  einer  hori- 
zontalen Unterlage  (Fig.  402);  auf  die  Walze  wirke  in 

einem  Punkte  O  der  Axe  eine  zur 
Axe  senkrechte  Kraft  /?,  welche 
den  Winkel  ß  mit  der  Verticalen 
einschliesst.    Dabei  ist 

N=RQOsß 

und  das  angreifende  Moment 

(488)  M  =  Rrs\nß. 

Die  Walze  verbleibt  in  Ruhe,  wenn 

Rrsmß^fRcosß 


oder 
(489) 


tg^; 


-/ 


Coefficient 

der  Walzen- 

reihung. 


ist.  Diese  Beziehung  drückt  die  Bedingung  dafür  aus,  dass 
die  Kraft  R  innerhalb  des  Winkels  A'OA'  liegen  muss, 
den  man  erhält,  wenn  man  den  Punkt  O  mit  den  Punk- 
ten A'  und  A"  verbindet,  welche  in  dem  Abstände/ von 
dem  Stützpunkte  A  auf  beiden  Seiten  liegen. 

Wenn  die  Bedingung  (48Q)  nicht  erfüllt  ist,  so  gerät 
die  Walze  in  Bewegung,  und  zwar  so  als  ob  das  Mo- 
ment 

/?(rsin^— /cos/?) 
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auf  sie  wirken  würde.  Dieser  Ausdruck  bezeichnet  das 
Moment  der  Kraft  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  A\  In  der 
That  giebt  /  die  Verschiebung  an,  welche  die  Axe  der 
augenbHcklichen  Drehung  beim  Beginn  des  Rollens  da- 
durch erfährt,  dass  die  Körper  nicht  völlig  starr  sind. 
Man  kann  sich  den  Einfluss  der  rollenden  Reibung  auch 
so  vorstellen,  dass  man  die  Körper  als  absolut  starr  be- 
trachtet und  femer  annimmt,  die  Walze  sei  in  einer  Hori- 
zontalebene durch  A'A'  abgeschnitten  und  ein  Streifen 
von  der  Breite  2/  bilde  die  Stützfläche. 

Statt  /  kann  man  für  eine  Walze  von  gegebenem  Ra-  Ruhe  auf  ei- 

dius  r  auch  einen  durch  die  Gleichung  nerhonzonta- 

len  Unterlage. 

(490)  tg<^  =  ^ 

definirten  Reibungswinkel  cp  benützen  (den  Winkel  A'OA 
der  Figur  402).  Unter  sonst  gleichen  Umständen  ist  die 
Tangente  dieses  Winkels  (und  also  der  Winkel  selbst, 
wenn  r  nicht  sehr  klein  ist)  umgekehrt  proportional  dem 
Radius  r  der  Walze. 

Wenn  R  die  Resultirende  aus  dem  Gewichte  O  der 
Walze  und  einer  Kraft  P  ist,  welche  mit  OA  den  Win- 
kel y  einschliesst  (Fig.  403),  so  erhält  man 

/?C0S/J=O  +  PC0S7,  /^      ^\ 

Rs\nß=^Ps\ny,  l..r...Si^p   \ 

^^^~  O  +  Pzosy  L^Ty-J 

Damit   die  Walze  in  Bewegung  ge-  *^' 

rate,   muss   y  >  <??  sein   und    die   Kraft  P  wenigstens  die 

aus  der  Gleichung 

Psmy / 

'ö^Pzöi^~^^  ~'r 
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sich  ergebende  Grösse 


(491) 


j sm  qs 

~sin{y  —  <p) 


O 


erreichen.    Wenn  P  horizontal  ist,  so  ergiebt  sich 


(492) 


p=Iq. 

r 


Wäre  P  horizontal  und  an  dem  höchsten  Punkte  der 
Walze  angebracht  (Fig.  404),  so  er- 
hielte man  als  erforderlichen  Wert 
von  P,  damit  das  Rollen  beginne 
oder  gleichförmig  verlaufe, 


(493) 


P=lo. 


P  und  O  liefern  dabei  entgegen- 
Fig.  404.  gesetzt  gleiche  Momente  in  Bezug 

auf  A\ 
Wenn  eine  auf  einer  Walze  ruhende  Last  Q  längs  ei- 
ner horizontalen  Unterlage  verschoben  werden  muss  (Fig. 
405),  so  ist  eine  auf  die  Last  wirkende  horizontale  Kraft 

P  erforderlich,  welche  man  aus  der 
Gleichung 

(494)      Pd=fQ+f{Q+0) 

erhält,  wo  /  und  /  die  Coefficien- 
ten  der  rollenden  Reibung  zwi- 
schen der  Walze  und  der  Unter- 
lage und  zwischen  der  Walze  und 
der  Last  sind.  Der  Wert  von  P 
bleibt  derselbe,  wenn  man  statt 
Fig.  405.  einer    Walze   zwei   oder   mehrere 

benützt  und   unter   O  das  totale 
Gewicht  sämtlicher  Walzen  versteht. 
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Eine  Walze  befinde  sich  auf  einer  schiefen  Ebene,   ^ine  Walze 

deren  Winkel  mit  der  Horizontalebene  gleich  a  sei  (Fig.     ^^J''*^'' 

,^,^  ,       .  .  ,         ,.  schiefen 

406);    auf    sie    wirke    die  X^T"^^  ^bene. 

Schwere  O  und  eine  Kraft  P.  /     \      \ 

Soll  die  Walze  in  Ruhe  blei-  (         \^p  J 

ben,somussdieResultirende  V       ^^\i  J      ' ^ 

aus  O  und  P  innerhalb  des  ^^^^^=^^^^^ 

Winkels  A'OA"  liegen.  Die  -,=^r^?c:rrr^ 

Aufgabe   wird  in  ähnlicher  pjg  405. 

Weise  behandelt  wie  im  Falle 

der  Ruhe  eines  Körpers  auf  der  schiefen  Ebene  (§  86  c). 

Wenn  der  Winkel  a  grösser  als  der  Reibungswinkel  tp 

der  rollenden  Reibung  ist,  so  gerät  die  Walze  unter  dem 

Einflüsse  der  eigenen  Schwere  in  Bewegung. 


§  105. 

Anwendung  des  Satzes  von  der  virtnellen  Arbeit  auf 
Probleme  des  Gleichgewichts  mit  Reibung. 

Bei  Aufgaben  über  das  Gleichgewicht  von  Kräften, 
unter  denen  auch  Reibungswiderstände  vorkommen,  kann 
oft  der  Satz  von  der  virtuellen  Arbeit  (siehe  Abschn.  X) 
mit  Vorteil  benützt  werden.  Es  handelt  sich  dabei  immer 
um  einen  nicht  freien  Körper  oder  um  ein  System  von 
mehreren  Körpern,  deren  Beweglichkeit  durch  gewisse 
Bedingungen  beschränkt  ist  (§  82).  Um  den  Satz  anzu- 
wenden, bestimmt  man  sowohl  die  normalen  Reactionen 
als  die  Reibungswiderstände  an  den  Stützpunkten,  erteilt 
dem  Körper  oder  Systeme  von  Körpern  eine  mit  den 
Bedingungen  verträgliche  virtuelle  Verrückung  und  setzt 
die  Summe  sämtlicher  virtuellen  Arbeiten  gleich  Null.  In 
der  so  erhaltenen  Gleichung  treten  ausser  den  gegebenen 
Kräften  auch  die  unbekannten  Normalreactionen  auf,  weil 
die  Reibungswiderstände  von   ihnen  abhängen.    Ausser 
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der  zu  den  geometrischen  Bedingungen  passenden  vir- 
tuellen Verrückung  muss  man  deshalb  dem  Körper  oder 
System  noch  andere  virtuelle  VerrOckungen  erteilen,  so 
dass  man  die  erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen  zur 
Berechnung  der  Reactionen  und  zur  Aufstellung  der 
Oleichgewichtsbedingungen  erhält,  vorausgesetzt  dass  die 
Aufgabe  lösbar  ist  Man  kann  die  Verschiebung  eines 
Stützpunktes  so  wählen,  dass  sie  senkrecht  zu  der  Resulti- 
renden  aus  der  normalen  Reaction  A^  und  dem  Reibungs- 
widerstande steht;  die  unbekannte  Grösse  A^  erscheint 
dann  in  der  aufzustellenden  Gleichung  nicht;  im  allge- 
meinen gelingt  es  aber  nicht  in  dieser  Weise  sämtliche 
unbekannte  Normaldrücke  zu  eliminiren.  Die  angegebene 
Methode  soll  jetzt  auf  einige  Beispiele  angewandt  werden. 
1)  Ein  Stab  vom  Gewichte  Q  lehnt  sich  mit  dem  einen  Ende  an 
eine  verticale  Ebene,  an  welcher  Reibung  stattfindet,  und  ruht  ausser- 
dem auf  einer  scharfen  Kante  A,  wo  die  Reaction  senkrecht  zur  Längs-, 
richtung  des  Stabes  ist  (Fig.  407).  Man  bestimme  die  Grenzlagen  des 
Gleichgewiclites. 

Es  sei  a  der  i4bstand  des  Schwerpunktes  S  des  Stabes  von  dem 
Ende  B,  das  sich  an  die  verticale  Ebene  lehnt,  b  der  Abstand  des 

Punktes  A  von  dieser 
Ebene  und  v  der  Nei- 
gungswinkel des  Sta- 
bes gegen  die  Hori- 
zontalebene. Der 
Druck  bei  A  sei  D, 
der  normale  Druck 
an  der  Verticalebene 
N,  Für  die  Höhe  z 
des  Schwerpunktes  5 
oberhalb  einer  durch 
A  geführten  Horizon- 
talen erhält  man  den 
Ausdruck 


Fig.  407. 


2  =  fl  sm  i'  - 


bigv. 


Bei  einer  virtuellen  Bewegung,  die  zu  den  geometrischen  Bedingungen 
passt,  findet  man 

(495)  az  =  (flcosv-^)^ 


\6v. 
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Das  Stabende  B  liegt  in  dem  Abstände 

yz=bigv 

unter  der  Horizontalen  durch  A.  Wenn  v  sich  um  dv  ändert,  so 
ergiebt  sich 

(496)  ,  ^y  =  ^v'''- 

Es  werde  zuerst  der  Fall  betrachtet,  dass  der  Stab  unter  dem  Ein- 
flüsse eines  vollständig  entwickelten,  nach  unten  gerichteten  Reibungs- 
widerstandes fN  in  Ruhe  verharrt.  Bei  der  oben  gewählten  virtuellen 
Bew^;ung  wird  dann  die  Arbeit 

fN6y  —  Gdz 

ausgeführt.  Setzt  man  sie  gleich  Null  und  führt  die  Werte  von  dy 
und  bz  ein,  so  findet  man 

(497)  /A^-4-  -  O  (fl  cos  K ^)  =  0. 

^      '  -^     COS^  V  \  cos^  v) 

Verschiebt  man  den  Stab  um  das  Stück  A  in  seiner  Längsrichtung, 
SO  erhält  man  mit  Hülfe  des  Satzes  von  der  virtuellen  Arbeit 

—  G  sin  i' .  A  +  -^cos  v .  A  —fNsin  i' .  A  =  0, 
d.  h. 

^  __  cos  y  sin  V  p 
"""  cos  (v  +  tp) 

Wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung  (497)  eingeführt,  so  ergiebt  sich 
nach  einigen  Transformationen  zur  Berechnung  des  betrachteten  Grenz- 
wertes i^i  des  Winkels  v  die  Gleichung 

(498)  cos^i^j  cos  (Vi  -\-<p)  =  —  cos  q?. 

Ändert  man  hier  das  Zeichen  von  <p,  so  erhält  man  für  den  Grenzwert 
V2  bei  völlig  entwickelter  Reibung  in  der  Richtung  nach  oben  die 
Gleichung 

(499)  cos*  Vg  cos  (1^2  —  9?)  =  —  cos  9?. 

Das  Gleichgewicht  besteht  für  jeden  Neigungswinkel  v,  der  die  Be- 
dingungen 

erfüllt. 

Um  zu  erkennen,  ob  eine  gegebene  Lage  des  Stabes  eine  Gleich- 
gewichtslage sei,  zieht  man  durch  den  Stützpunkt  B  die  beiden  Gera- 
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den  BH  und  BK,  welche  mit  der  Normalen  zur  Stützebene  den  Rei- 
bungswinkel ff  einschliessen,  trägt  die  Schnittpunkte  H  und  K  mit 
der  Richtungslinie  des  Druckes  in  A  ab  und  untersucht,  ob  die  Ver- 
ticale  durch  den  Schwerpunkt  S  das  Stück  HK  trifft.  Wenn  dies  der 
Fall  ist,  so  findet  Oleichgewicht  statt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (498)  und  (499)  9?  =  0,  d.  h.  nimmt 
man  an,  dass  die  verticale  Stützebene  vollkommen  glatt  sei,  so  erhält 
man  eine  einzige  Gleichgewichtslage,  welche  durch  die  Gleichung 


(500)  cosv=l/A 

bestimmt  ist.    (Vergl.  das  Beispiel  11  auf  p.  440). 

2)  Auf  einen  Körper^  welcher  sich  auf  einer  horizontalen  Unterleg 
befindet,  wirke  eine  verticale  Druckkraft  N,  welche  durch  den  Schwer- 
punkt der  Stutzfläche  gehe,  und  ein  Kräftepaar  mit  verticaler  Axe  und 
dem  Momente  M,  Man  stelle  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  auf 

Der  Inhalt  der  Stützfläche  sei  F.  Weil  der  Druck  N  sich  gleich- 
förmig auf  die  Fläche  verteilt,  so  wirkt  auf  jede  Flächeneinheit  ein 
normaler  Druck 

N 


(501) 


P  = 


und  auf  das  Flächenelement  df  der  Druck 

pdF, 

Diesem  Drucke  entspricht  ein  grösst  möglicher  Reibungswiderstand 
fpdF,  Es  werde  angenommen,  dass  der  Reibungscoefficient/ in  allen 
Punkten  der  Stützfläche  derselbe  sei.  Man  wähle  in  der  Stützfläche  ein 
^  rechtwinkliges      Coordinatensy- 

stem  ^,  ri  mit  dem  Anfangspunkte 
in  deren  Schwerpunkte  O  (Fig. 
408). 

Jede  Bewegung  des  Körpers 
ist  eine  ebene  Bewegung,  und 
besteht  nach  §  22  in  jedem  Au- 
genblicke in  einer  Drehung  um 
irgend  einen  Pol  C.  Als  vir- 
tuelle Bewegung  nehme  man 
deshalb  eine  Drehung  von  der 
Grösse  dv  um  den  Punkt  C  an. 
(Würde  es  in  der  Stützfläche  ei- 
nen festen  Punkt  geben,  so  würde  C  damit  zusammenfallen).  Bei 
der  Drehung  liefert  das  Kräftepaar  eine  virtuelle  Arbeit,  deren  absoluter 


Fig.  408. 
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Betrag  |  M6v  \  ist.  Die  Reibungswiderstände,  welche  senkrecht  zu  den 
zugehörigen  Radien  r  vom  Pol  C  sind,  liefern  eine  virtuelle  Arbeits- 

summe,  deren  absoluter  Betrag  höchstens  gleich  \Sv\fp  1  rdF  ist,  wo 

das  Integral  über  die  ganze  Stützfläche  erstreckt  werden  muss.  Be- 
zeichnet man  mit  s  eine  zwischen  —  1  und  + 1  liegende  Zahl,  ein- 
schliesslich der  Grenzwerte,  so  erhält  man  mit  Hülfe. des  Satzes  von 
der  virtuellen  Arbeit  die  Gleichung 


oder 
(502) 


M  +  efpCrdF^O, 


Diese  Gleichung  muss  für  irgend  einen  Wert  von  e  erfüllt  sein,  wie 
auch  der  Punkt  C  gewählt  werde.    (Wenn  C  fest  ist,  so  braucht  man 
nur  diesen  einen  Punkt  zu  betrachten). 
Die  Function 


(503) 


•-/ 


rdF 


heisst  Reibungsfunction  und  hängt  von  den  Coordinaten  |  und  jy 
des  Punktes  C  ab.  Um  das  grösst  mögliche  Moment  M  zu  erhalten, 
welches  ohne  Störung  des  Gleichgewichtes  auf  den  Körper  wirken 
kann,  muss  man  das  Minimum  von  V  aufsuchen  und  in  der  Gleichung 
(502)  1^1  =  1  wählen.    Dabei  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  Moment  M  darf  dem  absoluten  Werte  nach  nicht  das  Pro- 
duct  aus  dem  Reibungscoefficienten  und  dem  kleinsten  Werte  der 
Reibungsfunction  übersteigen. 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  f  und  17  des  Pols  C,  in  Bezug 
auf  welchen  die  Reibungsfunction  ein  Minimum  wird,  dienen  die  Glei- 
chungen 


(504) 


=  0  und  — -  =  0. 


d|  ort 

Dieser  Punkt  heisst  Rei- 
bungscentrum. In  einigen 
Fällen  erhält  man  das  Rei- 
bungscentrum unmittelbar, - 
ohne  Anwendung  der  Glei- 
chungen (504).  Dies  ist  immer 
der  Fall,  wenn  die  Stütz- 
fläche zwei  zu  einander  senk- 
rechte Symmetrieaxen  besitzt 
(Fig.    409).     Das  Reibungs- 


Reibungs- 
function. 
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centrum  fällt  mit  dem  Schnittpunkte  O  beider  Axen  zusammen, 
der  zugleich  der  Schwerpunkt  der  Fläche  F  ist.  Um  dies  einzusehen, 
wähle  man  vier  in  Bezug  auf  die  Axen  symmetrisch  liegende  und 

gleich  grosse  Flächenelemente.    Sie  liefern  zu   j  rdF  den  Beitrag 

{Ti  +  r^  +  r^  +  r^idF 

und  dieser  Ausdruck  wird  gleichzeitig  mit  /'i  +  'i  +  's  +  'i  ein  Mi- 
nimum, d.  h.  wenn  C  mit  O  zusammenfällt. 
Quadratische  Bei  einer  quadratischen  Stützfläche  ist  das  Reibungscentrum  der 
Stützfläche,  Mittelpunkt  des  Quadrates.  Um  den  entsprechenden  kleinsten  Wert  der 
Rdbungsfunction  zu  berechnen,  benützt  man  die  für  einen  Kreissector 
vom  Radius  q  und  dem  Centriwinkel  a  geltende  Formel 


(505) 


jrdF=  jrardr=:z\a^^ 


wo  die  Radien  r  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  aus  gerechnet  werden 
(Fig.  410).  Das  Quadrat  zerfällt  in  acht  gleiche  Dreiecke,  welche  durch 
die  vier  Symmetrieaxen  der  Figur  von  einander  getrennt  sind  (Fig. 


..f-4, 


Fig.  410. 


Fig.  411. 


411).    Einem  an  einem  dieser  Dreiecke  gewählten  Stücke  dx  der  Seite 
des  Quadrats  entspricht  ein  sectorenförmiges  Element,  für  das  man 


Q  =  \X^-^iS^ 


^=zdx 


t^+}s2 


und 


jrto3  =  -]/jc2  +  is2rfr 
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erhält    Für  das  ganze  Dreieck  findet  man  dann 
frdF=  ~JiW+\s^  dx 

0 

und  für  das  Quadrat 

J*rdF=  j  sß'j^  +  is»  dx. 

0 

Das  unbestimmte  Integral  ist 


ß 


und  für  das  bestimmte  Integral  ergiebt  sich 


/ 


,^=g+Mg+')^=o.^^. 


Als  grössten  absoluten  Wert  von  M  erhält  man  also  für  einen  gege- 
benen Druck  N 

(506)         \M\  ^fpfrdrJ^^  log(l^+  l)y^^  ^  0.8826/AAs. 

Dieselbe  Methode  ist  noch  anwendbar,  wenn  die  Stützfläche  des      Einzelne 
Körpers  durch  eine  Anzahl  Stützpunkte  ersetzt  wird.    Bezeichnet  man   Stützpunkte. 
die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  in  ihrer  Horizontal- 
ebene liegendes  Coordinatensystem  mit  Xiy^,  Xgy^ . . .  xnyn,  die  in  ihnen 
wirkenden   normalen   Drücke  mit  N^^  N^ . .  Mi,  so  ist  die  Reibungs- 
function 


(507)  

=  2N^{f=^)i^  +  {rj-y)^. 

Dieser  Ausdruck  soll  zu  einem  Minimum  in  Bezug  auf  S  und  t]  ge- 
macht werden. 

3)  Ein  Körper  wird  gegen  eine  Horizontalebene  mit  Hälfe  einer 
verticalen  Kraft  N  gepresst,  welche  durch  den  Schwerpunkt  der  Stutz- 
fläche  geht.  Auf  den  Körper  wirkt  ausserdem  eine  horizontale  Kraft 
P.    Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  sollen  aufgestellt  werden. 

Die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft  P  in  Bezug  auf 
die  fv-Axen  seien  a  und  b]  der  Winkel  zwischen  P  und  der  positiven 


608  Dritter  Teil 


f-Axe  sei  a.     Bei  einer  Drehung  des  Körpers  im  positiven  Sinne  um 
den  Winkel  dv  um  den  Drehpunkt  (f,  tj)  liefert  P  die  virtuelle  Arbeit 

P  |(fl  —  f)  sin  a  —  (^  —  i;)  cos  a  J  dv. 

Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Reibungswiderstande  kann  man 
in  die  Form  (vergl.  p.  605)  bringen 


dv.Bf^CrdF^dv.EfpCrdF, 


wo  die  Bezeichnungen  dieselben  wie  auf  p.  605  sind  und  das  Integral 
über  die  ganze  Reibungsfläche  erstreckt  werden  muss.  Der  Satz  von 
der  virtuellen  Arbeit  liefert  jetzt  die  Gleichung 

(508)  P{{a  —  f)  sin  a  —  (*  —  i;)  cos  a  }  +  efp  CrdF^  0; 

und  zwar  muss  diese  Gleichung  für  alle  möglichen  Werte  der  Coordi- 
naten  ^  und  17  des  Drehpunktes  und  für  irgend  einen  entsprechenden 
Wert  von  «  erfüllt  werden. 
Die  Reibungsfunction  ist 

(509)  V=prrdF 
wie  vorher.    Es  werde  die  Bezeichnung 

(510)  0  z  ^ 


(a  —  ^)  sin  a  —  (b—  tj)  cos  a 


benützt.  Bei  gegebenen  Werten  von  a,  b  und  a  soll  das  Minimum 
von  *  in  Bezug  auf  I  und  j?  berechnet  werden.  Die  Kraft  P  darf 
höchstens  glejch  dem  Product  aus  diesem  Minimiwerte  und  dem  Rei- 
bungscoefficienten  sein.  Wenn  die  Function  0  mehrere  analytische 
Minima  besitzt,  so  muss  man  das  numerisch  kleinste  unter  ihnen 
wählen.  Derjenige  Punkt  (I,  j?),  für  welchen  es  vorkommt,  heisst 
Reibungscentrum  in  Bezug  auf  die  im  Punkte  (a,  b)  angreifende  Kraft 
P  von  der  Richtung  o. 

Wenn  die  Kraft  P  sich  um  den  Punkt  (a,  b)  dreht,  so  bewegt  sich 

das'  Reibungscentrum  längs  einer  Curve  der  Ebene,  welche  Curve 

Curve  der     der  Reibungscentra  für  den  Punkt  (fl,  b)  als  Angriffspunkt  der 

Reibungscen-  Kraft  P  heisst.    Einer  bestimmten  Lage  des  Reibungscentrums  und 

tra.  einem  dazu  gehörenden  Winkel  a  entspricht  ein  Maximum  der  Kraft 

P.    Dieser  maximale  Wert  werde  als  eine  Strecke  von  dem  Punkte 

(a,  b)  aus  abgetragen.    Wenn  a  sich  ändert,  so  beschreibt  der  andere 

Endpunkt  dieser  Strecke  eine  geschlossene  Curve  um  (a,  b).  Das  Gebiet 
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innerhalb  dieser  Curve  heisst  Oleichgewichtsgebiet  der  Kraft  P     Gletchge- 
für  den  Punkt  (a,  b)  als  Angriffspunkt  und  giebt  eine  Vorstellung  wichtsgebieL 
von  dem  Einflüsse  der  Reibungswiderstände  für  verschiedene  Werte 
des  Winkels  a. 

Die  Coordinaten  des   Reibungscentruras  bilden  ein  System]  von 
Wurzeln  der  Gleichungen 

-nr  =  0  und  —  =  0. 

Mit  Berücksichtigung  des  Ausdruckes  (510)  gehen  diese  Gleichungen 
über  in 

|(a  —  ^)  sin  a  —  {b  —  rt)  cos  oj  — -  +  Ksin  a  =  0, 

|(ö  —  I)  sin  a  —  (^  —  17)  cos  aj  .  -  —  Kcos  a  =  0. 
Sie  sind  äquivalent  den  beiden  Gleichungen 


(511) 


öV  ,   oV  .  ^ 

-  ^  cos  a  +  -  -  sin  a  =  0, 


die  man  ohne  Mühe  aus  ihnen  ableitet.  Die  erste  Gleichung  (511)  ist 
unabhängig  von  dem  Winkel  o  und  stellt  sorait"die  Gleichung  der 
Curve  der  Reibungscentra  in  Bezug  auf  den  Punkt  (a,  b)  dar. 

Wenn  der  Punkt  (a,  b)  mit  dem  Schwerpunkte  der  Stützfläche  F 
zusammenfällt,  so  sucht  die  Kraft  P  nur  eine  Parallel  Verschiebung  des 
Körpers  zu  Stande  zu  bringen;  in  dem  Gleichgewichtszustande  darf 
sie  höchstens  die  Grösse  fN  haben.  Das  Gleichgewichtsgebiet  ist  in 
diesem  Falle  ein  Kreis  um  den  Schwerpunkt  als  Mittelpunkt  und  mit 
dem  Radius  fN)  weil  eine  Translation  alsl  eine  Drehung  um  einen 
unendlich  entfernten  Drehpunkt  betrachtet  werden  kann,  so  ist  die 
Curve  der  Reibungscentra  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene.^ 
4)  Reibung  eines  Kolbens  an  der  Cylinderwand, 
Auf  den  Kolben,  dessen  Radius  R  sei,  wirke  eine  Kraft  P  längs 
der  Cylinderaxe   und   ein   Drehmoment  M  senkrecht  zu  dieser  Axe 


^  Für  ein  eingehendes  Studium  der  Anwendungen  der  Reibungs- 
function  werde  auf  das  «Lehrbuch  der  technischen  Mechanik«  von  L. 
Henneberg  und  O.  Smreker  verwiesen. 
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(Fig.  412).  Ausserdem  wirken  auf  den  Kolben  ein  normaler  Druck 
und  ein  Reibungswiderstand  an  der  Cylinderwand.  Es  werde  an- 
genommen, dass  der  normale  Druck  überall 
derselbe  und  gleich  p  sei.  Die  allgemeinste 
virtuelle  Verrückung  des  Kolbens  besteht 
aus  einer  Parallelverschiebung  um  das  Stück 
^s  in  der  Richtung  von  P  und  einer  Dreh- 
ung um  den  Winkel  öv  im  Sinne  des 
Y\o  412  Momentes  M.    Die  Summe  der  virtuellen 

Arbeiten  von  P  und  M  ist  dabei 

Pds  +  Mdv, 

Ein  Punkt  des  Kolbenumfangs  beschreibt  den  kleinen  Weg 

Für  ein  Flächenelement  dF  ergiebt  sich  eine  von  der  unvollständig 
entwickelten  Reibung  ausgeführte  virtuelle  Arbeit 


Efp  \hs^  -rP?6v^dF  (—  1  ^  e  ^  +  1). 

Bezeichnet  man  die  Summe  sämtlicher  Normaldrücke  mit 

(512)  N  =  pF, 

so  erhält  man  mit  Hülfe  des  Satzes  von  der  virtuellen  Arbeit 

(513)  P6s  +  Möv  +  f/N\W+R^  dv^  =  0. 

Es  werde  ein  Winkel  //  vermittelst  der  Gleichungen 

Ss 
COS/i  -"  —    -       —, 

Rdv 

sm  /t  = 


eingeführt.    Die  Gleichung  (513)  geht  dann  in 

(514)  PR  cos  fi  +  M  sin  fi  +  e/NR  =  0 

über;  sie  muss  für  jeden  Wert  von  fi  erfüllt  sein.  Ausser  dem  Winkel 
fi  führt  man  zweckmässig  noch  einen  durch  die  Gleichungen 

PR 

cos  v=^. .  ~=, 

]P^F?  +  M^ 

M 

sm  V  ==    -         -  _ 
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definirten  Winkel  v  ein  und  erhält 


(515)  fP^P?  +  yM2  cos  («  —  y)  +  efNR  =  0.  ' 

Diese  Gleichung  muss  für  einen  beliebigen  Wert  von  f^—v  erfüllt  sein. 
Dazu  ist  erforderlich,  dass  die  Ungleichheit 

(516)  YP^F?+W^/NR 

erfüllt  sei;  sie  enthält  die  Gleichgewichtsbedingung. 

Wählt  man  speciell  M  =  0,  so  findet  man  P^/N-,  und  macht 
man  P=0,  so  folgt  M  ^/NR. 


§  106. 
Obangsaufgaben  zur  Lehre  von  der  Reibung. 

1)  Ein  Schlitten  mit  500  kg  Belastung  wird  bei  guter  Schlitten- 
bahn (/=0.03)  250  m  längs  eines  horizontalen  Weges  und  nachher 
längs  eines  ebenso  langen  Stückes  mit  einer  Steigung  von  1 :  20 
hinaufgezogen.  Welche  Zugkraft  ist  in  den  beiden  Fällen  erforderlich, 
wenn  das  Zugseil  um  25°  gegen  den  Boden  geneigt  ist;  wie  gross  ist 
die  totale  Arbeit  und  wie  verteilt  sie  sich  auf  die  beiden  Hälften  des 
Weges? 

2)  Ein  Körper  vom  Gewichte  Q  befindet  sich  im  Gleichgewichte 
auf  einer  schiefen  Ebene  unter  dem  Einfluss  seiner  Schwere,  der  Rei- 
bung und  einer  mit  dem  Gewicht  gleich  grossen  Kraft  O.  Welche 
Richtungen  kann  diese  Kraft  annehmen? 

3)  Ein  homogener,  überall  gleich  dicker  Stab  lehnt  sich  mit  seinen 
Enden  an  zwei  schiefe  Ebenen,  für  welche  der  Reibungscoefficient  den 
nämlichen  Wert  hat.  Man  bestimme  das  Intervall  des  Neigungswinkels 
des  Stabes  gegen  die  Horizontalebene. 

4)  Man  bestimme  graphisch  und  analytisch  das  Intervall  Ei  E^  in 
§  87,  wenn  der  Reibungscoefficient  an  den  beiden  Stützebenen  ver- 
schiedene Werte  hat. 

5)  Ein  homogenes,  überall  gleich  dickes  Lineal  liegt  innerhalb  eines 
Kreisbogens  in  einer  Verticalebene.  Man  berechne  die  Neigung  des 
Lineals  in  der  Grenzlage  des  Gleichgewichts. 

6)  Ein  Stab  durchdringt  zwei  Ebenen,  welche  wie  in  der  Figur 
413  geneigt  sind,  und  lehnt  sich  an  die  Aussenseiten  der  Ebenen. 
Unter  der  Voraussetzung  gleicher  Reibung  an  beiden  Ebenen  unter- 
suche man  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  wenn  der  Stab  in 
einem  Punkte  belastet  ist. 


612  Dntter  TeU. 


7)  Eine  quadratische  Platte  ABCD  in  einer  Verticalebene  (Fig. 
414)  lehnt  sich  längs  der  Seite  AD  an  eine  verticale  Wand  und  bei 


Fig.  413.  Fig.  414. 

B  an  eine  horizontale  Kante.  Längs  der  Wand  und  an  der  Kante 
findet  Reibung  mit  demselben  Reibungscoefficienten  /  statt.  Man  be- 
rechne den  kleinsten  erforderlichen  Wert  von  /. 

8)  Eine  Person  versucht  eine  Schublade  auszuziehen,  welche  mit 
zwei  symmetrisch  angeordneten  Handhaben  versehen  ist,  und  wendet 
dabei  eine  zur  Vorderseite  der  Schublade  senkrechte  an  der  einen 
Handhabe  angebrachte  Kraft  an.    Wann  gelingt  dies? 

9)  Ein  Cylinder  liegt  zwischen  zwei  Ebenen,  welche  unter  dem- 
selben Winkel  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  sind  und  sich  längs 
einer  horizontalen  Kante  schneiden.  Welchen  horizontalen  Druck  muss 
man  auf  die  Ebenen  anbringen,  damit  der  Cylinder  in  Bewegung 
gerate? 

10)  Drei  gleich  grosse  Kugeln  liegen  auf  einer  Horizontalebene 
und  berühren  einander.  Wie  gross  muss  der  Reibungscoefficient  sein, 
damit  man  noch  eine  vierte  gleiche  Kugel  auf  die  anderen  legen 
könne? 

11)  Bei  einer  Frictionsverbindung  ist  ein  Keil  vom  Keilwinkel  2a 
zwischen  zwei  Constructionsteilen  eingeschlagen,  an  welchen  ein  Druck 
P  übertragen  wird,  welcher  senkrecht  zur  Symmetrieebene  des  Keiles 
ist.  Welche  Kraft  muss  man  am  Keil  anbringen,  um  die  Verbindung 
zu  lösen?    (<r>a)- 

12)  Ein  gewichtsloser,  in  einem  Punkte  belasteter  Stab  lehnt  sich 
an  zwei  Zapfen,  und  zwar  an  die  obere  Seite  des  einen  und  untere 
Seite  des  anderen  Zapfens.  Man  untersuche  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  am  Stabe. 

13)  Man  bestimme  die  gefährliche  Gleitfuge  eines  unbelasteten 
kreisförmigen  Gewölbes  von  120°  Centriwinkel. 

14)  Welches  ist  der  kleinste  Wert  des  Quotienten  -^   (p.  503)  am 

scheitrechten  Gewölbe,  wenn  die  Stützlinie  innerhalb  des  mittleren 
Drittels  des  Gewölbedurchschnitts  liegen  soll,  die  äussersten  Fugen- 
flächen einen  Winkel  von  100**  mit  einander  einschliessen  und  der 
Reibungscoefficient  des  Mörtels  den  Wert  0.52  hat? 
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15)  Die  Widerlagermauer  eines  Gewölbes  ruht  auf  einer  horizon- 
talen Unterlage  (Fig.  415) 
und  wird  an  einer  seitlichen 
Verschiebung  durch  eine 
Reibung  mit  dem  Coeffi- 
cienten  /  gehindert.  Das 
Gewicht  der  Mauer  ist  O, 
dasjenige  der  einen  Gewöl- 
behälfte Q  und  der  Hori- 
zontaldruck //.  Man  zeige, 
dass  die  Bedingung  der  Sta- 
bilität der  Mauer  gegen 
Gleiten 


Fig.  415. 


H<fiQ  +  G) 


und  gegen  Kippen 


Qc—Gb<Hh<Q(a  +  b  +  c)  +  Qa 
ist. 

16)  Man  bestimme  die  Grenzen  des  Horizontaldruckes  an  einem 
unbelasteten  Systeme  von  verticalen  Platten,  wenn  die  Begrenzungs- 
curven  zwei  Parabeln  sind,  die  Dicke  am  Scheitel  c  und  an  den  Wider- 
lagern 2c  beträgt. 

17)  Ein  Ring  vom  Gewichte  G,  welcher  in  einem  Punkte  durch 
das  Gewicht  Q  belastet  ist,  ruht  auf  einem  cylindrischen  Axenzapfen. 
Man  bestimme  die  Gleichgewichtslage,  wenn  der  Zapfen  rotirt. 

18)  Die  Figur  416  stellt  sche- 
matisch die  einfachste  Anordnung    t::::^":::; 
der  Backenbremse  dar.    Man  leite  A" 
die  Beziehung 

^  -     fa     R^ 

zwischen  der  Kraft  P  beim  Brem- 
sen und  der  Last  Q  ab. 

19)  Man  berechne  das  Rei- 
bungsmoment an  einem  abge- 
stumpften kegelförmigen  Stütz- 
zapfen mit  Reibung  in  der  End- 
fläche. 

20)  Von    drei    cylindrischen  Fig.  416. 
Zahnrädern  i4 ,  B  und  C  ist  -4  grösser 

als  B  und  B  grösser  als  C.  A  und  B  haben  äusseren,  B  und  C  inneren 
Eingriff.    Man  berechne  für  gegebene  Teilkreise  und  Zahnteilungen 
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das  einem  bestimmten  Lastmoment  bei  C  entsprechende  Kraftmoment 
bei  A. 

21)  Eine  horizontale  Walze  vom  Radius  r  ruht  mit  ihren  an 
den  Enden  angebrachten  cylindrischen  Zapfen  vom  Radius  q  in  glei- 
chen Zapfenlagern.  In  der  Mitte  befindet  sich  eine  Last  Q  am  Umfang 
der  Walze  und  eine  Scheibe  vom  Radius  /?.  Auf  der  Scheibe  ruht  ein 
zur  Walze  senkrechter  horizontaler  Balken  vom  Gewichte  Q,  welcher  aus- 
serdem an  dem  einen  Ende  unterstützt  ist.  Der  Balken  wird  in  seiner 
Längsrichtung  gezogen  und  die  Last  Q  mit  Hülfe  der  Reibung  zwischen 
der  Scheibe  und  des  Balkens  dabei  gehoben.  Das  Gewicht  O  liegt 
zwischen  dem  kleinsten  erforderlichen  Werte,  wenn  die  Mitte  des  Bal- 
kens auf  der  Scheibe  ruht,  und  dem  kleinsten  Werte,  wenn  das  eine 
Ende  des  Balkens  auf  der  Scheibe  ruht.  Man  berechne  die  Grenzlage 
des  Balkens  1)  wenn  die  Zapfenreibung  vernachlässigt  und  2)  wenn 
sie  in  Betracht  gezogen  wird. 

22)  An  einer  Schraubenhebewinde  mit  dem  Wirkungsgrad  /;  =  0.8 
ist  die  Steigung  der  Schraube  7  mm  und  die  effective  Länge  des 
Hebels  85  cm.  Wie  gross  ist  die  Last,  die  ein  Mann  damit  heben 
kann,  wenn  er  am  Hebel  im  Mittel  einen  Druck  von  15  kg  ausübt? 

23)  Man  berechne  den  Wirkungsgrad  einer  Differentialschraube, 
an  welcher  die  Steigungswinkel  des  inneren  und  äusseren  Gewindes 
20**  und  8**,  ihre  Radien  2.5  cm  und  der  Reibungscoefficient  den  Wert 
/=  0.07  hat.  Wie  gross  ist  die  Last,  die  ein  Mann  damit  heben  kann, 
wenn  er  mit  einer  Kraft  von  15  kg  an  einem  Hebel  von  0.9  m  Länge 
arbeitet? 

24)  Wie  gross  ist  der  Druck,  den  man  mit  Hülfe  einer  scharf- 
gängigen Klemmschraube  ausüben  kann,  wenn  der  mittlere  Radius 
26.5  mm,  die  Steigung  6.4  mm  und  der  Kantenwinkel  (=180''  — 2/? 
in  §  99  B)  55*  ist,  wenn  man  ferner  eine  Kraft  von  20  kg  am  Ende 
eines  0.4  m  langen  Schraubenschlüssels  anwendet,  und  der  Reibungs- 
coefficient den  Wert /=  0.15  hat? 

25)  Mit  Hülfe  einer  einfachen  Bandbremse  (§  101,  2)  wird  eine 
Last  von  1  Tonne  heruntergelassen.  Der  Radius  der  Welle  ist  10  cm, 
der  Bremsscheibe  35  cm,  das  Längen  Verhältnis  der  Hebelarme  8  cm;  der 
Bremsband  umfasst  A  des  Umfanges  der  Scheibe.  Welche  Kraft  ist 
an  der  Handhabe  des  Hebels  erforderlich,  wenn  /=  O.is  ist  und  die 
Drehungsrichtung  die  vorteilhaftere  ist? 

26)  Wie  gross  ist  die  Last,  die  man  mit  Hülfe  einer  Differential- 
bremse (§  101,  3)  bremsen  kann,  bei  welcher  r=  10  cm,  /?  =  30  cm 

Ä  =  75  cm,  ^  =  20  cm,  c=^\2  cm,  a  =  -  .t, /— 0.18  und  die  Brems- 
kraft 8  kg  ist? 

27)  Wie  schwere  Fahrzeuge  können  fünf  Mann  (20  kg  Zugkraft 


I 
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pro  Mann)  längs  eines  Hellings  mit  der  Neigung  1  auf  15  aufwinden, 
wenn  der  Reibungscoefficient  O.os  ist  1)  wenn  sie  ein  einziges  Tau 
benützen  oder  2)  wenn  sie  einen  sechsschnittigen  Flaschenzug  von  dem 
Wirkungsgrad  »;  =  0.55  anwenden? 

28)  Bei  einem  Differentialflaschenzug  haben  die  zusammengegos- 
senen Scheiben  die  Radien  /?  =  90  mm  und  r  =  80  mm.  Der  Wir- 
kungsgrad ist  1?  =  0.49-  Wie  gross  ist  die  Last,  die  man  mit  einer 
Triebkraft  von  20  kg  heben  kann? 

29)  Ein  Mann  lässt  unter  Anwendung  einer  Kraft  von  15  kg  eine 
200  kg  schwere  Last  herunter,  und  wendet  dabei  eine  lose  Rolle  (i?  = 
0.52)  an,  dessen  Seil  um  einen  runden  Holzblock  (/=  0.3)  geschlungen 
ist.    Wie  viele  Male  muss  das  Seil  um  den  Block  geschlungen  sein? 

30)  Ein  horizontaler,  gleichdicker  und  homogener  Stab  ruht  auf 
zwei  cylindrischen  Walzen  mit  horizontalen,  parallelen  Axen,  welche 
senkrecht  zur  Längsrichtung  des  Stabes  sind  (Fig.  417).  Die  Walzen 
werden  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  in  den  Richtungen  gedreht, 
welche  die  Figur  zeigt.  Man  beweise,  dass  der  Stab  dabei  eine  ein- 
fache oscillirende  Bewegung 


annimmt  (wenn  er  nicht  sym-        /^  ^  j     1       ^  >. 

metrisch  auf  den  Walzen  liegt       (       ))  J     I       v^      /     ' 

und  gar  nicht  in  Bewegung        ^— ^  1    ▼       ^ — 

kommt)    und    berechne    die  ; 

Schwingungszeit    der    Bewe-  pjg  417 

gung. 

31)  Ein  Körper  ruht  in  drei  Punkten,  welche  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreieckes  sind,  auf  einer  horizontalen  Unterlage.  Die 
Drücke  in  den  drei  Punkten  sind  gleich  gross.  Welches  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  liegende  Kräftepaar  ist;  erforderlich,  um  den  Körper 
in  Bewegung  zu  versetzen? 

32)  Ein  Körper  ruht  in  zwei  Punkten  A  und  B  auf  einer  hori- 
zontalen Unterlage  und  wird  durch  eine  verticale  Kraft  N,  welche  die 
Gerade  AB  schneidet,  gegen  die  Unterlage  gepresst.  Man  bestimme 
die  Curve  der  Reibungscentra,  wenn  der  eine  Stutzpunkt  den  Angriffs- 
punkt einer  horizontalen  Kraft  P  bildet. 


Definition 
des  Träg- 
heitsmo- 
mentes. 
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Dynamik  der  starren  Körpen 

Zwölfter  Abschnitt 

Die  Lehre  vom  Trägheitsmoment. 

§  107. 

Das  Trigheitsmoment  der  Körper  in  Bezog  auf  Axen, 
Punkte  und  Ebenen. 

In  der  Dynamik  der  starren  Körper  sind  die  sog. 
Trägheitsmomente  der  Körper  von  grosser  Be- 
deutung. Zweckmässigerweise  beginnt  man  deshalb  die 
Dynamik  mit  der  Behandlung  dieser  Trägheitsmomente. 
Unter  dem  Trägheitsmoment  eines 
materiellen  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Axe^  einen  Punkt  oder  eine  Ebene  ver- 
steht man  das  Product  aus  der  Masse 
des  Punktes  und  dem  Quadrate  seiner 
Entfernung  von  der  Axe,  dem  Punkte 
oder  der  Ebene. 

Es   sei  m  die  Masse   des  materiellen 
Punktes,  r  sein  Abstand  von  der  Axe,  p 
von  dem   Punkte  und  q  von  der  Ebene 
(Fig.  418).    Die  drei  Trägheitsmomente  sind  alsdann  bez. 

mr^j  mp^  und  mq^. 


Fig.  418. 
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Unter  dem  Trägheitsmoment  eines  materiellen  Punkt- 
systems {oder  eines  materiellen  Körpers)  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  einen  Punkt  oder  eine  Ebene  versteht  man  die 
Summe  sämtlicher  Producte  aus  der  Masse  eines  Punktes 
und  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  von  der  Axe,  dem 
Punkte  oder  der  Ebene. 

Die  drei  Trägheitsmomente  sind  also  bez. 

2:{mr^,  2:(mp^  und  S(mq\ 

wo  die  Summen  über  das  ganze  System  erstreckt  werden 
müssen. 

Die  Trägheitsmomente  sind  positive  Grössen.  Ihre 
Einheit  ist 

Masseneinh.  (Längeneinh.)'-^ 

oder  in  dem  technischen  Masssysteme  (p.  166) 

Krafteinh.  X  Längeneinh.  X  (Zeiteinh.)^, 

z.  B.  kg  m  Sec.^. 

Unter  den  Trägheitsmomenten  in  Bezug  auf  Axen, 
Punkte  und  Ebenen  haben  die  zuerst  genannten  die 
grösste  Bedeutung  bei  den  Anwendungen.  In  gewissen 
Fällen  können  jedoch  die  beiden  letzteren  Arten  einfacher 
berechnet  und  die  axialen  Trägheitsmomente 
mit  Hülfe  derselben  abgeleitet  werden.  Das  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  einen  Punkt  heisst  auch  pola- 
res  Trägheitsmoment. 

Das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  eine  Axe  ist  gleich 
der  Summe  der  Trägheitsmo- 
mente in  Bezug  auf  zwei  zu 
einander  senkrechte  Ebenen 
durch  diese  Axe.  Denn  be- 
zeichnet man  die  Abstände  des 
Punktes  mit  der  Masse  m 
(Fig.  419)  von  den  beiden  Ebenen 
ihrer  Schnittlinie  mit  r,  so  erhält  man 


Y\g.  419. 


mit  y  und  z,  von 


Einheit  des 

TrägheOsmO' 

mentes. 


Beziehungen 

zwischen 
Trägheitsmo- 
menten ver- 
schiedener 
Art. 
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und 

(517)  2'(/7z/^  =  Z(my^  +  2:(mz^. 

Das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  O  ist  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  durch  O. 
Denn  bezeichnen  jc,  y  und  z  die  Abstände  eines  Punktes 
von  den  drei  Ebenen,  p  den  Abstand  von  O,  so  ergiebt 
sich 

mp^  =  mx^  -|-  my*^  -(-  mz'^ 
und 

(518)  Zimp'^  =  2\mx^  +  i:{my^  +  ^(/wz^). 

Das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  einen  Punkt 

O  ist  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  in  Bezug 

auf  eine  Ebene  durch   O   und  eine  senkrecht  zu  dieser 

Ebene  durch  O  geführte  Axe. 

Trägheits-         I"i   folgenden  werde  das   Trägheitsmoment  eines  Sy- 

radius.      stems  in  Bezug  auf  eine  Axe  mit  K  bezeichnet,  also 

K=Z{mr^. 

Es  sei  M=ilm  die  Gesamtmasse  des  Systems;  man  setze 

(519)  /C=AfÄ2; 

die  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Grösse  k^  welche 
eine  Länge  ist,  heisst  Trägheitsradius  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  betrachtete  Axe.  Die  Gleichung  (519) 
zeigt,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug 
auf  eine  Axe  gleich  dem  Trägheitsmomente  der  Gesamt- 
masse des  Systems  ist,  wenn  man  sie  in  einem  Punkte 
concentrirty  dessen  Abstand  von  der  Axe  gleich  dem  Trag- 
heitsradius    ist.     Anstatt    die    ganze    Masse    in    einem 
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Punkte  zu  concentriren,  kann  man  sie  sich  auch  auf  einer 
Kreisperipherie  ausgebreitet  denken,  deren  Radius  k  ist 
und  welche  die  betrachtete  Gerade  zur  Axe  hat. 

Es  sei  K  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Be-     Reduclrte 
zug   auf   eine   Axe;   man   nehme   eine   Lange  /  an  und      Masse. 
bestimme  eine  Grösse  ^  mit  Hülfe  der  Gleichung 
<520)  K=fJiP] 

fi  heisst  die  auf  den  Abstand  /  reducirte  Masse. 
Verlegt  man  die  Masse  in  in  dem  Abstände  /  von  der 
Axe,  so  liefert  sie  das  Trägheitsmoment  K  des  Systems. 

Gemäss  den  Gleichungen  (5 IQ)  und  (520)  ist  die  auf 
den  Abstand  *,  d.  h.  den  Trägheitsradius,  reducirte  Masse 
gleich  der  wirklichen  Masse  des  Systems. 

Die  Hauptaufgabe  in  der  Lehre  von  den  Trägheits- 
momenten ist  die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes 
-eines  gegebenen  Massensystems  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Axe  des  Raumes.  Dabei  benützt  man  zwei  Lehr- 
sätze, von  welchen  der  erste  lautet: 

Das  Trägheitsmoment  eines  materiellen  Systems  in  Trägkeitsmo- 
Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  ist  gleich  der  Summe  des  mente  in  Be- 
Trägheitsmomentes in  Bezug  auf  die  dieser  Axe  parallele  ^^S  o,^f  po^- 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  und  des  Produdes,  das  man  ^^  ^^  ^^^' 
erhält,  wenn  man  die  Masse  des  Systems  mit  dem  Qua- 
drate der  gegenseitigen  Entfernung  beider  Axen  multi- 
plicirt. 

Bezeichnet  man  die  Ab- 
stände eines  Punktes  mit  der 
Masse  m  von  der  gegebenen 
Axe  und  von  der  Axe  durch 
den  Schwerpunkt  5  mit  /  ^^^  ^ 
und  r  (Fig.  420),  so  sind  die  Fig.  420. 

beiden  Trägheitsmomente 

K  =  2:{m/^)  K=2{mr^. 

Ist  ferner  x  der  Abstand  des  Punktes  m  von  einer  Ebene, 
welche  durch  S  senkrecht  zu  der  Ebene  der  beiden  pa- 
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rallelen  Axen  gelegt  wird,  und  d  der  gegenseitige  Ab* 
stand  dieser  beiden  Axen,  so  ergiebt  sich  nach  einem 
bekannten  geometrischen  Satze 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  m  und  bildet  die 
auf  das  ganze  System  erstreckte  Summe,  so  findet  man 

I(m/^  =  2(mr^  +  (PZm  +  2dS{mx). 

2!{mx)  bezeichnet  das  Massenmoment  des  Systems  in  Be- 
zug auf  eine  Ebene,  welche  den  Schwerpunkt  enthält,, 
und  ist  also  gleich  Null.    Somit  folgt 


(521) 


K  =  K-\-Md^, 


w.  z.  b.  w. 

Weil  der  Ausdruck  Md^  positiv  ist,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  Schwerpunktsaxe  kleiner 
als  das  Trägheitsmoment  in   Bezug  auf  jede  dazu  paral- 
lele Axe. 
Trägheitsmo-        Der  zweite   Satz   oder  die   entsprechende   Gleichung 
mente  in  Be-  bezieht  sich  auf  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  ver- 
^^S  ^ttf^^r-  schiedene  Axen  durch   denselben  Punkt  O.    Man  wähle 
Axen  durch   ^^^*  ^^  einander  senkrechte   Coordinatenaxen   mit  O  als 
einen  Punkt,  Anfangspunkt   (Fig.  421),    und   berechne   das  Trägheits- 
z\  moment  K  in  Bezug  auf 

eine  Axe  durch  O,  deren 
V/^  Richtungswinkel  a,  ß  und 
y  seien.  Es  sei  r  die 
Länge  einer  Senkrechten 
von  dem  Massenpunkte 
m  mit  den  Coordinaten 
jc,  y  und  z  auf  diese  Axe, 
N  der  Fusspunkt  der 
Senkrechten.  Bezeichnet 
mit  r  und   ON  mit  </,  so 


r/" 


Fig.  421. 

man   noch   die   Längen   Om 
findet  man 
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q^  =  (jc  cos  a  -{-y  cos  /?  +  z  cos  yf^ 

=  x^-\-y'^ -\-z^  —  (jc  cos  a  -{-y  cosß-\-z  cos  y)^. 
Weil 

COS^  a  +  cos^  ß  +  cos^  ^^  =  1 

ist,  so  erhält  man  noch 

r^  ~  (;c2  +;;2  _|_  ^2^  (^os^a  +  cos^/J  +  cos^y) 

—  (x  cos  a  -\-y  zo%ß'\-z  cos  j')^  =  cos-a  (y^  -f  ^^)  + 

+  cosV  {z^  +  ^^  +  cos^}'  (x2  +  j;2)  _  2  cos  /?  cos  j'  ,yz 

—  2  cos  y  cos  a .  zx  —  2  cos  acosß .  xy. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  m  und  bildet  die 
Summe  für  alle  Massen  des  Systems,  so  folgt 

/C=  cos^a  ümiy^  4-  z^)  +  cos^^  ^m{z^-{-  ^^  + 

+  cos^y  2m(X'  -^y^  —  2cosß  cos  y  2(myz) 

—  2zosy cos a 2(mzx)  —  2  cos  a  cos ß  I(mxy). 

Es  mögen  die  abkürzenden  Bezeichnungen 

A  =  Zmfj^  +  z%  B  =  Zm(z^  +  x\  C  =  2:m{x^  +y% 
<522) 

D  =  2:{myz),  E=Z{mzx\  F=2:(mxy) 

•eingeführt  werden.  A,  B  und  C  sind  die  Trägheitsmo- 
mente des  Systems  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- 
axen,  D,  E  und  F  heissen  Centrifugalmomente; 
sie  sind  Grössen  derselben  Art  wie  die  Trägheitsmo- 
mente, brauchen  aber  nicht  positiv  zu  sein,  sondern  kön- 
nen auch  negativ  werden  und  den  Wert  Null  annehmen. 
Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  mit  den 
Richtungswinkeln  a,  ß  und  y  ist  nunmehr 
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(523)  K=  A  cos^a  +  B  cos^/S  +  C  cos^y 

—  2D  cos  ^  cos  j'  —  2£  cos  y  cos  a  —  2/^  cos  a  cos  ß 

und  hängt  also  von  den  sechs  Constanten  A,  B,  Q  D^ 
E  und  /^  ab. 
Trägheits-  Die  Formel  (523)  kann  bei  einer  zweckmässigen  Wahl 
eliipsoid,  des  Coordinatensystems  vereinfacht  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  empfiehlt  sich  eine  geometrische  Veranschaulichung 
der  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  Axen  durch  einen. 
Punkt  O.  Man  trage  auf  jeder  Axe  nach  beiden  Seiten 
von  O  aus  eine  Strecke  q  ab,  welche  umgekehrt  propor- 
tional dem  Trägheitsradius  k  für  diese  Axe  ist,  d.  h. 
man  setze 

,524)  ^  =  i  =  '"f' 

WO  A  eine  beliebig  gewählte  Länge  ist.  Es  seien  f,  ly,  t 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  H  der  abgetragenen 
Strecke.    Man  hat  also 

f  zzi  o  cos  a,  rj  =zQ  cos  ßf  ^  =zQ  cos  y. 

Substituirt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werte  von 
cosa,  cos/?  und  cos 7  in  die  Gleichung  (523),  so  findet 
man  als  Gleichung  der  Fläche,  auf  der  alle  Punkte  /f 
liegen, 

(525) 

AS^  +  Bt}'^  +  a^  —  2DriC  —  2ECi  —  2/=?iy  =  Kq^  =  MkK 

Die  Fläche  ist  ein  Eliipsoid;  sie  heisst  das  Trag- 
heitsellipsoid  für  den  Punkt  O.  Für  verschie- 
dene Werte  von  k  erhält  man  einander  ähnliche  El- 
lipsoide. 

Wählt  man  als  Coordinatenaxen  die  Hauptaxen  des 
Ellipsoides  (525),  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  des- 
selben und  nimmt  die  Form 

(526)  A^  +  B^f  +  CC^  =  AfA* 
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Axen, 


an.  Bei  dieser  Wahl  sind  die  drei  Centrifugalmomente 
in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenenpaare  gleich  Null. 
Die  Coordinatenaxen  heissen  Hauptaxen  für  den 
Punkt  O;   die   Grössen   A,  B  und  C  in   der  Gleichung 

(526)  sind  die  sog.  Hauptträgheitsmomente. 
Unter  ihnen  ist  eines  das  grösste,  ein  anderes  das  kleinste 
von  allen  Trägheitsmomenten  in  Bezug  auf  Axen  durch 
O,  und  zwar  entspricht  das  grösste  Trägheitsmoment  dem 
kleinsten  Halbmesser  des  Ellipsoids,  das  kleinste  Träg- 
heitsmoment dem  grössten  Halbmesser.  Statt  der  For- 
mel (523)  erhält  man  nun 

(527)  K=A  cos^a  +  B  cos^/?  +  C  cos^^. 

Wenn  der   Punkt  O  mit  dem  Schwerpunkte  des  Sy-  CentraUllip- 
stems   zusammenfällt,    so    heisst    das    Trägheitsellipsoid   *^"^    ^^^^ 
Centralellipsoid;   seine  Hauptaxen  sind  die  sog. 
Hauptcentralaxen   oder   freien   Axen  (Vergl. 
hierüber  §  115). 

Die  analytische  Geometrie  lehrt,  wie  die  Hauptaxen  eines 
EUipsoides  bestimmt  werden,  wenn  die  Gleichung  des 
Ellipsoides  gegeben  ist.  Man  beachte,  dass  eine  durch 
O  geführte  Axe  OK  eine  Hauptaxe  ist,  wenn  die  beiden 
Bedingungen 

l(nixy)=^0  und  2{mxz)^=Q 

erfüllt  sind,  wo  die  Coordinaten  sich  auf  ein  rechtwink- 
liges System  beziehen.  Oft  gelingt  es  ohne  weiteres  ge- 
wisse Hauptaxen  eines  homogenen  Körpers  zu  finden. 
In  dieser  Beziehung  sind  folgende  Sätze  nützlich,  deren 
Richtigkeit  man  unmittelbar  erkennt. 

Wenn  ein  Körper  eine  Symmetrieebene  besitzt,  so  ist 
jede  Senkrechte  zu  derselben  eine  Hauptaxe  in  Bezug  auf 
den  in  der  Ebene  liegenden  Fusspunkt  der  Senkrechten, 

Wenn  ein  Körper  eine  Symmetrieaxe  besitzt,  so  ist 
dieselbe  eine  Hauptaxe  in  Bezug  auf  jeden  ihrer  Punkte. 
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Wenn  zwei  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  gleich 
sind,  so  ist  dass  Ellipsoid  ein  Umdrehungsellipsoid;  dann 
sind  alle  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  Gerade  durch 
den  Mittelpunkt  des  EUipsoids  senkrecht  zur  Umdreh- 
ungsaxe  gleich  gross.  Wenn  alle  drei  Hauptaxen  des 
EUipsoids  gleich  gross  sind,  so  verwandelt  sich  das  Ellip- 
soid in  eine  Kugel ;  das  System  besitzt  dasselbe  Trägheitsmo- 
ment in  Bezug  auf  alle  Axen  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel. 

§  108. 

Berechnung  von  Trigheitsmomenten. 

Trägheitsmo'        Wenn  die  Masse  continuirlich  im  Räume  ausgebreitet 
mmt  von     jg^^  g^  treten  an  Stelle  der  Summenausdrücke 

Flächen  and  2(mf^,  ^{mp\  2{mq^ 

Linien, 

für  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  eine  Axe,  einen 
Punkt  oder  eine  Ebene  die  bestimmten  Integrale 

fr^dM,  fpHM,  fqHM, 

wo  dM  das  Massenelement  ist  und  die  Integrale  über 
die  ganze  Masse  erstreckt  werden  müssen.  Entspricht 
das  Massenelement  dM  einem  Volumenelemente  dV  und 
ist  die  Dichte  ^,  so  sind  die  drei  Trägheitsmomente 

SqMV,  fqpHV,  jQqHV, 

Ist  der  Körper  homogen,  so  erhält  man 
Qf^dV,  QfpHV,  QfqHV 

und  die  Integrale  hängen  nur  von  der  Form  des  Kör- 
pers und  der  Lage  der  Axe,  des  Punktes  oder  der  Ebene 
ab,  in  Bezug  auf  welche  die  Trägheitsmomente  bestimmt 
werden  sollen. 
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Man  kann  auch  die  Trägheitsmomente  von  Flächen 
und  Linien,  welche  mit  Masse  belegt  sind,  berechnen 
(vergl.  §  65  in  der  Lehre  des  Schwerpunktes).  Um  sie 
zu  finden,  ersetzt  man  dV  in  den  obigen  Ausdrücken 
durch  das  Flächen-  oder  Linienelement. 

Trägheitsmoment  eines  Cylinders. 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  ho- 
mogenen geraden  Cylinders  (Fig.  422) 
in  Bezug  auf  seine  Axe  zu  berechnen, 
zerlegt  man  den  Cylinder  in  coaxiale 
röhrenförmige  Elemente.  Ein  Element 
mit  dem  inneren  Radius  r  und  der  Dicke 
dr  hat  die  Masse 

dM  =  Q  27irh  dr 
und  liefert  das  Trägheitsmoment 

dK=Q27ir^hdr 
Das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  ist 

K=fQ  2:tr^h dr=Q  luhfr^dr  =  g  J  /?*A, 


Cylinder. 


Fig.  422. 


oder 

(528) 
wo 


M  =  Q7iR^h 


die  Gesamtmasse  des  Cylinders  bezeichnet. 

Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Cylinders  in 
Bezug  auf  seine  Axe  wird  erhalten,  wenn  man  die  halbe 
Masse  auf  die  Mantelfläche  verlegt. 

Dasselbe   Resultat  gilt  auch  bei  einer  dünnen  Kreis-  Kreisscheibe. 
Scheibe  und  einer   Kreisfläche,  welche  gleichförmig    mit 
Masse  belegt  ist. 

40 
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HohUylinder.  Für  einen  Hohlcylinder  mit  dem  inneren  Radius  r 
und  dem  äusseren  Radius  R  findet  man  in  Bezug  auf 
die  Axe  das  Trägheitsmoment 


71 


(529)  K=Q^h{l^-r^)  =  i^M{F?^r^, 


wo 


M  =  Q7ih(R?—r^ 


die  Masse  des  Hohlcylinders  ist 

Trägheitsnuh       Oemäss  einem  Satze  auf  p.  617  ist  das  Trägheitsmo- 

ment  einer    ment  einer  Kreisscheibe  in  Bezug  auf  ihre  Axe  gleich 

Kreisscheibe  ^^j.  Summe  der  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  zwei  zu 

in    ezi^  auf  ^^^^^^^^  senkrechte  Ebenen  durch  diese  Axe.    Da  diese 

einen  uurcn-       ,  _,       ,    .  «  .  .  .     «  «     « 

messen      beiden   Trägheitsmomente    gleich    gross    sind   und   das 

Trägheitsmoment  der  Scheibe  in  Bezug  auf  einen  Durch- 
messer darstellen,  so  erhält  man  für  dieses  letztgenannte 
Trägheitsmoment  den  Wert 


(530) 


K=iMR^. 


Anwendung. 

Man  berechne  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Cylinders 
in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  senkrecht  zur  geometrischen 
Axe  geführte  Axe,  bestimme  das  Centralellipsoid  und  untersuche, 
wann  es  eine  Kugel  wird. 

Der  Cylinder  wird  in  dünne  kreisförmige  Platten  zerlegt;  man 
berechnet  ihre  Trägheitsmomente  für  die  betrachtete  Axe  mit  Hülfe 
des  Satzes  auf  p.  619  und  bildet  die  Summe  dieser  Trägheitsmomente 
vermittelst  eines  Integrals.  Das  Centralellipsoid  wird  eine  Kugel 
für  h  =  \^R, 


Trägheitsmoment  eines  Stabes,  einer  rechteckigen  Platte 
und  eines  Parallelepipeds. 

Rechteckige         Um  das  Trägheitsmoment  einer  Rechtecksfläche  (Fig. 

Platte.       423),   die  gleichförmig   mit  Masse   belegt  ist,  in  Bezug 

auf  eine   durch   den   Mittelpunkt  gezogene   Parallele  zu 

zwei  Kanten  zu  berechnen,  zerlegt  man  das  Rechteck  in 
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schmale  Streifen,  die  den  Kanten  parallel  sind. 
Bezeichnungen  der  Figur  findet  man 


Mit  den 


K=fQb  dx,x^  =  Iqbfx^dj  =  ^  gba^ 


JT' 


^jt 


K 


oder 

(531)    K=^Ma\ 

wo  M  die  über  das 
Rechteck  ausgebrei- 
tete Masse  ist 

In    Bezug     auf 
eine  den  Kanten  a  Y\g,  423. 

parallele  Axe  durch 
S  erhält  man   in  derselben  Weise  das  Trägheitsmoment 

K  =  i^Mb^ 

Mit  Hülfe  eines  Satzes  auf  p.  617  ergiebt  sich  nun  für 
das  Trägheitsmoment  Ks  in  Bezug  auf  eine  Axe  durch  5 
senkrecht  zur  Fläche  des  Rechteckes 


oder 
(532) 


Ks=K+K'  =  i^M(ä'~^rb') 


Ks=^Mcfi, 


wo  d  die  Diagonale  des  Rechteckes  ist. 

Die  Formel  (531)  gilt  auch,  wenn  die  Breite  der 
Scheibe  sehr  klein  ist,  so  dass  sie  in  einen  dünnen  ge- 
raden Stab  oder  in  eine  mit  Masse  gleichförmig  belegte 
Strecke  übergeht.  Wenn  L  die  Länge,  M  die  Masse 
des  Stabes  ist,  so  ergiebt  sich  für  sein  Trägheitsmoment 
K  in  Bezug  auf  eine  zu  ihm  senkrechte  Axe  durch  den 
Schwerpunkt 


(533) 


K=^ML^. 
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Parallele' 
piped. 


Mit  Hülfe  der  Formel 
(532)  berechnet  man  das 
Trägheitsmoment  eines  ho- 
mogenen rechtwinkligen 
Parallelepipeds  in  Bezug 
auf  eine  der  Kante  a  (Fig. 
424)  parallele  Schwer- 
punktsaxe.  Eine  der  yz- 
Ebene  parallele  rechteckige 
Platte  von  der  Masse  dM 
liefert  in  Bezug  auf  die  jc-Axe  das  Trägheitsmoment 

Für  das  ganze  Parallelepiped  erhält  man  also 

(534)      K.=-h{b^  +  (^  fdM  =  ^Mr-\-(P), 

wie  für  die  rechteckige  Platte  nach  der  Formel  (532). 

In  Bezug  auf  die  Axen  SY  und  SZ  der  Figur  ergiebt 
sich  in  derselben  Weise 

Die  drei  Axen  SX,  SY  und  SZ  sind  Hauptcentralaxen. 
Gemäss  der  Gleichung  (526)  stellt 

(526)    (6^  +  r^)  ^  +  (^  +  fl2)  ^2  ^  (ß2  _|_  ^2)  ^a  ^  ijA* 

das  Centralellipsoid  dar.  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  Schwerpunktsaxe  mit  den  Richtungswinkeln  a,  ß 
und  y  ist  nach  der  Gleichung  (527) 

K=hM  {(*2  +  (?)  C0S2  a  4-  (r^  +  fl2)  cos^  ß  4- 
+  (fl2  4-^2)  cos  V}. 

Speciell  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  eine  Diagonale  des 
Parallelepipeds 
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a  a 


coSjS  = 


cos  7  = 


c  c 


Trägheitsmoment  eines  Umdrehungskörpers. 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Umdreh-  UmdrehungS" 
ungskörpers  (Fig.  425)  in   Bezug  auf  seine  Axe  zu  be-      körper. 
rechnen,   zerlegt   man    den 


Körper  durch  zur  Axe  nor- 
male Ebenen  in  unendlich 
dünne  scheibenförmige  Ele- 
mente. Eine  Scheibe  vom 
Radius  z=/(jc)  und  mit  der 
Dicke  dx  liefert  das  Trägheits- 
moment (vergl.  (528)) 


ß--'i 


"ST 


Fig.  425. 


dK=^Q\^^dx. 


Für  den  Teil  des  Umdrehungskörpers,  welcher  zwischen 
den  beiden  zur  Axe  senkrechten  Ebenen  mit  den  Abscis- 
sen  a  und  b  liegt,  ergiebt  sich  das  Trägheitsmoment 

K  =  Qlf2^dx, 

a 

wo  z=if{x)  eingesetzt  werden  muss. 

KegeL    Für  einen  Kegel  von  der  Höhe  h  (Fig.  426), 
dessen  Grundfläche  ein  Kreis  vom  Radius  R  ist,  findet  man 


K^. 
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VUrUr  TeU. 

X 

'=1 

^'^ 

und 

h 

*  =  A, 

0 

R*dx  =  ^Q7iR*h. 

^"""^^"^     i 

Die  Masse  des  Kegels  be- 
trägt 

0*^ 

'^'f --: 

w                ^ 

M  =  ^Q7im, 

^^ 

**^ 

^^^-^ 

daher  hat  man  noch 

Fig.  426. 

(536)     K=^\MR^. 

Umdrehungs- 
paraboloid. 

/ 

n 

Z 

A 

Umdrehungsparaboloid. 
Die    Gleichung  der  Meri- 
diancurve  des  Umdrehungs- 
paraboloides    ist    mit   den 
Bezeichnungen  der  Fig.  427 

A ) 

•^ 

n 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 
(535)  erhält  man 

Fig.  427. 

h 

0 

Die  Masse  des  Paraboloides  beträgt 

M: 

Es  ergiebt  sich  somit 


^m. 


(537) 


K=iMR^. 
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Trägheitsmoment  der  Kugel. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Kugel  in  Bezug  auf  einen 
Durchmesser  könnte  mit  Hülfe  der  Gleichung  (535)  berech- 
net werden.  Einfacher  ist  es  jedoch,  zunächst  das  po- 
lare Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
zu  berechnen.  Eine  sphärische 
Schicht  vom  Radius  p  und  von 
der  Dicke  dp  (Fig.  428)  ent- 
hält die  Masse  q  Anp^  dp  und  lie- 
fert in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  das  Trägheitsmoment 
Q\np^dp\  das  polare  Trägheits- 
moment ATo  der  Kugel   ist  also 


Fig.  428. 


I^ 


Kq=z   PQ  Anp^dp  =  Anq  f  p^dp  =  ^^Q-^  ' 


Kugel. 


Die  Masse  der  Kugel  beträgt 

Man  findet  daher 

(538)  Ko=\MF?. 

Gemäss  einem  Satze  auf  p.  618  ist  das  polare  Träg- 
heitsmoment gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente 
in  Bezug  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Diametralebenen. 
Da  diese  alle  gleich  sind,  so  hat  jedes  von  ihnen  den 
Wert  \MR?,  Das  Trägheitsmoment  K  in  Bezug  auf 
einen  Durchmesser  ist  gleich  der  Summe  der  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  zwei  zu  einander  senkrechte 
Diametralebenen,  d.  h.  man  erhält 

(539)  K=^MR?. 
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§  109. 
Übungsaafgaben   zur  Lehre  von  den    Trigheitsmomenteii. 

1)  Die  Trägheitsmomente  einer  homogenen  Halbkugel  sollen  in 
Bezug  auf  die  Grundfläche  und  in  Bezug  auf  einen  Durchmesser  der 
Grundfläche  berechnet  werden. 

2)  Man  bestimme  das  Trägheitsellipsoid  eines  homogenen  Würfels 
für  den  Halbirungspunkt  einer  Kante  des  Würfels  als  Mittelpunkt. 

3)  Der  Ausdruck  für  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen 
Prismas,  dessen  Grundfläche  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  soll  für  eine 
beliebige  Schwerpunktaxe  aufgestellt  werden. 

4)  Man  berechne  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  abge- 
stumpften Kegels  in  Bezug  auf  seine  Axe. 

5)  Ein  Kreis  dreht  sich  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Axe, 
die  den  Kreis  nicht  schneidet.  Man  berechne  das  Trägheitsmoment 
des  ringförmigen  Umdrehungskörpers  in  Bezug  auf  diese  Axe. 

6)  Ein  Kreuz  wird  von  zwei  gleich  langen  und  gleich  schweren 
Stäben  gebildet,  welche  an  ihren  Halbirungspunkten  senkrecht  zu 
einander  befestigt  werden.  Man  berechne  das  Trägheitsmoment  des 
Kreuzes  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  in  seiner  Ebene. 

7)  Man  beweise,  dass  eine  homogene  dreieckförmige  Platte  mit 
gleich  langen  Seiten  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  des  Raumes 
dasselbe  Trägheitsmoment  liefert  wie  drei  gleich  grosse  Massen  in 
den  Halbirungspunkten  der  Dreiecksseiten,  deren  Gesamtmasse  gleich 
der  Masse  der  Platte  ist. 

8)  Die  Centrifugalmomente  eines  homogenen  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipeds  sollen  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  berechnet 
werden,  dessen  Anfangspunkt  ein  Eckpunkt  des  Parallelepipeds  ist  und 
dessen  Axen  die  drei  Kanten  sind. 

9)  Welche  Beziehung  besteht  zwischen  den  Trägheitsmomenten  ei- 
nes Körpers  in  Bezug  auf  zwei  einander  parallele  Ebenen? 

10)  Wie  leitet  man  aus  dem  polaren  Trägheitsmomente  •  eines 
Körpers  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt  das  polare  Trägheitsmo- 
ment in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Pol  ab? 

11)  /Ci  und  /Ca  seien  die  Trägheitsmomente  zweier  Körper  von 
den  Massen  M^  und  M2  in  Bezug  auf  zwei  einander  parallele  Axen 
durch  ihre  Schwerpunkte.  Der  Abstand  dieser  Axen  sei  d.  Man 
beweise,  dass 


/c=/c.  +  /c.+-J^^4^ 
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das  Trägheitsmoment  des  aus  den  beiden  Körpern  zusammengesetzten 
Systems  in  Bezug  auf  die  parallel  den  gegebenen  Axen  durch  den 
Systemschwerpunkt  gelegte  Axe  darstellt. 

12)  Das  Centralellipsoid  eines  Körpers  sei  ein  Umdrehungsellip- 
soid,  dessen  längere  Axe  die  Umdrehungsaxe  ist.  Man  beweise,  dass 
es  zwei  Punkte  giebt,  für  welche  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  ist 
und  bestimme  die  Lage  dieser  Punkte. 


Dreizehnter  Abschnitt 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§  110. 
Princip  von  d'Alembert. 

D'AUmberts  Die  Bedingungen  des  Oleichgewichts  von  Kräften, 
Princip.  welche  auf  ein  materielles  System  wirken,  sind  in  der 
Statik  aufgestellt  worden.  Die  allgemeinste  Methode  zur 
Aufstellung  der  Oleichgewichtsbedingungen  liefert  be- 
kanntlich der  Satz  von  der  virtuellen  Arbeit,  welcher  ja 
sowohl  für  unveränderliche  als  veränderliche,  freie  und 
nicht  freie  Systeme  gilt.  Wenn  die  Oleichgewichtsbedin- 
gungen nicht  erfüllt  sind,  so  besitzt  das  System  eine  Be- 
wegung, deren  Untersuchung  der  Dynamik  angehört. 
Als  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  dient  ein 
allgemeiner  Satz,  das  sog.  d'Al  em  bertsch  e  Prin- 
c  i  p,  und  zwar  ermöglicht  dieses  Princip  die  dynamische 
Aufgabe  auf  eine  statische  zurückzuführen. 

Wenn  die  Punkte  des  materiellen  Punktsystems,  dessen 
Bewegung  untersucht  werden  soll,  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  zerfällt  die  Aufgabe  in  ebenso  viele  ein- 
zelne Aufgaben,  als  das  System  Punkte  enthält  (vergl.  §  18); 
auf  jeden  der  Punkte  können  die  in  der  Mechanik  des 
materiellen  Punktes  erhaltenen  Oesetze  angewandt  werden. 

Wenn  dagegen  die  Punkte  des  Systems  in  irgend 
einer  Weise  von  einander  abhängig  sind,  so  muss  man 
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bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  der  Punkte  darauf 
Rücksicht  nehmen.  Die  Abhängigkeit  kann  in  gewissen 
physischen  Verbindungen  zwischen  einzelnen  Punkten  des 
Systems  bestehen;  auch  können  materielle  Hindemisse 
vorhanden  sein,  durch  welche  die  freie  Beweglichkeit 
gewisser  Teile  des  Systems  beschränkt  ist,  entweder  von 
aussen  her  oder  durch  andere  Teile  desselben  Systems. 
Beispielsweise  können  zwei  Punkte  des  Systems  ge- 
jzwungen  sein  ihren  Abstand  unverändert  beizubehalten, 
wenn  sie  einem  starren  Körper  angehören  oder  wenn 
sie  durch  einen  unbiegsamen  und  unausdehnbaren  Stab 
mit  einander  verbunden  sind.  Ein  dem  System  angehö- 
render starrer  Körper  kann  mit  einem  anderen  starren 
Körper  des  Systems  so  verbunden  sein,  dass  er  sich  nur 
um  einen  dem  zweiten  Körper  angehörenden  Punkt  oder 
um  eine  Axe  drehen  kann.  Zwei  starre  Körper  des 
Systems  können  gezwungen  sein  sich  an  ihren  Ober- 
flächen fortwährend  zu  berühren  u.  s.  w.  Wenn  sämt- 
liche Abstände  zweier  materieller  Punkte  des  Systems 
unveränderlich  sind,  so  ist  das  System  selbst  ein  unver- 
änderliches oder  bildet  einen  starren  Körper.  Die  Ver- 
bindungen innerhalb  des  Systems  können  im  allgemeinen 
durch  Kräfte,  sog.  innere  Kräfte  ersetzt  werden. 
Wie  das  Princip  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  lehrt, 
kommen  diese  Kräfte  paarweise  vor,  sind  gleich  gross 
und  entgegengesetzt  gerichtet. 

Wenn  das  System  nicht  frei  ist,  so  muss  man  ausser  Widerstands- 
den  inneren  Kräften  noch  Widerstandskräfte  oder  kräfte, 
Reactionen  in  Betracht  ziehen,  welche  z.  B.  dadurch 
entstehen,  dass  gewisse  Punkte  gezwungen  sind  sich  auf 
festen  Curven  oder  Flächen,  welche  dem  System  nicht 
angehören,  zu  bewegen  oder,  dass  gewisse  Punkte  des 
Systems  unbeweglich  gemacht  sind  u.  s.  w.  Wenn  das 
Gegenteil  nicht  besonders  hervorgehoben  wird,  so  setzt 
man  voraus,  dass  die  Widerstandskräfte  normal  zu  den 
Flächen  und  Curven  sind,  welche  sie  erzeugen.   Es  kann 
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Äussere 
Kraft. 

Effeäive 
Kraft. 


Verlorene 
Kraft. 


Fig.  429. 


der  Fall  eintreten,  dass  diese  Widerstandskräfte  auch  tan- 
gentiale Componenten  besitzen;  beispielsweise  könnten 
sie  Reibungswiderstande  sein.  Femer  wird  vorausgesetzt^ 
dass  sämtliche  Verbindungen  und  Widerstände  doppel- 
seitig sind  (vergl.  §  40). 

Das  materielle  Punktsystem  möge  ein  freies  System 
sein.  Auf  einen  einzelnen  Punkt  von  der  Masse  m 
(Fig.  429)  wirke  eine  von  dem  System  selbst  unabhängige 
sog.  äussere  Kraft  P,  welche  in  gewissen  Punkten 
des  Systems  auch  gleich  Null  sein 
kann.  Die  inneren  Kräfte,  welche 
auf  den  Punkt  m  wirken,  liefern 
eine  Resultirende  S,  welche  den 
Zwang  darstellt,  den  der  Punkt 
durch  seine  Verbindungen  mit  an- 
deren Punkten  des  Systems  erfährt. 
Die  Resultirende  der  äusseren  Kraft 
P  und  der  inneren  Kraft  S  ist  eine 
Kraft  /?,  welche  in  jedem  Augenblicke  dem  Punkte  m 
seine  wirkliche  Beschleunigung  erteilen  würde,  wenn  er 
frei  wäre.  Die  Kraft  R  heisst  effective  Kraft;  sie 
ist  gleich  dem  Product  ma  aus  der  Masse  m  und  der 
Beschleunigung  a  des  Punktes,  ihre  Richtung  ist  diejenige 
von  a. 

Wenn  die  äussere  Kraft  P  in  zwei  Componenten  zer- 
legt wird,  von  welchen  die  eine  gleich  der  effectiven 
Kraft  R  ist,  so  ist  die  zweite  Componente  Q  gleich  und 

entgegengesetzt  der  inneren 
Kraft  S  (Fig.  430).  Die  Com- 
ponente Q  hebt  die  innere 
Kraft  S  auf,  während  die 
andere  Componente  R  die 
Beschleunigung  des  Punk- 
tes verursacht.  Die  Kraft- 
componente  Q  oder  (S), 
welche  gewissermassen  für 
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die  Bewegung  des  Punktes  verloren  geht,  wird  ver- 
lorene Kraft  genannt.  Sie  ist  auch  gleich  der  Re- 
sultirenden  von  P  und  der  zu  R  entgegengesetzten  Kraft 
{R)f  d.  h.  die  verlorene  Kraft  ist  die  ResiUtirende  der  äus- 
seren Kraft  und  der  in  entgegengesetzter  Richtung  genom- 
menen effectiven  Kraft, 

Das   d'Alembertsche   Princip  lautet  für  ein    D'Alem- 
freies  System:  An  einem  Punktsystem,  das  sich  in  Bewe-  bertsPnnäp 
gung  befindet,  halten  sich  die  verlorenen  Kräfte  in  jedem      System '^^ 
Augenblick  das  Oleichgewicht  mit  Rucksicht  auf  die  Be- 
dingungen des  Systems. 

Die  Richtigkeit  des  Princips  geht  daraus  hervor,  dass 
die  inneren  Kräfte  S  paarweise  gleich  und  entgegenge- 
setzt gerichtet  vorkommen,  und  einander  mit  Rücksicht 
auf  die  materiellen  Bedingungen  des  Systems  Oleich- 
gewicht halten.  Folglich  halten  sich  auch  die  ihnen  ent- 
gegengesetzten und  gleichen  Kräfte,  die  verlorenen  Kräfte, 
das  Gleichgewicht. 

Da  Q  die  Resultirende  von  P  und  {R)  ist,  so  kann 
man  das  d'Alembertsche  Princip  auch  so  formulieren: 
Während  der  Bewegung  eines  freien  Systems  halten  die 
äusseren  Kräfte  mit  Rucksicht  auf  die  materiellen  Bedin- 
gungen des  Systems  in  jedem  Augenblick  den  Kräften 
das  Gleichgewicht,  welche  entgegengesetzt  gleich  den  effec- 
tiven Kräften  sind. 

Wenn  das   materielle  Punktsystem  kein  freies  ist,  so    D'Alem- 

lässt   es   sich   dadurch   in   ein  freies  System  verwandeln,  berts  Princip 

dass  man  zu   den  äusseren  Kräften  die  (im  allgemeinen  fi^^/^'l'"^^^ 
,    ,         .V    , vr.  ,      ,       ,  1    ..  r.  ,        r^       . .  .  •  w/^5  System. 

unbekannten)  Widerstandskräfte  oder  Reactionen  hmzu- 

fügt,  durch  welche  die  Bedingungen  ersetzt  werden  kön- 
nen. Auf  das  so  erhaltene  System  lässt  sich  das  d'Alem- 
bertsche Princip  anwenden  und  liefert  für  nicht  freie 
Systeme  den  Satz: 

Während  der  Bewegung  halten  die  Reactionen  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedingungen  des  Systems  in  jedem  Au- 
genblick den  verlorenen  Kräften  das  Oleichgewicht. 
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Der  Satz  lässt  sich  auch  so  formulieren:  Während  der 
Bewegung  eines  materiellen  Systems,   dessen   Bewegung 
durch  gewisse  Hindernisse  beschränkt  ist,  halten  sich  die 
verlorenen  Kräfte  mit  Rucksicht  auf  diese  Hindernisse  und 
auf  die  inneren  Bedingungen  des  Systems  in  jedem  Augen-- 
blick  das  Oleichgewicht 
Analytischer        D'Alemberts  Princip,   welches  das   Hauptprincip  der 
Ausdruck  des  Dynamik    ist,    liefert  zunächst  eine   Anzahl    von    Olei- 
JmT'^V^'/  chungen,  welche  die  Beschleunigungen  der  Punkte  des 
*  Systems  bestimmen  und  somit  Differentialgleichungen  der 
,  Bewegung   des  Systems  sind.     Um   diese   Gleichungen 
aufzustellen,   wendet   man   die  durch   die  Beschaffenheit 
des   Systems  bedingten   Qleichgewichtsbedingungen   auf 
die  verlorenen  Kräfte  an.    Am  zweckmässigsten  bedient 
man  sich  dabei  des  Satzes  von  der  virtuellen  Arbeit.    Er 
liefert  einen  analytischen   Ausdruck  für  das  Princip  von 
d'Alembert. 

Man  erteilt  den  Punkten  des  Systems  virtuelle  Ver- 
schiebungen, welche  mit  den  Bedingungen  im  Einklang 
sind  und  welche  die  an  einem  nicht  freien  System  aus 
den  Hindernissen  erwachsenden  Bedingungen  befriedigen. 
Solche  virtuelle  Verschiebungen  können  mit  einem  ge- 
meinsamen Namen  als  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  verträgliche  virtuelle  Ver- 
schiebungen bezeichnet  werden.  Nach  dem  Satze 
von  der  virtuellen  Arbeit  und  dem  Princip  von  d'Alem- 
bert  ist  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  verlorenen 
Kräfte  für  alle  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträg- 
lichen virtuellen  Verschiebungen  gleich  Null.  Bezeichnet 
man  mit  bq  die  Projection  der  virtuellen  Verschiebung 
bq  eines  Punktes  auf  die  auf  ihn  wirkende  verlorene 
Kraft  Q  (vergl.  §  81),  so  besteht  die  Gleichung 

(540)  2'(Q(J^)=rO. 

Wählt  man  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  und 
bezeichnet  mit  jc,  y  und  z  die  Coordinaten  des  Punktes  mit 
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der  Masse  tw,  d.  h.  des  Angriffspunktes  der  Kraft  (3,  die 
Componenten  seiner  Beschleunigung  nach  den  gewählten 
Axen  mit  öjt,  a,  und  a,,  die  Componenten  der  äusseren 
Kraft  P  mit  X^  Y  und  Z,  so  sind  die  Componenten  der 
effectiven  Kraft  R 


Rj  =  ma,  ■■ 


m 


Rx  =  ma,  =  m  -^  > 

und  die  Componenten  der  verlorenen  Kraft  Q,  welche 
die  Resultirende  von  P  und  (/?)  ist, 


Q^z=X—m 


d^ 
dt^' 


(541) 


Q,=  Y-m^,. 


Q,  =  Z  —  m 


d^ 
dt^' 


Bezeichnet  man  noch  die  Projectionen  von  ds  auf  die 
Coordinatenaxen  mit  dx,  by  und  bz,  so  erhält  man  nach 
einer  Formel  auf  p.  417  als  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  Q 

Qbq—Q^bx-\-Qj  by  -\-Q,bz  — 

=  (x-mg)ax+(K-mg)<Jv+(z-;n^^)az. 

Der  analytische  Ausdruck  von  d'Alemberts  Princip  ist  also 
(542) 
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WO  die  Summe  über  sämtliche  Punkte  des  Systems  er- 
streckt werden  muss.  Diese  Form  des  Princips  rührt  von 
Lagrange  her.  Den  Grössen  dx,  dy  und  dz  kann  man 
alle  möglichen  mit  den  Bedingungen  des  Systems  ver- 
träglichen Werte  beilegen;  dadurch  wird  es  möglich  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Systems  aufzu- 
stellen. 

Bevor  specielle  Anwendungen  des  Princips  von  d'Alem- 
bert  gemacht  werden,  sollen  mit  Hülfe  desselben  einige 
allgemeine  Sätze  der  Dynamik  aufgestellt  werden,  welche 
oft  vom  Nutzen  bei  der  Integration  der  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  sind,  d.  h.  bei  der  Ableitung 
solcher  Bewegungsgleichungen,  welche  nur  die  Coordi- 
naten  der  Punkte  des  Systems  und  die  Zeit,  aber  keine 
Ableitungen  in  Bezug  auf  die  Zeit  enthalten. 


§  111. 
Das  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Princip  der        Wenn  die  Bedingungen   keine  Veränderung  mit  der 

lebendigen    Zeit  erleiden,  so  kann  man  (5jc,  dy  und  dz  durch  die  wirk- 

Kraft.       liehen   Coordinatenänderungen  rfjc,  dy  und  dz  während 

der  unendlich   kurzen  Zeit  dt  ersetzen.    Die  Gleichung 

(542)  wird  dann 

oder 
(543) 

Durch   Differentiation  der  für  die  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  geltenden  Gleichung 
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«'=(f+(l)+(f 


erhält  man 


2    dt  ~  dt dt^'^ dt dt^~^ dt df^' 

Mit  Bezug  hierauf  folgt  aus  der  Gleichung  (543) 

\  2m  d(u^  =  i  d2:(mu^  =  S(Xdx  +  Ydy-^-Zdz), 

Integrirt  man  diese  Gleichung  von  einer  Zeit  t^^  welcher 
die  Geschwindigkeit  Uq  des  Punktes  entspricht,  bis  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t^  und  beachtet  zugleich,  dass  die  Reihen- 
folge der  Integration  und  der  Summation  gleichgültig 
ist,  so  findet  man 

(544)    i  {  Z(mU^  —  2{mUo^  }  =  zf(Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

Die  Grösse  2(mu^  ist  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte 
sämtlicher  Punkte  des  Systems  zur  Zeit  t  und  heisst 
lebendige  Kraft  des  Systems,  ihre  Hälfte 
^ 2(mu^  ist  die  aktuelle  oder  kinetische  Ener- 
gie des  Systems.  Gemäss  der  Gleichung  (132) 
bezeichnet  y^Xdi  +  Ydy'\'Zdz)  die  Arbeit,  welche  die 
auf  den  Massenpunkt  m  wirkende  äussere  Kraft  P  wäh- 
rend der  Zeit  t—t^  verrichtet,  also  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (544)  die  ganze  Arbeit,  welche  die  auf  das 
System  wirkenden  äusseren  Kräfte  während  dieser  Zeit 
verrichten.  Die  Gleichung  (544)  drückt  den  Satz  von 
der  Äquivalenz  der  Arbeit  und  der  kine- 
tischen Energie  aus:  Die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  eines  materiellen  Systems  während  der  Bewegung 
aus  einer  Lage  in  eine  andere  ist  gleich  der  von  den  äus- 
seren Kräften  verrichteten  Arbeit  (Man  vergleiche  den 
entsprechenden  für  einen  einzelnen  Punkt  geltenden  Satz 
in  §  48.) 

41 
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Wird  die  verrichtete  Arbeit  mit  A  bezeichnet,  so  nimmt 
die  Gleichung  (544)  die  Form  an 


(545) 


\2:(ma^-\Z{mu^^  =  A. 


Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  namentlich  in 
denjenigen  Fällen  von  grosser  Bedeutung,  in  welchen 
die  Arbeit 

A=2:f(Xdx-^Ydy  +  Zdz) 

wirklich  berechnet  werden  kann.  Es  würde  uns  jedoch 
zu  weit  führen,  das  Vorhandensein  solcher  Fälle  näher  zu 
untersuchen.  Der  denkbar  einfachste  Fall  ist  der,  in 
welchem  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,  sondern 
die  Bewegung  des  materiellen  Systems  nur  durch  einen 
gewissen  ursprünglichen  Geschwindigkeitszustand  verur- 
sacht ist    In  diesem  Falle  ist  >4  =  0  und  man  erhält 


(546) 


},l(mu^  =  \Z(mu^\ 


d.  h.  Während  der  Bewegung  eines  materiellen  Systems^ 
auf  das  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  bleibt  die  kinetische 
Energie  des  Systems  unverändert. 


§  112. 
Die  kinetische  Energie  eines  starren  Körpers. 

Bei  einem  starren  Körper  ergeben  sich  einfache  Aus- 
drücke für  die  kinetische  Energie. 
TranslatO'         Wenn   die   Bewegung  des  starren  Körpers  in  einem 
rische       bestimmten  Augenblicke  eine  translatorische  mit  der  ge- 
Bewegung,    meinsamen   Gechwindigkeit  u  sämtlicher  Punkte  ist,  so 
ist  die  kinetische  Energie  gleich  der  Hälfte  des  Productes 
aus    der    Masse    des   Körpers   und   dem   Quadrate   der 
Translationsgeschwindigkeit,  also  die  gleiche,  als  ob  die 
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ganze  Masse  des   Körpers  in   einem  Punkte  concentrirt 
wäre. 

Wenn  der  starre  Körper  sich  in  einem  bestimmten 
Augenblicke  um  eine  Axe  O  (Fig.  431)  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit CO  dreht,  so  besitzt  ein 
Punkt  mit  der  Masse  m  in  dem  Abstände 
r  von  der  Drehaxe  die  Geschwindigkeit 
tiü  und  die  kinetische  Energie  \mr^io^. 
Die  kinetische  Energie  des  ganzen  Kör- 
pers ist 


Fig.  431. 


d.  h. 
(547) 


E  —  \  Z{mr^oy^  =  i  io^^(mr\ 


E  =  \Ko^\ 


(548) 


iA:(a>2-roo2)  =  A 


Drehende 
Bewegung, 


wo  K  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Axe  der  Drehung  bezeichnet.  Die  kinetische  Energie 
eines  sich  drehenden  starren  Korpers  ist  also  gleich  der 
Hälfte  des  Productes  aus  dem  Trägheitsmomente  des  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Drehaxe  und  dem  Quadrate  seiner 
Winkelgeschwindigkeit, 

Wenn  die  Drehaxe  unveränderlich  ist  und  A  die  Ar- 
beit bezeichnet,  welche  die  auf  den  Körper  wirkenden 
äusseren  Kräfte  verrichten,  während  die  Winkelgeschwin- 
digkeit von  Wo  bis  co  wächst,  so  liefert  das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  die  Gleichung 


Princip  der 

lebendigen 

Kraft 


Würden  die  auf  den  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  wäre  die  Summe  ihrer 
Momente  in  Bezug  auf  die  feste  Axe  gleich  Null,  man 
erhielte  i4  =  0  und  (0=^(0^,  d.  h.  die  Winkelgeschwin- 
digheit  der  Drehung  um  die  feste  Axe  würde  unverändert 
bleiben.  Von  diesem  Resultate,  welches  in  §  94  in  an- 
derer Weise  abgeleitet  wurde,  ist  ein  ausgedehnter  Ge- 
brauch in  der  Lehre  von  der  Reibung  gemacht  worden. 


644 


Vierter  Teil. 


Allgemeine 
Bewegung, 


Um  die  kinetische  Energie  eines  starren  Körpers  zu 
berechnen,  welcher  die  allgemeinste  Bewegung  besitzt, 
denkt  man  sich  die  Bewegung  aus  einer  mit  der  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes  identischen  translatorischen  Bewe- 
gung und  einer  relativen  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
zusammengesetzt.  Für  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
giebt  es  in  jedem  Augenblick  eine  bestimmte  Drehaxe 
^,,  ,^      ^  (§25).    Man  wähle  den 

Schwerpunkt  zum  An- 
fangspunkte eines  recht- 
winkligen Coordinaten- 
systems  (Fig.  432),  des- 
sen jc-Axe  mit  der  Dreh- 
axe zusammenfällt  und 
/  '"'  dessen  z-Axe  so  ange- 

Y^  nommen   ist,   dass   die 

^ig-  '*32.  Geschwindigkeit  u  des 

Schwerpunktes  in  der 
jcz-Ebene  liegt.  Die  Geschwindigkeit  U  eines  Punktes 
des  Körpers,  dessen  Coordinaten  jc,  y  und  z  sind,  ist  die 
Resultirende  der  allen  Punkten  gemeinsamen  translato- 
rischen Geschwindigkeit  u  und  der  durch  die  Drehung 
erzeugten  Geschwindigkeit  m,  welche  senkrecht  zur  x-kxt 
und  zum  Radius  r  ist.  Bezeichnet  man  mit  a  den  Win- 
kel, den  die  Geschwindigkeit  u  mit  der  x-Axe  einschliesst, 
so  erhält  man  folgende  Tabelle  für  die  Geschwindigkeits- 
componenten  nach  der 


X-Axe 

K-Axe 

Z-Axe 

u\ 

UCOSa 

0 

usina 

roi'. 

0 

—  Z(o 

yoj 

U: 

ucosa 

—  ZCO 

u  sin  a  -{-yo} 

Daraus  ergiebt  sich 

f/2  =^(u  cos  af  +  {zoyf  H-  (u  sin  a  +  Ja;)^  = 
=:u^-\- r^(o^ -f  2cou sin  a.y 
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und 

mU^^=.  mifi  -\-  mr^oy^  +  2miou  sin  a  .y. 

Für  die  doppelte  kinetische  Energie  des  Körpers  berech- 
net man  ferner 

2E  =  2{mU^  =  u^Sm  +  <o^2:{mr^  +  2wu  sin  a  2(my\ 

wo 

Zm^zdtr  Masse  Af, 

S(mr^  =  dem  Trägheitsmomente  K 

und 

Z(/7zy)  =  0, 

weil  die  linke  Seite  ein  Massenmoment  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  durch  den  Schwerpunkt  darstellt.    Also  wird 

(549)  E=iMu^-{-iKo)^, 

d.  h.  die  totale  kinetische  Energie  eines  starren  Körpers 
ist  gleich  der  Summe  der  Energien,  welche  einer  mit  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  übereinstimmenden  translato- 
rischen Bewegung  und  der  Drehung  des  Körpers  um  den 
Schwerpunkt  enstprechen. 

Der   Körper  sei   ein   homogener  Umdrehungskörper,     Rollende 
der  ohne   zu    gleiten    längs  y^      ^  Bewegung. 

einer  Ebene  rollt  (Fig.  433); 
die  Winkelgeschwindigkeit  sei 
io  und  somit  die  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes 
u  =  reo.  Mit  Hülfe  der  Olei-  ^•,;^,;::^mM:^f^^kM^ 
chung  (549)  findet  man  dann  Fig.  433. 

E=^Mu^-\-^Kco^  =  i[M-\-P^fU^ 

oder 

(550)  E=i(M  +  ß^)u^, 

wo  jn  die  auf  den  Radius  r  des  die  Ebene  berührenden 
Kreises  reducirte  Masse  bezeichnet. 
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§  113. 

Bewegungsgrösse. 

Satz  von  der  Bewegung  des  Schwefpunktes. 

BewegungS'  Unter  der  Bewegungsgrösse  eines  materiellen  Punktes 
grosse.  y^^  ^g^  Masse  m,  dessen  Geschwindigkeit  u  ist,  versteht 
man  das  Produd  mu  aus  der  Masse  und  der  Geschwin- 
digkeit; die  Bewegungsgrösse  hat  dieselbe  Richtung  wie 
die  Geschwindigkeit  Die  Bewegungsgrössen  werden  durch 
Strecken  geometrisch  in  derselben  Weise  wie  Geschwin- 
digkeiten, Beschleunigungen  und  Kräfte  dargestellt.  Die 
Bewegungsgrössen  der  Elemente  eines  starren  Körpers 
können  für  jeden  Augenblick  auf  eine  Resultirende  und 
ein  resultirendes  Paar  reducirt  werden. 

Geschwindig'  Man  bezeichne  die  Coordinaten  eines  Punktes  von 
keit  des      der  Masse  /w,  welcher  einem  veränderlichen  oder  unver- 

Schwerpunk-  änderlichen  materiellen  Punktsysteme  angehört,  in  Bezug 
auf  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im  Räume 
mit  jc,  y  und  z,  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  mit 
f,  t]  und  C,  die  ganze  Masse  mit  M,  Nach  §  64  bestehen 
zu  jeder  Zeit  die  Gleichungen 

M^  =  :^(mx), 
M7]  =  l^{my), 
Mi:=2'(mz), 

wo  die  Summen  über  das  ganze  System  erstreckt  wer- 
den müssen.  Die  Grössen  jc,  y,  z,  f,  ?y  und  C  sind  Func- 
tionen der  Zeit  t  Bildet  man  die  Ableitungen  in  Bezug 
auf  /,  so  findet  man 


tes. 
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A,g  =  ^(„§), 


,55,,  ^|  =  <'.*) 


,jgdC       ^f     dz 


Die  Grössen  fri-ßf  m-^:  und  m-,    sind  die  Componen- 

ten  der  Bewegungsgrösse  ma  nach  den  Coordinatenaxen; 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  stellen  die  für  das 
ganze  System  gebildeten  Summen  dieser  Componenten, 
d.  h.  die  Componenten  der  Resultirenden  der  Bewegungs- 
grössen  dar.  Man  erhält  also  die  Resultirende,  wenn  man 
sich  die  ganze  Masse  M  des  Systems  im  Schwerpunkte 
concentrirt  denkt. 

Da  die  Richtung  einer  Coordinatenaxe  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  so  folgt:  Die  Summe  der  Projecth- 
nen  der  Bewegungsgrössen  eines  materiellen  Punktsystems 
auf  eine  beliebige  Axe  ist  gleich  der  Projection  der  Bewe- 
gungsgrösse des  Schwerpunktes  auf  diese  Axe,  wenn  die 
ganze  Masse  des  Systems  im  Schwerpunkte  concentrirt 
wird. 

Sind  die  Massen  und  Geschwindigkeiten  der  einzel- 
nen Punkte  des  Systems  bekannt,  so  liefern  die  Glei- 
chungen (551)  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes. 
Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nochmals,  so  erhält 
man 


^df^-^X'^ärn' 

(552)  ^S=-^(-SO' 


^dt^  =  ^['^d~^)' 
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Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stellen  die  Projec- 
tionssummen  der  effectiven  Kräfte  nach  den  Coordinaten- 
axen  dar,  die  linken   Seiten   sind   die  Projectionen  der 
effectiven  Kraft  für  die  im  Schwerpunkte  concentrirte  Ge- 
samtmasse des  Systems.  ♦ 
Satz  von  der       Es  werde  angenommen,  das  System  sei  so  beschaffen, 
Bewegung:  des  dass   kleine   translatorische  Verschiebungen   parallel  den 
Schwerpunk-  Coordinatenaxen  möglich  seien,  während  das  System  un- 
verändert bleibt,  und  zwar  seien  dXf  dy  und  dz  diese  drei 
Verschiebungen.    Bei  einem  freien  System  sind  diese  Be- 
dingungen immer  erfüllt.    Wendet  man  auf  die  Verschie- 
bung parallel  der  jc-Axe  d'Alemberts  Princip  (die  Glei- 
chung 542)  an,  indem  man  dx  constant,  dy=Ldz  =  0  wählt, 
so  findet  man 


d.  h. 


und 


^{x-mg)  =  o 


■('"S)  = 


2X. 


In  derselben  Weise  folgt  für  Verschiebungen  parallel  den 
beiden  übrigen  Axen 


Werden  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (552)  eingesetzt, 
so  ergiebt  sich 
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(553)  Afg^=:ZK, 

Vergleicht  man  diese  Differentialgleichungen  mit  denje- 
nigen für  die  Bewegung  eines  Punktes  (96),  so  erhält 
man  den  sog.  Satz  von  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes: 

Der  Schwerpunkt  eines  materiellen  Systems  bewegt  sich 
so,  als  ob  alle  äusseren  Kräfte  mit  unveränderter  Grösse 
und  Richtung  in  ihm  angebracht  und  die  ganze  Masse 
des  Systems  in  ihm  concentrirt  wäre. 

Man  darf  aber  nicht  vergessen,  dass  dieser  Satz  nur 
dann  gültig  ist,  wenn  das  System  ohne  sich  zu  verän- 
dern virtuelle  Parallelverschiebungen  nach  drei  Richtun- 
gen des  Raumes  (oder  nach  jeder  beliebigen  Richtung) 
annehmen  kann. 

Wenn  das  System  frei  ist  und  von  keinen  äusseren  Satz  von  der 

Kräften  beeinflusst  wird,  so  hat  man  Erhaltungder 

Bewegung  des 
ZX=  0,  2Y~  0,  2Zz=  0  Schwerpunk- 

tes. 
und  die  Gleichungen  (553)  liefern 

^_o  A_o  ^_o 
Durch  Integration  dieser  Gleichungen  findet  man 

n=ßt+b, 

l^  =  7t+c, 

d.  h.  die  Gleichungen  einer  geradlinigen  gleichförmigen 
Bewegung.    Man  erhält  den  sog,  Satz  von  der  Er- 
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Haltung  der  Bewegung  des  Schwerpunk- 
tes: Der  Schwerpunkt  eines  freien  materiellen  Systems, 
auf  das  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  bewegt  sich  gerad- 
linig  und  gleichförmig. 

Der  Satz  findet  Anwendung  auf  die  Bewegung  un- 
seres Sonnensystems,  weil  man  dabei  von  der  Anziehung 
der  Fixsterne  absehen  kann. 

Anwendungen. 

1)  Ein  schwerer  fester  Körper  wird  in  irgend  einer  Weise  im  luft- 
leeren Räume  geworfen.  Der  Schwerpunkt  des  Körpers  bewegt  sich 
dabei  längs  einer  Parabel  in  einer  Verticalebene  (vergl.  §  15).  Die 
vollständige  Bewegung  des  Körpers  setzt  sich  zusammen  aus  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  und  einer  Drehung  um  den  Schwerpunkt, 
welche  in  jedem  Augenblicke  um  eine  bestimmte  Axe  geschieht,  wäh- 
rend sich  diese  Axe  continuirlich  ändert.  Wenn  der  Körper  plötzlich 
zerbricht  (wie  bei  der  Explosion  eines  Geschosses),  so  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  des  Systems  fortwährend  in  derselben  parabolischen 
Bahn,  da  ja  durch  die  Explosion  nur  paarweise  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  in  Wirksamkeit  treten.  Eine  Veränderung  in  der  Bahn  des 
Schwerpunktes  entsteht  erst,  wenn  ein  Stück  des  Körpers  z.  B.  die 
Erdoberfläche  trifft,  wobei  eine  äussere  Widerstandskraft  in  Wirksam- 
keit tritt.  In  der  Bahn  des  Schwerpunktes  zeigt  sich  in  diesem  Augen- 
blicke eine  plötzliche  Richtungsänderung;  der  Schwerpunkt  bewegt 
sich  weiter  längs  einer  zweiten  Parabel,  bis  ein  anderes  Stück  den 
Erdboden  trifft  u.  s.  w. 

2)  Für  eine  Person,  welche  sich  auf  einer  vollkommen  glatten  ho- 
rizontalen Eisfläche  befindet,  gilt  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes  bei  allen  Bewegungen  in  horizontaler  Rich- 
tung. Wenn  die  Person  ursprünglich  in  Ruhe  war,  so  kann  sie  sich 
nicht  von  selbst  aus  der  Stelle  bewegen.  In  der  Wirklichkeit  wird  die 
Bewegung  nur  durch  die  Reibung  ermöglicht.  Dabei  entsteht  eine 
horizontale  Kraft,  welche  dem  ursprünglich  ruhenden  Schwerpunkte 
eine  horizontale  Beschleunigung  erteilt,  während  die  Wirkung  der 
Gegenkraft  auf  die  Erde  unmerklich  ist.  Bei  der  Aufstellung  des 
Princips  von  d'Alembert  wurde  angenommen,  dass  tangentiale  Wider- 
standskräfte nicht  vorhanden  seien;  giebt  es  solche,  so  muss  man  sie 
mit  den  äusseren  Kräften  zusammen  in  Betracht  ziehen. 

Je  glatter  die  Fläche  ist,  auf  der  wir  bestrebt  sind  uns  zu  bewe- 
gen, um  so  schwerer  ist  das  Gehen.  Auf  einer  geölten  Spiegelglas- 
fläche wäre  es  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden. 
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3)  Eine  Locomotive  sei  vermittelst  Ketten  so  aufgehängt,  dass  sie 
als  ein  Pendel  schwingen  kann.  Die  Locomotive  sei  ursprünglich  in 
Ruhe;  durch  einströmenden  Dampf  sollen  die  Kolben  und  Triebräder 
in  Bew^ung  gesetzt  werden.  Es  findet  dabei  eine  Verschiebung  des 
Schwerpunktes  innerhalb  des  Systems  statt.  Weil  aber  der  Schwer- 
punkt im  Räume  in  Ruhe  bleiben  muss,  da  keine  äusseren  Kräfte  hin- 
zugefügt worden  sind,  so  wird  die  Locomotive  selbst  in  eine  hin  und 
her  schwingende  Bewegung  geraten.  Während  die  Kolben  sich  nach 
vorwärts  bewegen,  schwingt  die  Locomotive  nach  rückwärts  und 
umgekehrt.  Natürlich  ist  vorausgesetzt,  dass  die  beweglichen  Massen 
nicht  so  balancirt  sind,  dass  der  Systemschwerpunkt  seine  Lage  über- 
haupt nicht  ändert. 

§  114. 
Der  Flächensatz. 

Wenn  ein  materielles  Punktsystem  so  beschaffen  ist,  Virtuelle 
dass  es  zu  jeder  Zeit  eine  virtuelle  Rotation  um  drei  Drehung, 
Coordinatenaxen  des  Raumes  zulässt,  während  es  unver- 
ändert bleibt,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Principe  von 
d'Alembert  ein  sehr  bemerkenswerter  Satz  der  Dynamik, 
der  sog.  Flächensatz.  Diese  Bedingungen  sind  an 
jedem  freien  System  erfüllt,  und  ebenso  an  einem  Sy- 
stem mit  einem  festen  Punkte,  in  Bezug  auf  Drehungen 
um  Axen  durch  diesen  Punkt.  Bei  der  Drehung  des 
Systems  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  ö<p  im  positi- 
ven Sinne  um  die  jc-Axe  erfährt  nach  §  81  p.  424  ein 
Punkt  mit  den  Coordinaten  jc,  y  und  z  eine  virtuelle 
Verschiebung,  deren  Componenten  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen 

(5jc  =  0, 

dy  =  —  zd(p, 

dz  :=ydq) 

sind.   Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (542) 
ein,  so  erhält  man 


652  Vurter  Teil. 


d.  h. 


oder 


Da 


l[Y-m^y)zör/--z[z-m^^)yö^  =  ^. 


dl    dz__   dy\_    d^z_   d^y 
dtVdt     'di}~-^dt^      ^rf/2 


7    dz       dy\ 

{yTt-'di)- 

ist,  so  liefert  die  letzte  Gleichung 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich  für  Dreliungen  um  die 
beiden  anderen  Coordinatenaxen 


d^ 

dt 

(554)  ^ 

dt 


^'n[4-y%)=^^Y--yX). 


Gemäss  den  Formeln  (173)  bezeichnen  die  rechten  Seiten  die- 
ser Gleichungen  die  Summen  der  Momente  der  äusseren 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  Coordinatenaxen,  d.  h. 

M.r  =  2:(yZ-zY), 
(555)  My  =  Z(zX  —  xZ), 

M,=2(xY-yX), 
Die  linken  Seiten  sind  die  Ableitungen  der  Grössen 
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=^! 


dz  dy\ 

(556)  ^y  =  ^Y"'dt~^"'di\ 


Oz 


=^{- 


dy  dx 

'di-y-"'Tt 


welche  dieselbe  Form  wie  die  Grössen  (555)  besitzen,  mit 

dem   Unterschiede,  dass  X,  Y  und  Z  durch  /»ttt»  /w-^ 

dt        dt 

und  m-rz  ersetzt  sind.    Die  Ausdrücke  (556)  stellen  also 

die  Summen  der  Momente  der  Bewegungsgrössen  in  Be- 
zug auf  die  Coordinatenaxen  dar.  Mit  den  obigen  Be- 
zeichnungen nehmen  die  Gleichungen  (554)  die  einfache 
Form 

^     ^  dt  ~     "   dt  ~     •^'   dt  ~     ' 

an,  und  drücken  aus,  dass  die  Momentensumme  der  äus- 
seren Kräfte  in  Bezug  auf  eine  Axe  gleich  der  in  Bezug 
auf  die  Zeit  genommenen  Ableitung  der  Momentensumme 
der  Bewegungsgrössen  ist. 

Wenn  dieser  Satz  für  die  drei  betrachteten  Axen  gilt, 
so  gilt  derselbe  auch  für  jede  Axe  durch  den  Coordi- 
natenanfangspunkt  O;  denn  eine  virtuelle  Drehung  um 
eine  beliebige  Axe  durch  O  kann  aus  virtuellen  Drehun- 
gen um  die  drei  Axen  zusammengesetzt  werden. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall,  in  welchem 
es  eine  Axe  giebt,  in  Bezug  auf  welche  die  Momen- 
tensumme der  äusseren  Kräfte  gleich  Null  ist.  Wählt 
man  sie  zur  Jc-Axe,  so  erhält  man 
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Flächenge- 

schwindig' 

keiL 


und 

(558)  Ox  =  constant , 

d.  h.  wenn  die  Summe  der  Momente  der  äusseren  Kräfte 
gleich  Null  ist  in  Bezug  auf  eine  Axe,  um  weldie  eine 
virtuelle  Drehung  des  Systems  möglich  ist,  während  das 
System  sich  nicht  verändert,  so  bleibt  die  Summe  der  Mo- 
mente der  Bewegungsgrössen  in  Bezug  auf  diese  Axe  wäh-- 
rend  der  Bewegung  constant 

Der  Satz  kann  in  anderer  Weise  ausgesprochen  wer- 
den, indem  man  die  sog.  Flächengeschwindig- 
Z\  keit     einführt. 

fy^^y^zt^)_\ :     ,        Der    Radiusvector 

^^^         j  -----^^  ^^   Massenpunk- 

^.^^-T --^^^^^^  tes   m   (Fig.   434> 

I    ^^^  5       .^''''1^^^^^^       I  werde  auf  die  yz- 

^^^L?f=^^_\^ ^  Ebene     projicürt. 

/  ""  Der  Endpunkt  der 

/  Projection  hat  zur 

y/  Zeit  t  die  Coor- 

Fig.  434.  dinaten  y  und  z^ 

zur  Zeit  t  -\-  dt 
die  Coordinaten  y  -\-  dy,  z-\-  dz.  Während  der  Zeit  dt 
beschreibt  die  Projection  des  Radiusvectors  eine  Fläche 
(vergl.  p.  316) 

dAx  =  i{ydz  —  zdyy 
Der  Quotient  aus  dieser  Fläche  und  der  Zeit  dt,  d.  h. 

wird  Flächengeschwindigkeit  der  Projection  des  Radius- 
vectors auf  die  yz-Ebene  zur  Zeit  t  genannt 
Man  findet  nun 

(560)  0.  =  2z[m'^), 
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WO  die  Summe  über  das  ganze  System  zu  erstrecken  ist 
Das  resiUtirende  Moment  der  Bewegungsgrössen  in  Be- 
zug auf  eine  Axe  ist  also  gleich  der  doppelten  Summe 
aller  Producte,  welche  man  erhält,  wenn  die  Masse  jedes 
Punktes  mit  der  Flächengeschwindigkeit  der  Projeäion 
seines  Radiusvectors  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene 
multiplicirt  wird. 

Der  sog.  Flächensatz  lautet  dann :  Wenn  die  Mo-  Der  Flächen- 
mentensumme  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  eine  Axe  ^^^^' 
fortwährend  verschwindet,  so  bleibt  die  Summe  aller  der- 
Jensen  Producte  constant,  welche  man  erhält,  wenn  die 
Masse  jedes  Punktes  mit  der  Flächengeschwindigkeit  der 
Projection  seines  von  einem  Punkte  der  Axe  aus  gezogenen 
Radiusvectors  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  multi- 
plicirt wird.  Der  Flächensatz  oder  das  Princip  der 
Flächen  wird  analytisch  durch  die  Gleichung 


(56r)  ^(-^r)  = 


constant , 


oder 


^^Z(mA.)  =  C 


ausgedrückt.    Nach  einmaliger  Integration  findet  man 
(562)  Z(mA,)=Ct+C , 

wo  C  eine  zweite  Constante  ist.  Die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  bezeichnet  die  Summe  sämtlicher  Producte 
aus  der  Masse  eines  Punktes  und  der  Fläche,  welche  die 
Projection  seines  Radiusvectors  von  einem  gewissen  Mo- 
mente an  beschrieben  hat.  Diese  Summe  wird  der  Kürze 
wegen  die  Flächensumme  genannt.  Wenn  also  die 
Momentensumme  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  eine 
Axe  fortwährend  gleich  Null  bleibt,  so  wächst  die  Flächen- 
summe für  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  proportional 
der  Zeit. 
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Unter  den  Fällen,  in  welchen  die  äusseren  Kräfte  keine 
Momentensumme  in  Bezug  auf  eine  Axe  liefern,  seien 
die  folgenden  erwähnt:  1)  es  wirken  keine  äusseren  Kräfte, 
2)  sämtliche  äusseren  Kräfte  sind  parallel  der  betrachteten 
Axe  und  3)  sämtliche  äusseren  Kräfte  schneiden  die  Axe. 


Anwendungen. 

1)  Wenn  eine  Person  auf  einer  absolut  glatten  horizontalen  Un- 
terlage mit  den  Armen  nach  vorne  gestreckt  steht  und  dann  beide 
Arme  ebenso  weit  nach  beiden  Seiten  bewegt,  so  bleibt  der  Körper  in 
Ruhe,  weil  die  Flächensummen  der  beiden  Arme  sich  aufheben.  Be- 
wegt er  dagegen  nur  den  einen  Arm  nach  der  Seite,  so  muss  sich  der 
Körper  etwas  in  entgegengesetzter  Richtung  drehen,  damit  die  totale 
Flächensumme  der  Person  unverändert  bleibe.  Dasselbe  gilt,  wenn 
man  den  Kopf  nach  der  einen  Seite  dreht,  ohne  den  Körper  oder  die 
Arme  zu  bewegen.  In  allen  diesen  Fällen  hat  die  Constante  C  der 
Gleichung  (562)  den  Wert  Null,  weil  keine  ursprünglichen  Geschwin- 
digkeiten vorhanden  sind. 

Mit  dem  obigen  ist  keineswegs  gesagt,  dass  es  für  die  Person 
unmöglich  wäre,  sich  um  eine  verticale  Axe  zu  drehen,  beispielsweise 
durch  zweckmässiges  Drehen  des  Kopfes  sowie  gleichzeitiges  Heben 
und  Senken  der  Arme.  Um  die  Möglichkeit  einer  derartigen  Rotation 
eines  veränderlichen  Systems  ohne  den  Einfluss  äusserer  Kräfte  ein- 
zusehen, möge  folgendes  Beispiel  gewählt  werden. 

2)  Ein  horizontales  Rad  sei  ohne 
Reibung  um  eine  feste  verticale  Axe  dreh- 
bar (Fig.  435).  Auf  dem  Rade  mögen 
sich  vier  Personen  A^  B,  C  und  D  be- 
finden, und  zwar  an  den  Endpunkten 
von  zwei  zu  einander  senkrechten  Durch- 
messern. Der  Flächensatz  gilt  hier  in 
Bezug  auf  die  verticale  Drehaxe.  Wenn 
A  einen  Schritt  nach  B  hin  und  C 
einen  Schritt  nach  D  hin  längs  des  Um- 
fanges  macht,  so  muss  das  Rad,  welches 
ursprünglich  in  Ruhe  gewesen  ist,  sich  et- 
was im  entgegengesetzten  Sinne,  sagen  wir  im  n^ativen  Sinne  drehen. 
Nehmen  A  und  C  dann  ihre  früheren  Plätze  wieder  ein,  so  kehrt 
auch  das  Rad  in  die  frühere  Lage  zurück.  Es  werde  aber  angenom- 
men, dass  die  Personen  B  und  D  sich  in  der  Zwischenzeit  nach  dem 
Mittelpunkte  O  hin  bewegt  haben.    Eine  solche  Bewegung  für  sich 


Fig.  435. 
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hat  keinen  Einfluss  auf  die  Lage  des  Rades.  Nehmen  aber  A  und  C 
erst  jetzt  ihre  früheren  Plätze  wieder  ein,  so  dreht  sich  das  Rad  im 
positiven  Sinne  und  zwar  mehr  als  in  dem  vorigen  Falle,  weil  ja  B 
und  D  jetzt  kleinere  Beiträge  zu  der  Flächensumme  liefern  als  vorhin 
und  die  Compensation  durch  eine  grössere  Drehung  des  Rades  gescheh- 
en muss.  Es  mögen  B  und  D  sich  wieder  nach  dem  Umfange  be- 
wegen, was  auf  die  Lage  des  Rades  keinen  Einfluss  hat.  Die  g^en- 
seitige  Lage  der  Personen  ist  dann  die  ursprüngliche,  das  Rad  hat 
sich  aber  im  positiven  Sinne  gedreht.  Wenn  dieselben  Bewegungen 
wiederholt  werden,  so  dreht  sich  das  Rad  aufs  neue  u.  s.  w.  Die 
Bewegungen  der  vier  Personen  können  auch  gleichzeitig  geschehen 
und  zwar  so,  dass  das  Rad  sich  continuirlich  dreht. 

3)  Eine  ähnliche  Erscheinung  tritt  ein,  wenn  eine  Katze,  die  man 
auf  den  Rücken  fallen  lässt,  sich  während  des  Falles  dreht  und  auf 
die  Füsse  zu  stehen  kommt. 

4)  Eine  Schaukel,  welche  ursprünglich  in  Ruhe  war,  kann  durch 
die  Körperbewegungen  der  darin  sitzenden  Personen  nicht  nur  in 
Bewegung  gesetzt,  sondern  auch  zum  Schwingen  gebracht  werden. 
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Bewegung  starrer  Körper. 

§  115. 
Gleichförmige  Dreliung  um  eine  feste  Axe. 

Bedingungen  In  den  §§  94  und  112  ist  hervorgehoben,  dass  die 
der  gtetchför-  Bedingung  für  die  gleichförmige  Drehung  eines  starren 
^^S^^J^^^'  Körpers  um  eine  feste  Axe  darin  besteht,  dass  die  Summe 
der  Momente  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Axe 
gleich  Null  sein  muss.  Zu  diesem  Resultate  führt  auch 
das  Princip  der  Flächen  in  sehr  einfacher  Weise.  Ein 
Punkt  mit  der  Masse  /w,  dessen  Abstand  von  der  Drehaxe 
r  ist,  besitzt  die  Bewegungsgrösse  /nrw,  wo  io  die  augen- 
blickliche Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  ist;  das 
Moment  der  Bewegungsgrösse  in  Bezug  auf  die  Axe  ist 
mr^io.  Für  den  starren  Körper  ergiebt  sich  als  Momen- 
tensumme der  Bewegungsgrössen 

(563)  O  =  l{tn^uy)  =  ioZ{pi!^  =  Kco , 

wo  K  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehaxe 
ist.    Nach  den  Gleichungen  (557)  ist 

WO  M  die  Momentensumme  der  äusseren  Kräfte  in  Be- 
zug auf  die  Drehaxe  bezeichnet.  Wenn  sie  gleich  Null 
ist,  so  folgt 
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d<o 
dt 


—  0 


und 


(o  =  constant, 

sowie  umgekehrt. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  keine  äusseren 
Kräfte  wirken ;  dann  ist  M  =  0,  Wir  wollen  die  Reactio- 
nen  an  der  festen  Axe  berechnen.  Nach  dem  Princip 
von  d'Alembert  müssen  diese  Reactipnen  den  äusseren 
Kräften  und  den  den  effectiven  Kräften  entgegengesetzt 
gleichen  Kräften  das  Oleichgewicht  halten.  Da  es  keine  äus- 
seren Kräfte  giebt  und  die  effectiven  Kräfte  der  gleichför- 
migen Drehung  die  Centripetalkräfte  sind,  so  halten  dem- 
nach die  Reactionen  den  Centrifugalkräften  das  Oleichge- 
wicht. Um  sie  zu  berechnen,  reducirt  man  die  Centrifugal- 
kräfte  für  einen  Reductionspunkt  auf  der  Drehaxe,  am  zweck- 
mässigsten  für  den  Fusspunkt  O  der  Senkrechten  vom 
Schwerpunkte  S  des  Körpers  auf  die  Axe  (Fig.  436). 


Drehung 
ohne  äussere 

Kräfte. 
Reactionen. 


mw'i 


'  ^fnv^M 


/ 


Fig.  436. 

Man  wähle  den  Punkt  O  als  Anfangspunkt  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems,  in  welchem  die  Drehaxe 
die  Jc-Axe  ist.  Für  einen  Punkt  mit  der  Masse  /n,  den 
Coordinaten  jc,  y^  z  und  dem  Abstände 
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von  der  Drehaxe  ist  die  Centrifugalkraft  nuD^r  und  hat 
die  Richtung  längs  des  Radius  r  nach  aussen.  Ihre  Com- 
ponenten  nach  den  drei  Axen  sind  der  Reihe  nach 

(565)  0,  mofiy  und  /»w^z, 

die  Componenten  der  Resultirenden  sämtlicher  Centrifu- 
galkräfte  sind  also: 

9ix  =  0, 

SR,  =  2(nuo^y)  =  (o^I{my) , 

%  =  l{mix?z)  =  v)^2:{mz) . 

2:(my)  und  2(mz)  sind  die  Massenmomente  des  Körpers 
in  Bezug  auf  die  xz-  und  die  jcy-Ebenen.  Bezeichnet  man 
die  Gesamtmasse  des  Körpers  mit  Af,  seine  Schwer- 
punktscoordinaten  mit  ri  und  C  bez.,  so  erhält  man 

Z(my)  =  Mri, 

2{mz)  =  MC, 
und 

(566)  9lx  =  0,%  =  o>2  Af ,;,  %  =  (o^Ml:. 

Vergleicht  man  diese  Werte  mit  den  für  einen  einzelnen 
Punkt  geltenden  Ausdrucken  (565),  so  erkennt  man,  dass 
die  Resultirende  sämtlicher  Centrifugalkräfte  gleich  der 
Centrifugalkraft  der  im  Schwerpunkte  concentrirten  ganzen 
Masse  des  Körpers  ist    Diese  Resultirende  hat  die  Grösse 

(567)  SR  =  o>2  Af  y  172  -f"c^  =  cü^  Mro 

und  ist  von  O  nach  dem  Schwerpunkte  5  hin  gerichtet. 
Um  das  resultirende  Paar  der  Centrifugalkräfte  zu  be- 
rechnen, beachte  man  zunächst,  dass  die  Momente  der  Cen- 
trifugalkraft der  Masse  m  in  Bezug  auf  die  drei  Axen  gleich 

0,  —  mo)^xz  und  mw^xy 


Dynamik  der  starren  Körper,  661 


sind.  Bildet  man  die  Summen  dieser  Ausdrücke  für 
sämtliche  Massenelemente  des  Körpers,  so  erhält  man  als 
Componenten  des  resultirenden  Paares 

(568)  %  =  —  o>2  Z{mxz) , 

^lR^  =  oy^Z(mxy). 

Die  Axe  des  Momentes  liegt  somit  in  der  jz-Ebene  und 
hat  die  Grösse 


(569)  m  =  ö>2  y|  Z(nixyJY  +  {Amxz)f] 

sie  bildet  mit  der  ;;-Axe  einen  durch  die  Gleichung 

/CTAX  X  ^^^*  2{mxy) 

(570)  ^'P  =  W  =  -AmS) 

bestimmten  Winkel  q^.  Die  Ebene  des  Paares  geht  durch 
die  Drehaxe. 

Die  Grösse  I(mxy)  ist  das  Centrifugalmoment  in  Be- 
zug auf  die  beiden  Coordinatenebenen  durch  die  z-Axe, 
die  Grösse  2(mxz)  das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf 
die  beiden  Coordinatenebenen  durch  die  j/-Axe. 

Die  Reactionen  an  der  festen  Axe  sind  äquivalent  ei- 
ner mit  R  entgegengesetzt  gleichen  Resultirenden  im 
Punkte  O  und  einem  dem  oben  betrachteten  Kräftepaare 
entgegengesetzten  Paare  SK. 

Wenn  die  äusseren  Kräfte,  welche  auf  einen  gleichför- 
mig sich  drehenden  Körper  wirken,  sich  nicht  das  Gleich- 
gewicht wie  an  einem  freien  Körper  halten,  so  liefern  sie 
bei  der  Reduction  für  den  Punkt  O  im  allgemeinen  eine 
Resultirende  mit  gewissen  Componenten  ^,  Ry  und  Rz 
sowie  ein  resultirendes  Kräftepaar  mit  den  Componenten 
0,  My  und  Mz,  Die  Reactionen  an  der  festen  Axe  sind 
in  diesem  Falle  äquivalent  einer  Kraft  im  Punkte  O  mit 
den  Componenten 
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(571)  —  R^  -u,  =  -  Ry^  m''  Mn, 
—  Rz  —%  =  —  Rz  —  o}^  MC , 

und  einem  resultirenden  Paare  mit  den  Componenten 
0, 

(572)  —My-my=  -  My-^oy\Snixz), 
—  iM,  —  3»,  =  -  Af,  —  io\Zmxy) . 

Frtie  Axe.         Wenn  keine  äusseren  Kräfte  vorkommen  und  wenn 
zugleich 

3i  =  0  och  aR  =  0 

sind,  d.  h.  wenn  die  Centrifugalkräfte  sich  das  Oleichgewicht 
wie  an  einem  freien  starren  Körper  halten,  so  sind  die 
Reactionen  an  der  festen  Axe  gleich  Null.  Der  Körper 
behält  deshalb  diese  Axe  als  Umdrehungsaxe,  auch  wenn 
sie  aufhört  fest  zu  sein.  Eine  solche  Axe  heisst  eine  freie 
Axe.  Gemäss  den  Gleichungen  (567)  und  (569)  sind  die 
Bedingungen  für  eine  freie  Axe 

/b  =  0, 

(573)  Z(mxy)  =  0, 

I(mxz)  —.  0. 

Die  Bedingung  /b  =  0  giebt  an,  dass  die  freie  Axe  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  muss;  die  beiden 
letzteren  Bedingungen  drücken  nach  p.  623  aus,  dass  die 
freie  Axe  eine  Hauptträgheitsaxe  ist.  Im  allgemeinen 
besitzt  der  Körper  also  nur  drei  freie  Axen,  und  zwar 
die  centralen  Hauptträgheitsaxen  (siehe  p.  623  ).  Wenn 
aber  das  Centralellipsoid  ein  Umdrehungsellipsoid  ist,  so 
giebt  es  unendlich  viele  freie  Axen,  d.  h.  alle  Durchmesser 
in    der    Äquatorebene    des    Ellipsoids    sowie    die   Um- 
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drehungsaxe  selbst  Wäre  das  Centralellipsoid  eine  Kugel, 
so  wären  alle  Schwerpunktaxen  freie  Axen. 

Ein  Beispiel  einer  freien  Axe  bietet  die  Erdaxe  dar. 
Allgemeiner  ist  die  Umdrehungsaxe  jedes  homogenen 
Umdrehungskörpers  eine  freie  Axe. 

Ein  starrer  Körper,  auf  den  nur  die  Schwerkraft  wirkt,    Oleidiför- 
kann  eine  gleichförmige  Drehung  um  eine  feste  verticale  migeDrehung 
Axe  besitzen,  weil  das  Moment  der  Schwere  in  Bezug    '^!^^  ^^'^ 
auf  diese  Axe  gleich  Null  ist.  Ein  schwerer  Körper  kann  ^^ckwerkraft 
sich  auch  gleichförmig  um  eine  beliebige  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  drehen. 


§  116. 

Beispiele  der  gleichförmigen  Drehung  um  eine  feste  Axe* 

1)  Das  Centrifugalpendel.  Das  physische  Centri- 
fugalpendel  besteht  aus  einem  starren  Körper,  welcher  in 
einem  Punkte  O  befestigt  ist  und  unter  dem  Einfluss 
seiner  Schwere  sich  derart  um  O  dreht,  dass  der  Schwer- 
punkt S  mit  gleichförmiger  Bewegung  einen  Kreis  um 
die  Verticale  OX  als  Axe  be- 
schreibt (Fig.  437).  Der  Kör- 
per kann  sich  gleichzeitig  um 
die  Axe  OS  drehen;  es  soll 
aber  nur  der  Fall  behandelt 
werden,  in  welchem  der  Kör- 
per ein  homogener  Umdreh- 
ungskörper mit  der  Axe  OS 
ist  und  die  Ebene  XOS  eine 
feste  Ebene  innerhalb  des 
Körpers  bleibt.  Man  kann  eine  solche  Bewegung  in 
der  Weise  zu  Stande  bringen,  da^s  man  den  Körper 
an  einer  horizontalen,  durch  O  geführten  Charnieraxe 
aufhängt,  welche  die  Drehung  des  Körpers  um  OX  mit- 


Fig.  437. 


Physisches 
Centrifugal- 
pendel, 
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macht  Es  sollen  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit 
der  Bewegung  aufgestellt  werden.  Sind  sie  erfüllt  so 
geschieht  die  Bewegung  in  derselben  Weise,  als  ob  OX 
eine  feste  Axe  wäre. 

Da  nur  der  Punkt  O  der  Axe  OX,  um  welche  der 
Körper  sich  gleichförmig  drehen  soll,  fest  ist,  müssen 
samtliche  Reactionen  an  der  Axe  auf  eine  einzige  durch 
O  gehende  Resultirende  zurückgeführt  werden  können. 
Bei  der  Reduction  der  Centrifugalkräfte  und  der  Schwer- 
kraft O  für  den  Punkt  O  muss  also  das  resultirende  Paar 
verschwinden.  Wählt  man  O  als  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  mit  einer  verticalen 
jc-Axe  und  einer  in  der  Ebene  SOX  liegenden  z-Axe, 
nennt  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  a>,  bezeich- 
net femer  den  Winkel  XOS  mit  a  und  den  Abstand  OS 
mit  A,  so  ergiebt  sich  für  die  Grössen  vW,,  Af^,  Af,  und 
9»„  2ß^,  a»,  in  §  115, 

My  =  Ol  sin  a, 

a)ix=0, 

aWy  =  —  o}^Z{mxz\ 

3)1,  =:  <D^Z{mxy\ 

Das  resultirende  Paar  verschwindet  also,  wenn  die  beiden 
Gleichungen 

i^iA\  ^^  ^^"  ^  —  (o^Z{mxz)  =  0, 

^      '  2:(mxy)  =  0 

erfüllt  sind. 

Die  zweite  dieser  Bedingungen  ist  in  dem  betrachteten 
Falle  erfüllt,  weil  die  Massenverteilung  des  Umdrehungs- 
körpers symmetrisch  in  Bezug  auf  die  ;cz-Ebene  ist.  In 
der  ersten  Gleichung  kommt  das  Centrifugalmoment 
2:(mxz)  in  Bezug  auf  die  xy-  und  die  j'z-Ebenen  vor.  Um 
der  Gleichung  eine  zweckmässige  Form  zu  geben,  mögen 
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die  X'  und  z-Axe  in  ihrer  Ebene  so  gedreht  werden,  dass 
die  neue  jc-Axe  mit  der  Geraden  OS  zusammenfällt  Man 
erhält  dann 

jc  =  jc'  cos  a  —  z'  sin  a, 

Z  zz:  jc'  sin  a  -f-  z'  cos  a 

und 

2:(mxz)  =  sin  a  cos  a  Zm{x'^ — z'^  +  (cos^a  —  sin^a)  S(mx'z'). 

Weil  die  Massenverteilung  des  Rotationskörpers  auch 
in  Bezug  auf  die  Ebene  SOY  symmetrisch  ist,  so  hat 
man  2'(/wjcV)^0,  und  erhält 


oder 


2(mxz)  =  sin  a  cos  a  {  2:m{x'^  +  z'^  —  2i:{mz'^  } 

2(3), 


Z{mxz)  =z  sin  a  cos  a  (K 

wo  K  das  Trägheitsmoment  des  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  j^-Axe  und  Q 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
die  Ebene  SOY  ist. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (574) 
ergiebt  sich  nun 

Ok 


(575) 


cosa=: 


co^(K--2Q)' 


also  eine  Beziehung  zwischen   dem 
Winkel  a  und  der  constanten   Win-    ^ 
kelgeschwindigkeit  co  der  Drehung. 


Fig.  438. 


(576) 


Die  Zeit  T  einer  ganzen  Umdrehung  beträgt 
i/(/C— 2(3)cos^ 


UmlauJszeiL 


CO 


:2jr 


Gl 


Die   Umlaufszeit  des  zusammengesetzten  Centrifugal-     Reducirte 
pendeis  stimmt  mit  der  Umlaufszeit  eines  einfachen  Centri-  Pendeüänge. 
fugalpendels  von  der  Länge 


(577) 


.{K-2Q)g_K-2Q 

Ol        ~     Ml 
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Überein.  Die  Grösse  /  heisst  die  reducirte  Pendel- 
länge des  zusammengesetzten  Centri- 
fugalpendels. 
Anwendung.  Das  einfachste  zusammengesetzte  Centrifugalpendel 
besteht  aus  zwei  concentrirten  Massen  M  und  m  (Fig. 
439),  welche  vermittelst  eines  gewichtslosen,  unbiegsamen, 
in  O  befestigten  Stabes  mit  einander  verbunden  sind.  Die 
Bedingungen  in  Bezug  auf  die  Massenverteilung  sind  hier 
erfüllt  und  das  Trägheitsmoment  Q  gleich  Null,  weil  die 
Massen  in  der  Ebene  SOK  liegen.  Mit  den  Bezeichnungen 
der  Figur  43Q  ergiebt  sich 


und 


K=ML^-\-mP 


OX=g(ML  —  ml). 


Die  Gleichung  (575)  liefert  dann  als 
Beziehung  zwischen  o>  und  a 


(578) 


g  ML  — ml 

cosa_^^^a-j_^2, 


Fig.  439.        und  die  Gleichung  (576)  die  Umlaufszeit 


(579) 


\      (ML 


+  mP)  cos  a 


mt)g 


Die  Gleichung  (578)  soll  noch  verallgemeinert  werden, 
unter  der  Annahme,  dass  das  Gewicht  des  Stabes  berück- 
sichtigt wird.  Es  sei  das  Stabgewicht  gleich  fxg  und 
gleichförmig  über  die  ganze  Länge  des  Stabes  verteilt. 
Der  Abstand  d  des  Punktes  O  von  dem  Halbirungspunkte 
des  Stabes  beträgt 

rf= 7^—\ 


das  Trägheitsmoment  des  Stabes  in  Bezug  auf  eine  zu 
seiner  Längsrichtung  senkrechte  Axe  durch  O  ist  nach 
den  Formeln  (533)  und  (521) 
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Das  statische  Moment  des  Stabgewichtes  in  Bezug  auf 
dieselbe  Axe  hat  für  die  horizontale  Lage  des  Stabes  den 
Wert 

Für  das  ganze  System  findet  man  also 


und 


K=ML^'\-mP+^lü(L^  —  U^P) 


OX=g\ML-ml  +  fi—^. 


Die  Beziehung  zwischen  w  und  a  nimmt  nunmehr  die 
Form  an 


COSa=: 


g 


ML-ml+\^i(L-t) 


''''' ML^  +  ,77/2  4-  ^  ^,  (Z.-2  _  L/+  /2) 


Wenn  die  Massen  M  und  m  nicht  in  zwei  Punkten 
concentrirt  wären,  sondern  homogene  Kugeln  von  den 
Radien  R  und  r  bilden  würden,  so  käme  zu  K  noch  das 
Correctionsglied  \[MF^-\-mr^  (vergl.  die  Formel  539), 
€s  würde  aber  durch  das  damit  gleich  grosse  Glied  2Q  der 
Gleichung  (575)  wieder  aufgehoben  werden. 

2)  Centrifugalregulator  von  Watt  Die 
Figur  440  zeigt  schematisch  die  Anordnung  der  Kugeln 
und  Stäbe  des  sog.  Centrifugal-  oder  Schwungkugel- 
regulators. Er  wird  zur  Regulirung  des  Dampfzuflusses 
im  Cylinder  und  damit  der  Ganggeschwindigkeit  einer 
Dampfmaschine  benützt.  Die  längs  der  verticalen  Um- 
drehungsaxe  bewegliche  Hülse  EE'  steht  durch  ein  He- 


CentrifugtU- 
regulator. 


^ 
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belsystem  in  Verbindung  mit  dem  Dampfventil.  Die 
Kugelmittelpunkte  und  die  Stabaxen  liegen  in  einer  Ebene^ 
in  welcher  AA  eine  Symmetrieaxe  für  die  ganze  Figur  ist. 
Zu  dieser  Ebene  sind  samtliche  Chamieraxen  senkrecht. 
Das  Gewicht  jeder  Kugel  sei  O,  die  Belastung  der  be- 


weglichen  Hülse  Q.   Die  Centrifugalkräfte  für  die  Kugeln 
haben  die  Grösse 


(580) 


S 


wo  o)  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  ist.  Der 
Einfluss  der  übrigen  Centrifugalkräfte  und  der  Gewichte 
der  einzelnen  Stäbe  ist  von  geringerer  Bedeutung  und 
soll  hier  nicht  in  Betracht  gezogen  werden.  Es  soll  die 
Beziehung  gefunden  werden  zwischen  der  Winkelge- 
schwindigkeit o)  der  Drehung  und  der  durch  einen  der 
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Winkel  a  oder  ß  bestimmten  Configuration  des  Regu- 
lators. Zwischen  diesen  beiden  Grössen  besteht  die 
Gleichung 

<581)  c-^-a^ma^ze-^-bsxnß. 

Nach  dem  Princip  von  d'AIembert  halten  die  äusseren 
Kräfte  den  Centrifugalkräf- 
ten  an  dem  veränderlichen 
System  das  Gleichgewicht. 
Die  Gleichgewichtsbedin- 
gung wird  am  einfachsten 
gefunden,  wenn  man  dem 
System  eine  unendlich  kleine 
virtuelle  Verschiebung  in  sei- 
ner Ebene  erteilt,  wobei  a  in 
<i-\-da  übergeht,  und  die 
Summe  der  virtuellen  Arbei- 
ten gleich  Null  setzt.  Mit 
den  Bezeichnungen  der  Figur 
441  ergiebt  sich  dabei 

2/^C0Sa./^a  — 20sina./<Ja  + 

Die   Grösse   öz  wird  durch 

<5a  bestimmt.     Man    hat    in  Fig.  441. 

der  That 

z  =  fl  cos  a  +  6  cos  )8 

und  erhält  hieraus  durch  Differentiation 

—  öz  :=  a  sin  a ,  da-\-  b  %\n  ß .  dß. 

Aus  der  Gleichung  (581)  folgt  ferner 

fl  cos  a .  ^  =  fr  sin  ß,  dß. 

Eliminirt  man  jetzt  dß  und  dz  aus  den  drei  Gleichungen, 
welche  sie  enthalten,  so  ergiebt  sich 
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2Fqo% a.löa  —  20s\na.lia=z  Qa  (sin a  +  cos a . tg ^  fe^ 

WO  6a  allein  vorkommt.  Nach  Einsetzung  des  Wertes 
von  F  findet  man  durch  einfache  Transformation  die 
Gleichung 

Wendet  man  noch  die  Bezeichnung 

tga 

an,  so  wird 

(583)  .o^-^^+^'^^^^^-^-t-tg^l 

pöj;  "^—^('^2/0       tga       j- 

Bei  der  am  meisten  benutzten  rhombischen  Anordnung 
ist  c=ze,  a^b,  also  auch  a=zß.  Die  Formel  (583)  liefert 
dann  die  einfachere  Formel 

,584,  <»'  =  f{-  +  ^§}. 

§  117. 

Ungleichförmige  Drehung  um  eine  feste  Axe. 

Winkelbe-  Auf  einen  starren  Körper,  welcher  eine  feste  Axe  l^esitzt^ 
schleunigung.  mögen  äussere  Kräfte  wirken,  deren  Momentensumme  in 
Bezug  auf  die  Axe  nicht  verschwindet.  Die  Drehung 
des  Körpers  um  die  feste  Axe  ist  dann  ungleichförmig. 
Nach  der  Gleichung  (564)  ist  die  Winkelbeschleunigung  e 
der  Drehung  (siehe  §  64) 

^585)  '-'dt-K' 

d.  h.  die  Winkelbeschleunigung  ist  gleich  dem  Quotienten 
aus  der  Momentensumme  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug 
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auf  die  Drehaxe  und  dem  Trägheitsmomente  des  Körpers 
in  Bezug  auf  dieselbe  Axe. 

Die  obige  Ableitung  der  Gleichung  (585)  gründet  sich 
auf  das  Prihcip  der  Flächen,  aus  dem  ja  die  Gleichung 
(564)  hervorgegangen  war.  Wegen  der  grossen  Bedeu- 
tung der  Formel  (585)  möge  sie  noch  in  anderer  Weise 
abgeleitet  werden,  und  zwar  zunächst  direct  mit  Hülfe 
des  Princips  von  d'Alembert.  Gemäss  diesem  Princip 
muss  die  Summe  der  Momente  der  äusseren  Kräfte  und 
der  mit  den  effectiven  Kräften  entgegengesetzt  gleichen 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  feste  Axe  gleich  Null  sein.  Die 
Momentensumme  der  äusseren  Kräfte  ist  mit  M  bezeich- 
net worden;  für  einen  Punkt  von  der  Masse  m  in  dem 
Abstände  r  von  der  Axe  setzt  sich  die  effective  Kraft  aus 
der  Componente  mro)^  längs  des  Radius  nach  innen  und 
der  Componente  mre  längs  der  Tangente  der  kreisförmi- 
gen Bahn  des  Punktes  zusammen.  Das  Moment  der  er- 
sten Componente  in  Bezug  auf  die  Drehaxe  ist  gleich 
Null,  das  Moment  der  zweiten  Componente  gleich  mre. 
Die  Momentensumme  sämtlicher  effectiven  Kräfte  ist  also 

2{mr^e)  =  €  S(mr^  =  eK. 

Mit  Hülfe  des  Princips  von  d'Alembert  ergiebt  sich  dann 

M  —  Ke  =  0 
d.  h. 

M 
'=K 

wie  vorhin. 

Der  auf  die  Drehung  angewandte  Satz  der  lebendigen 
Kraft  (p.  641  )  liefert 

Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 
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d(o       1  dA 
d  h. 

(586)  '  =  K^dr 

Bei  einer  Drehung  um  den  Winkel  oydt  ist  die  Arbeit  der 
äusseren  Kräfte 

(587)  dA=Mo>dt, 

Setzt   man   diesen  Wert  in  die  Gleichung  (586)  ein,  so 
erhält  man  wieder 

M 

Es  sollen  jetzt  die  Reactionen  an  der  festen  Axe  für 
eine  Zeit  /  berechnet  werden,  für  welche  die  Winkel- 
geschwindigkeit (o  und  die  Winkelbeschleunigung  e  ist 
Die  Reactionen  halten  den  äusseren  Kräften  und  den 
Trägheitswiderständen  das  Gleichgewicht  Die  Trägheitswi- 
derstände sollen   für  denselben  Punkt  O  wie   in  §  115 

z\  z 

I 

0 ^— f --^  Y ^ 

/ 


Y' 


Fig.  442. 


reducirt  werden.  Da  die  Centrifugalkräfte  dort  schon 
reducirt  wurden,  so  ist  es  nur  erforderlich  die  tangen- 
tialen, £  als  Factor  enthaltenden  Componenten  der  Träg- 
heitswiderstände zu  reduciren.  Eine  einzelne  Compo- 
nente  mn   (Fig.   442)   liefert  als  Projectionen  auf  die  jc-, 
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y-  und  z-Axe  die  Ausdrücke  0,  mze  und  —  myi]  ihre 
Momente  in  Bezug  auf  dieselben  Axen  haben  die  Grösse 
—  my^e  —  mz\  mxye  und  mxze.  Für  den  ganzen  Kör- 
per ergiebt  sich  eine  Resultirende  mit  den  Componenten 

(588)  % '  =  S(mz£)  =  eS{mz)  =  «yMC, 

SR, '  =  —  2(mye)  =  —  eZ{my)  =i  —  /?Af  >; 

und  ein  resultirendes  Moment  mit  den  Componenten 

m:,'=—S(my%)  ~2(mz%)z=—eIm(y'^'\-z^=—eK, 

(589)  m/  =  S(mxye)  =  e2(mxy\ 
m/  =  S{mxze)  =  e2(mxzy 

Nimmt  man  auf  die  Formeln  (566)  und  (568)  Rück- 
sicht, so  erkennt  man,  dass  das  aus  sämtlichen  Träg- 
heitswiderständen bestehende  Kräftesystem  durch  die  sechs 
Grössen 

SH,+9t/  =  0, 
(5Q0)  3{y  +  3i/  =  M{(o^rj  +  eO, 

(591)  Tiy  -{-3n/=:  —  oßZimxz)  +  ei:(mxy), 

an,  +  a)J/  =  a)^l\mxy)  +  ei:{mxz) 


bestimmt  ist.    In   diesen   Ausdrücken   könnte  man  noch 
(592) 


AT. 

k 


einsetzen,  wo  die  Momentensumme  der  äusseren  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  feste  Axe  mit  Mx  bezeichnet  ist 

Zu  den  Ausdrücken  (590)  und  (591)  liefern  die  äus- 
seren Kräfte  die  Beiträge  Rx,  Ry  und  Rz  sowie  Afjc, 
My  und  Mz.  Kehrt  man  dann  überall  die  Zeichen  um, 
so  erhält  man  ein  mit  den  Reactionen  äquivalentes 
Kräftesystem. 

43 
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Eigenschaften       Die  äusseren    Kräfte   mögen   sich  auf   ein  Kräftepaar 

einer  freien   von  dem  Momente  Afjc  in  einer  zur  Drehaxe  senkrechten 

^^^'        Ebene  beschränken.    Es  wird  gefragt,  wann  die  Drehaxe 

eine  Drehaxe  bleibt,  auch  wenn  sie  nicht  fest  ist.    Dazu 

muss  zunächst  die  Resultirende  der  Trägheitswiderstände 

gleich  Null  sein,  was  gemäss  den  Gleichungen  (590)  für 

rj  =  Q  und  C  =  0 

eintrifft;  die  Drehaxe  geht  dann  durch  den  Schwerpunkt 
des  Körpers.  Ferner  muss  das  resultirende  Paar  der 
Trägheitswiderstände  dem  Kräftepaare  Mx  das  Gleichge- 
wicht halten.  Nach  den  Gleichungen  (591)  sind  die  Bedin- 
gungen dafür 

l(mxy)  =  0 
und 

Z{mxz)  =  0, 
während 

zufolge  der  Gleichung  (592)  von  selbst  verschwindet. 

Alle  diese  Bedingungen  drücken  aus,  dass  die  Dreh- 
axe eine  freie  Axe  (siehe  p.  623 )  des  Körpers  sein  muss. 
Sie  bleibt  Drehaxe,  wenn  der  Körper  ursprünglich  frei  und 
in  Ruhe  ist  oder  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Axe 
besitzt,  vorausgesetzt,  dass  nur  das  Kräftepaar  Mx  auf 
den  Körper  wirkt.  Ist  die  Axe  fest,  so  erfährt  sie  unter 
denselben  Umständen  keine  Reactionen. 


§  118. 

Beispiele  der  angleichförmigen  Drehung  um  eine 
feste  Axe. 

Sick drehende  1)  Eine  Welle  (Fig.  443)  rotire  ohne  Rei- 
\^eäe  ohne  bungin  ihren  Lagern.  Auf  die  Welle  möge  eine 
Reibung. 
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ZU  ihrer  Axe  senkrechte,  unveränderliche  Kraft  P  in  dem 
Abstände  r  von  der  Axe  wirken.  Die 
Kraft  P  kann  man  sich  als  die  Spannung 
eines  Fadens,  welcher  auf-  oder  abge- 
wickelt wird,  denken.  Die  Winkelbe- 
schleunigung der  ungleichförmigen  Dreh- 
ung ist 

Pr 

wo  K  das   Trägheitsmoment   der  Welle        ^*s-  ^^^• 
in    Bezug  auf  ihre   Axe  bezeichnet.    Da 
e  constant  ist,  so  ist  die  Drehung  gleichförmig  veränder- 
lich.   Bezeichnet   man   mit  fi  die  auf  den  Abstand  r  re- 
ducirte  Masse  der  Welle,  so  erhält  man 


und 
(593) 


K  =  iir^ 


Pr 


PI 

'  ^i  r' 


Ein    Punkt  in   dem  Abstände  r  besitzt  eine  Tangential- 
beschleunigung 

P, 


dieselbe  Beschleunigung  würde  ein  freier  Punkt  von  der 
Masse  /t  unter  dem  Einfluss  des  Kraft  P  annehmen. 

Es  sei  (Oq  die  Winkelbeschleunigung   zur   Zeit  t=iO\ 
zur  Zeit  t  ist  dann 

CO  =  coq  -\-  et, 
d.  h. 

,    P 

(0  :=  (Oq- 


(594) 


Mr 


t 


Wäre  die  Welle  ursprünglich  in  Ruhe,  so  hätte  man 
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Statt  der  Zeit  /  kann  man  auch  den  Weg  5  einführen, 
den  ein  Punkt  im  Abstände  r  von  der  Axe  in  seiner 
kreisförmigen  Bahn  zurücklegt.  Setzt  man  5  =  0  für 
/=iO,  so  ist 

Die  Constante  c  ergiebt  sich  aus  der  Winkelgeschwin- 
digkeit coo  zur  Zeit  /=0.    Man  hat 


c  =z  rojQ 


und  erhält  damit 
(595) 


Eliminirt   man  t  zwischen   den   Gleichungen  (594)   und 
(595),  so  erhält  man  die  Beziehung 


(596) 


C/>' 


'0    — 


2Ps 


Sich  drehende 
Welle,  mit 
Berücksich- 
tigung der 
Reibung, 


zwischen  m  und  s.    Dasselbe  Resultat  liefert  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft,  und  zwar  in  der  Form 

WO  A  die  während  der  Zeit  t  von  der  Kraft  P  ausge- 
führte Arbeit  ist. 

2)  Rie  Reibung  soll  berüksichtigt  wer- 
den. Eine  Welle  liege  in  zwei  gleichen  cylindrischen 
Lagern  (Fig.  444),  in  welchen  Reibung  stattfindet;  auf  sie 
wirke  eine  zur  Axe  senkrechte  Kraft  P  in  dem  Abstände  /-. 
Nimmt  man  an,  dass  P  vertical  ist,  so  erhält  man  in  bei- 
den   Lagern    einen    Zapfendruck  i(ö-f-P)^  wo  O  die 
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Schwere  der  Welle  bezeichnet. 
Zapfen  und  /  der  Zapfenrei- 
bungscoefficient,  so  ist  die  Summe 
der  Zapfenreibungsmomente 


Ist  o  der   Radius   der 


2/ 


O  +  P    _ 


Q=/o(0  +  Ph 


und  das   ganze   Kraftmoment  in 
Bezug  auf  die  Axe  der  Welle 

M  =  Pr-fQ(G-i-P). 

Aus  der  Gleichung  (585)  ergiebt 
sich    die    Winkelbeschleunigung 


Fig.  444. 


(597) 


_Pr-fg(G  +  P)_Pr-fo(0  +  P) 


K 


^if^ 


Da  E  constant  bleibt,  so  ist  die  Drehung  gleichförmig 
beschleunigt.  Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  liefert 
die  Gleichung 


(598) 


CO^  —  Wn 


2A      2s 


K~  KV      -^  r^^^'  ^f' 


wo  5  der  von  einem  Punkte  in  dem  Abstände  r  von  der 
Axe  der  Welle  beschriebene  Bogen  ist  und  die  Werte 
5  =  0,  0)  =  o)q  einander  entsprechen. 

Man  nehme  an,  dass  P  gleich  Null  sei,  und  dass  die 
Welle  in  einem  gewissen  Augenblicke  die  Winkelge- 
schwindigkeit ö)o  besitze,  und  untersuche,  wann  die  Be- 
wegung aufhört.  Setzt  man  zu  diesem  Zwecke  in  der 
Gleichung  (598)  P=0  und  o>  =  0,  so  findet  man 


0)n 


und 


2s^  Q  ^ 
K    r 

O  2/g  ' 
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Bezeichnet  n  die  Anzahl  der  Umläufe,  welche  die  Welle 
ausführt,  bevor  sie  stehen  bleibt,  so  ist 


n  = 


27ir' 


Sv 


Atwoods  3)Atwoods   Fallmaschine.    Die  Fallmaschine 

Faümasehine.  dient  zur  Ausführung  von  Experimenten  über  die  Be- 
schleunigung der  Schwerkraft.  Sie  besteht  aus  einem 
sehr  leicht  beweglichen  Rade  mit  einer  horizontalen  Axe, 
welche  auf  Frictionsrollen  gelagert  ist,  und  einem  über 
das  Rad  gelegten  Faden,  an  dessen  Enden  Gewichte  auf- 
gehängt werden  können   (Fig.  445).    Bei  der  folgenden 

Berechnung  sind  das  Gewicht  des 
Fadens  und  die  Reibung  an  der 
Axe  vernachlässigt  worden.  Die 
angehängten  Gewichte  seien  Mg 
auf  der  einen  und  (M  +  m)g  auf 
der  anderen  Seite;  das  Trägheits- 
moment des  Rades  in  Bezug  auf 
seine  Axe  sei  K=^fJ^r^-  In  einem 
bestimmten  Augenblicke  besitzen 
die  Gewichte  eine  gewisse  Be- 
schleunigung a,  deren  Richtung  die 
Figur  zeigt,  und  das  Rad  die  Win- 
kelbeschleunigung 


M- 

A« 

1 

m 

h 

1 

m: 

-J 

Fig.  445. 


a 
r 


Die  Grösse  a  soll  jetzt  mit  Hülfe  von  d'Alemberts  Prin- 
cip  berechnet  werden.  Für  das  Gewicht  (Af  +  ni)g  rechts 
erhält  man  eine  verlorene  Kraft  {MA^ni){g — d)  mit  der 
Richtung  nach  unten,  für  das  Gewicht  Mg  links  eine  ver- 
lorene Kraft  M{g'\'d)^  die  ebenfalls  nach  abwärts  gerichtet 
ist.  Dreht  man  das  Rad  um  den  unendlich  kleinen  Win- 
kel bv^  so  liefern  diese  verlorenen  Kräfte  die  virtuellen 
Arbeiten   {M  -\-Tn){g—  a)rbv  und  —  M(^-\-d)rbv,  wäh- 
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rend  die  virtuelle  Arbeit  am  Rade  —  eK^v  =  —  fiardv 
beträgt.  Da  die  Summe  dieser  virtuellen  Arbeiten  gleich 
Null  sein  muss,  so  folgt 

{M  '\-m){g—  ä)rdv  —  M(g  -\-  a)rdv  —  fjiaröv  =:  0, 
und 

Die  Beschleunigung  a  bleibt  also  constant  während  der 
Bewegung;  d.  h.  die  Bewegung  des  Systems  ist  gleichför- 
mig beschleunigt.  Die  Beschleunigung  der  Schwere  ist 
in  dem  Verhältnis  der  Masse  des  Übergewichts  zu  der 
Summe  sämtlicher  bewegten  Massen  vermindert  worden, 
wobei  das  Rad  durch  seine  auf  den  Umfang  reducirte 
Masse  vertreten  ist.  Wenn  das  Rad  eine  cylindrische 
Scheibe  ist,  so  ist  die  reducirte  Masse  gleich  der  Hälfte 
der  wirklichen  Masse. 

Auch  die  Spannung  des  Fadens  kann  berechnet  wer- 
den; sie  ist  gleich  der  verlorenen  Kraft.  Auf  der  Seite 
des  Übergewichts  findet  man  die  Spannung 

und  auf  der  anderen  Seite  die  Spannung 

4)  Ein  homogener  Stab  von  überall  gleicher  Dicke  liegt  symme- 
trisch  auf  zwei  Stützen  in  einer  j^ 
Horizontalebene  (Fig.  446).  Wel- 
ches  ist  der   Druck  auf  die  eine 

Stütze    in    dem   Augenblicke,    in        «^  ^  J       „^^  '^-^^ 

welchem  die  andere  Stütze  entfern t  >fr~—c- --^ 

wird?  ^ 

Um   die   Aufgabe  zu  lösen,  ^*S-  ^^• 

denkt  man  sich  den  Stab  als  frei ; 
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auf  ihn  wirken  das  Gewicht  Mg  im  Schwerpunhte  S  und  die  unbekannte 
Reaction  N  im  Stützpunkte  A.  Unmittelbar  nach  dem  Entfernen  der 
Stütze  B  ist  die  Bewegung  eine  Drehung  um  A  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit 0  und  einer  Winkelbeschleunigung  e]  die  Gleichung 
(585J  liefert 

Ks  +  Mfi' 

wo  IG  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  in  Bezug  auf  die  Axe  durch 
den  Schwerpunkt  ist.  Bezeichnet  man  den  Trägheitsradius  in  Bezug 
auf  diese  Axe  mit  fc,  so  ergiebt  sich 

Ks  =  Mk^ 

und 

k^  +  fi^ 

Ein  Massenelement  m  des  Stabes,  dessen  Abstand  von  A  gleich  x  ist, 
besitzt  die  Tangentialbeschleunigung  xe  lotrecht  nach  unten;  dieser 
Beschleunigung  entspricht  die  effective  Kraft  mxe  nach  unten  und 
ein  ebenso  grosser  Trägheitswiderstand  nach  oben.  Setzt  man  die 
Projectionssumme  der  äusseren  Kräfte,  inclusive  N^  und  der  Träg- 
heitswiderstände auf  die  Verticale  gleich  Null,  so  erhält  man 

Mg--N--^mxr)  =  0, 
oder 

N-^Mg—eMc. 

Durch  Einsetzen  von  f.  findet  man  schliesslich 
(600)  N=^^Mg. 

Wäre  c  speciell   gleich   dem  Trägheitsradius  k,  so   würde  sich 
N~-\Mg  ergeben,  d.  h.  gleich  dem  Drucke  im  Falle  der  Ruhe. 


§  119. 
Das  Schwungrad. 

Zweck  der         Gemäss  der  Gleichung  (585)  ist  die  Winkelbeschleu- 

Schwungrä-  nigung  der  Drehung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste 
der. 
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Axe  umgekehrt  proportional  dem  Trägheitsmomente  des 
Körpers  in  Bezug  auf  diese  Axe.  Vergrössert  man  die 
Masse  und  das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  während 
die  äusseren  Kräfte  die  gleichen  bleiben,  so  vermindert 
sich  der  absolute  Wert  der  Winkelbeschleunigung,  und 
die  Bewegung  nähert  sich  einer  gleichförmigen  Drehung 
um  die  feste  Axe.  Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  wer- 
den sog.  Schwungräder  benützt.  Es  werde  z.  B. 
die  rotirende  Bewegung  der  Triebwelle  einer  Dampf- 
maschine dadurch  erzeugt,  dass  die  hin-  und  hergehende 
Bewegung  des  Kolbens  durch  die  Schubstange  auf  das 
an    der   Triebwelle    befestigte    Schwungrad    übertragen 


Fig.  447. 

werde  (Fig.  447).  Auf  die  Welle  wirkt  ausser  der  Trieb- 
kraft P  längs  der  Schubstange  ein  gewisser  Widerstand  Q, 
welcher  von  der  auszuführenden  nützlichen  Arbeit  ab- 
hängt. Es  werde  angenommen,  dass  Q  unverändert  bleibe 
und  somit  das  constante  Moment  Qr  (Fig.  448)  in  Bezug 
auf  die  feste  Axe  O  liefere.  Die  Kraft  P  verändert  ihre 
Grösse  und  Richtung;  speciell  ändert  sie  ihren  Richtungs- 
sinn in  den  beiden  Totlagen  (vergl.  p.  103).  Um  die 
Aufgabe  der  Bewegung  des  Schwungrades,  deren  voll-  Vereinfachte 
tsändige  Behandlung  hier  zu  weit  führen  würde,  mög-  Annahme. 
liehst    zu    vereinfachen,    wollen    wir    die    veränderliche 
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Kraft  P  durch  eine  Kraft  P  von  constanter  Grösse  erset- 
zen, welche  parallel  zu  i4C  ist  und  ihren  Richtungssinn 
in  den  beiden  Totlagen  wechselt  (Fig.  448). 

Man  bezeichne  mit  oq  die  Winkelgeschwindigkeit, 
wenn  die  Kurbel  OB  die  Lage  OA  hat,  die  eine 
Totlage  ist  und  y  =  0  entspricht.  Die  Bewegung  des 
Schwungrades,  welche  nicht  eine  genau  gleichförmige 
Drehung  sein  kann,  muss  periodisch  sein,  so  dass  die 
Winkelgeschwindigkeit  nach  einem  ganzen  Umlauf  wie- 
Beziehung  der  den  gleichen  Wert  a>o  erlangt  Hierzu  ist  eine  ge- 
zwischen     wisse   Beziehung  zwichen  P  und  Q  erforderlich,  welche 

zunächst  abgeleitet  werden  soll.  Am 
einfachsten  bedient  man  sich  des  Prin- 
cips  der  lebendigen  Kraft;  und  zwar 
der  Gleichung  (548).  Da  die  kinetische 
Energie  des  Schwungrades  für  y^nO 
und  y  =  27r  dieselbe  ist,  so  muss  die 
gesamte  von  den  Kräften  P  und  Q 
während  einer  Umdrehung  ausgeführte 
Arbeit  gleich  Null  sein.  Die  Arbeit 
der  Kraft  P  ist  2Pr  während  einer 
halben  und  APr  während  einer  ganzen 
Umdrehung,  die  Arbeit  des  Widerstandes  Q  beträgt 
—  2Qnr,    Man  erhält  also 


Kraft  ^und 
Last 


Fig.  448. 


und 
(601) 


APr—2Q7ir=0 

Q=-  P=0.63G6/>. 

TT 


Diese  Beziehung  wird  als  erfüllt  vorausgesetzt;  die  Dreh- 
ung ist  dann  periodisch. 
Winkelge-  Um   den   Ungleichförmigkeitsgrad   der  Bewegung  zu 

schwindigkeit  berechnen,  muss  die  Veränderlichkeit  der  Winkelge- 
schwindigkeit näher  untersucht  werden.  Die  Summe  der 
Momente  der  Kräfte  P  und  Q  in  Bezug  auf  die  Axe  O 
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hat  den  Wert  Hh^sin^)  —  Q/;  wo  das  obere  Zeichen 
für  0  <  9)  <  jr,  das  untere  Zeichen  für  jr  <  9)  <  Ztt  gilt. 
Die  Winkelbeschleunigung  ist  also 

<602)  «  =  —  =  - 1  +  sin 


*-^}' 


wo  K  das  Trägheitsmoment  des  Schwungrades  und  der 
Welle  bezeichnet.  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  co  in 
einer  beliebigen  Lage  der  Kurbel  zu  berechnen,  benütze 
man  das  Princip  der  lebendigen  Kraft.  Während  y  von 
0  zu  9  wächst,  führen  die  Kräfte  P  und  Q  zusammen  die 
Arbeit 

<603) 

v4  =  Pr{2  +  (l+cosy)}— Q/-y=/VJ2+(l+cos9))-^y[ 

aus,  wo  das  obere  Zeichen  für  die  obere  halbe  Umdreh- 
ung, das  untere  Zeichen  für  die  untere  halbe  Umdreh- 
ung gilt.    Nach  der  Gleichung  (548)  erhält  man  dann 

^/<'(eo2_,o^2)  =  ^^p^J2IjI(l+cosy)  — ^yj 
oder 
<604)      2^  (o>2  _  V)  =  2  +  (1  +  cos  y)  -  ~  y. 

Die  Veränderungen  der  Winkelgeschwindigkeit  kön- 
nen mit  Hülfe  der  Gleichungen  (602)  und  (604)  discutirt 
werden.  Für  ^  =  0  ist  c  negativ  und  die  Winkelge- 
schwindigkeit CO   nimmt  mit  wachsendem  (p  von  cüq  bis 

zu   einem   Werte   ojmin,  welcher  sich  für  €z=—  =0  er- 

giebt,  beständig  ab.  Man  findet  für  den  entsprechenden 
Wert  a  des  Winkel  y  die  kleinste  positive  Wurzel  der 
Gleichung 
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2 

(605)  sin  w=^- 

71 

und  zwar  berechnet  man 

(606)  a  =  0.6901  abs.  Winkeleinh.  =  39^32'.4. 
Dann  folgt 

1  —  cos  a  —      a  =  —  0.2105, 
:i 

und  (Omin  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

(607)  2^  {(Omin  ^  -  ^V")  =  1  —  cos  a  —  -^  a  =  —  0.2105. 

Wenn  (f  weiter  über  a  hinaus  wächst,  so  beginnt  a>  zu- 
zunehmen, da  ja  c  =  ^^  jetzt  positiv  ist.  Für  y  =  ^^  lie- 
fert die  Gleichung  (604)  o)  =  o)q.  Die  Winkelgeschwin- 
digkeit (o  erreicht  ihren  grössten  Wert  comax  für  o  =z:z  —  a, 
welcher  Wert  die  Gleichung  (605)  erfüllt  und  e  =  0  giebt. 
Zur  Bestimmung  des  Maximums  dient  die  Gleichung 

K  2 

(608)  2p^  (ö>max^  —  ^^0")  =  1  —  COS  (-T  —  a)  —  ^  {71  —a)  = 

2 
3^— l-|-COSa+      a  =  0.2105. 
'  n: 

Nachdem  das  Maximum  erreicht  ist,  beginnt  (o  wieder 
abzunehmen,  wird  gleich  (Oq  für  yziz.T  und  gleich  Wmin 
für  (p  =  jz-{-a]  dann  wächst  (o  innerhalb  des  Intervalls 
TT  -|-  a  <  y  <  2jr  —  a  bis  zum  Werte  r/>o,  welcher  y  nr  |  .t 
entspricht,  und  dann  weiter  bis  zu  dem  Werte  o^max, 
nimmt  nachher  ab  und  erreicht  nach  einem  ganzen  Um- 
lauf des  Rades  wieder  den  ursprünglichen  Wert  cjq.  Diesel- 
ben Veränderungen  wiederholen  sich  während  der  folgenden 
Umdrehungen.  Die  Fig.  449  veranschaulicht  die  Werte 
von  (ü  und  f. 
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<609) 


Aus  den  Gleichungen  (607)  und  (608)  ergiebt  sich 
K 


Man  bezeichne  mit  Q 
einen  durch  die  Glei- 
chung 
<610) 

bestimmten    mittleren 
Wert    der   Winkelge-   ^<    ^ 
schwindigiteit,  und  de- 
finire    den    Ungleich- 

förmigkeitsgrad    d 
<vergl.  p.  113)  durch 
die  Formel 


<611) 


6  = 


0)„ 


ü 


Dann  berechnet  man  aus  den  Gleichungen  (609),  (610) 
und  (611) 

r'>max-  -  W„,„2  =  2öi^  =  2X  0.4210  ~ 

und 

/C=  0.4210  3^3. 

Ersetzt  man  noch  P  durch  Q  mit  Hülfe  der  Gleichung 
<601),  so  ergiebt  sich 

Qr 


<612) 


/C==0.(i013 


dß2 


Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  das  erforderliche  Träg- 
heitsmoment des  Schwungrades  und  der  Welle  berechnet 
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werden,  wenn  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  fi  und 
der  Ungleichförmigkeitsgrad  gegeben  sind. 

Anwendung. 

Ein  Schwungrad,  das  80  Umdrehungen  in  der  Minute  macht,, 
besteht  aus  einem  schweren  Kranz  von  1  m  Halbmesser  und  dazuge- 
hörenden Speichen  zur  Nabe  hin.  Wie  schwer  muss  der  Kranz  sein,, 
wenn  der  Arbeitswiderstand  750  kg  in  0.4  m  Entfernung  von  der  Axe 
des  Rades  beträgt  und  der  Ungleichförmigkeitsgrad  -f^  nicht  über- 
schreiten darf? 

Die  Formel  (612)  liefert  das  erforderliche  Trägheitsmoment  des. 
Schwungrades 

K=  0.6613  —  ^^    r-«  =  70.67  kg  m  Sec». 

Vernachlässigt  man  das  Trägheitsmoment  der  Speichen  und  der  Nabe 
des  Rades,  so  findet  man  andererseits 

Für  das  Gewicht  des  Kranzes  ergiebt  sich  hieraus 

G  =  9.81  X  70.67  r-t  693.9  kg. 

Wenn  der  Abstand  des  Angriffspunktes  der  unveränderlichen  Kraft 
P  von  der  Axe  des  Schwungrades  0.4  m  beträgt,  so  erhält  man 

/>  =  |750=  1178  kg. 


§  120. 

Das  physische  Pendel. 

Physisches         Das  physische  Pendel  besteht  aus  einem  starren  Kör- 

Pendel,      per,    welcher    allein    unter   dem    Einfluss    der   Schwere 

Schwingungen    um   eine  feste  horizontale  Axe  ausführt 

(Fig.  450).    Der  Abstand  des  Schwerpunktes  5  von  der 

Aufhängeaxe  O  werde  mit  a,  der  Winkel,  den  die  Ebene 
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durch  den  Schwerpunkt  und  die  Axe  O  mit  der  Verti- 
calebene  einschliesst,  mit  (f,  die  Masse  des  Körpers  mit 
M,  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
die  Aufhängeaxe  mit /C  bezeichnet.  Das 
statische  Moment  der  Schwerkraft  in 
Bezug  auf  die  Axe  O  ist  dann 

MgasAU  cp] 

für   die   Winkelbeschleunigung   ergiebt 
sich  somit 


(613) 


£  =   - 


Mga  sin  tp 


Fig.  450. 


K 


Für  ein  einfaches  Pendel  von  der  Länge  /  und  der  Masse 
m  würde  man  K=^mP  und 


(614) 


mgl  sin  o?      P"  . 


erhalten.    Wählt  man  die  Länge  /  so,  dass 
(615) 


g_Mga 
l~    K 


ist,  so  sind  die  Winkelbeschleunigungen  des  physischen 
und  des  einfachen  Pendels  für  denselben  Wert  des  Aus- 
schlagswinkels (f  gleich  gross.  Sind  ausserdem  die  An- 
fangsamplituden die  gleichen,  so  stimmen  die  Bewegun- 
gen des  einfachen  Pendels  und  der  Geraden  SO  des 
physischen  Pendels  mit  einander  völlig  überein.  Beide 
Pendel  besitzen  auch  dieselbe  Schwingungszeit;  dies  gilt 
mit  großer  Genauigkeit  noch,  wenn  die  Anfangsampli- 
tuden nicht  gleich  gross  sind,  weil  ja  die  Anfangsampli- 
tude einen  fast  unmerklichen  Einfluss  auf  die  Schwin- 
gungszeit ausübt,  so  lange  sie  klein  bleibt  (vergl.  p.  215). 
Die  durch  die  Gleichung  (615)  bestimmte  Länge  Reducirte 


(616) 


/  = 


K 
Ma 


Pendellänge. 
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des  einfachen  Pendels,  dessen  Schwingungen  mit  denje- 
nigen des  physischen  Pendels  isochron  sind,  heisst  die 
reducirte  Pendellänge  des  physischen  Pendels. 
Nach  der  Gleichung  (117)  ist  die  Schwingungszeit 


(617) 


)    g  ) 


Mga 


Reversions- 
pendeL 


SchwingungS'  Der  Punkt  O',  welcher  auf  der  Geraden  OS  in  dem  Ab- 
mittelpunkt.  stände  /  von  O  liegt,  heisst  Schwingungsmittel- 
punkt Der  Schwingungsmittelpunkt  hat  die  bemerkens- 
werte Eigenschaft,  dass  die  Schwingungszeit  des  Pendels 
sich  nicht  ändert,  wenn  die  frühere  Aufhängeaxe  durch 
eine  ihr  parallele,  durch  den  Schwingungsmittelpunkt  ge- 
führte neue  Axe  ersetzt  wird.  Hierauf  gründen  sich  die 
sog.  Reversionspendel.  Sie  sind  mit  zwei  pa- 
rallelen Schneiden  versehen,  deren  Ebene  durch  den 
Schwerpunkt  des  Pendels  geht  und  von  welchen  wenig- 
stens die  eine  beweglich  ist.  Die  Schneiden  werden  so 
eingestellt,  dass  die  Schwingungszeit  für  beide  die  gleiche 
ist  Der  Abstand  der  Schneiden  von  einander  ist  dann 
gleich  der  reducirten  Pendellänge. 

Um  zu  beweisen,  dass  die  Schwingungs- 
zeit für  Axen  durch  O  und  O'  die  gleiche 
ist,  berechnet  man  die  reducirte  Pendellänge 
/'  für  die  Axe  O'.  Zwischen  den  Träg- 
heitsmomenten K  Kq  und  K  in  Bezug 
auf  die  zu  einander  parallelen  Axen  durch 
O,  S  und  O'  (Fig.  451)  bestehen  die  Be- 
ziehungen 

K=Ko  +  M{l—äf, 
Man  findet  daraus  mit  Hülfe  der  Gleichung  (616) 
K  =  K+MP  —  2Mla  =  Ml(l  —  a) . 


Fig.  451. 
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Für  die  reducirte  Pendellänge  T  ergiebt  sich  dann 

K      _Ml{l~a)_ 
~  M{l  —  ä)~  M(l  —  a)~   ' 

d.  h.  sie  ist  gleich  der  reducirten  Pendellänge  /  für  die 
Axe  O.  Folglich  sind  auch  die  Schwingungszeiten  gleich, 
w.  z.  b.  w. 


Anwendungen. 

1)  Ein  physisches  Pendel  bestehe  aus  einer  homogenen  Kugel  vom 
Radius  r  und    einem    gewichtslosen    Faden    von 
der  Länge  a — r  (Fig.  452).    Für  das  Trägheitsmo-    ""'* 
ment  der  Kugel  in  Bezug  auf  die  Aufhängeaxe  O        \ 
ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  (539)  und  (521)        i 


K  =  Ma^+lMr^. 


Die  reducirte  Pendellänge  ist 


(618) 


^~  Ma 


--^  +  i 


2/« 


5  a 


Fig.  452. 


Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  ist  gewöhnlich  sehr  klein  im  Ver- 
hältnis zum  ersten  Gliede. 

2)  Wenn  das  Pendel  ein  dünner,  homogener  Stab  von  constanter 
Dicke  ist,  welcher  die  Länge  L  hat  und  an  dem  einen  Ende  aufge- 
hängt ist  (Fig.  453),  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Formeln  (521), 
(616)  und  (533)  für  die  reducirte  Pendellänge  den  Wert 


(619) 


/  = 


K 


3)  Das  physische  Pendel  kann  benützt  werden,  das 
Trägheitsmoment  eines  starren  Körpers  in  Bezug  auf 
eine  Axe  experimentell  zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke 
hängt  man  den  Körper  so  auf,  dass  diese  Axe  die  hori- 
zontale Aufhängeaxe  wird,  lässt  ihn  schwingen  und  beo- 
bachtet die  Schwingungszeit  T,  Wenn  G  das  Gewicht  des 
Körpers  und  a  der  Abstand  seines  Schwerpunktes  von 
der  Aufhängeaxe  ist,  so  erhält  man 


-=4& 


44 
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und  folglich 
(620) 


72 


4)  Eine  Thür,  deren  Pfosten  nach  innen  geneigt  ist,  wird  ein 
wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt.  Welcher  Art  ist  die  dabei 
entstehende  Bewegung,  wenn  die  Reibung  in  den  Chamieren  ver- 
nachlässigt werden  kann? 

Der  Neigungswinkel  zwischen  dem 
Pfosten  und  der  Verticalen  sei  a  (Fig. 
454),  ferner  95  der  Winkel,  den  die  Ebene 
der  Thür  mit  der  Verticalebene  durch 
die  feste  Axe  einschliesst.  Von  dem 
Schwerpunkte  5  ziehe  man  eine  Senk- 
rechte SO  auf  die  feste  Axe,  nehme 
X  OS  als  jc-Axe,  die  feste  Axe  als  z-Axe 
und  die  zu  beiden  Senkrechte  als>'-Axe 
an.  In  Bezug  auf  dieses  Coordinaten- 
system  liefert  das  Gewicht  Mg  der  Thür 
die  Componenten 

Mg  sin  a  cos  9 ,    Mgsin  asincp, 
—  Mg  cos  a 


Fig.  454. 


nach  der  x-,  y-  und  z-Axe.  Nur  die  mittlere  dieser  Componenten  hat 
ein  Moment  in  Bezug  auf  die  feste  Axe,  und  zwar  von  der  Grösse 

Af^flsinasin^j, 

wo  a  die  j:-Coordinate  des  Schwerpunktes  ist.  Bezeichnet  K  das  Träg- 
heitsmoment der  Thür  in  Bezug  auf  die  z-Axe,  so  ist  die  Winkelbe- 
schleunigung 

Mga  sin  o 


sm  <3p. 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Werte  (614),  so  erkennt  man, 
dass  die  Schwingungen  der  Thür  mit  denjenigen  eines  einfachen  Pen- 
dels von  der  Länge 

K 


1  = 


Ma  sin  a 


übereinstimmen.    Die  Schwingungszeit  beträgt 


f  g         )  Mgasma 
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Die  Formeln  verlieren  nur  für  a  =  0  ihre  Bedeutung;  der  Pfosten  ist 
dann  vertical  und  es  ist  nur  eine  gleichförmige  Drehung  um  ihn 
möglich. 

§  121. 

Gleichzeitige  translatorisclie  und  drehende  Bewegung. 
Translatorische  Bewegung. 

Um  die  allgemeine  Bewegung  eines  freien  starren  Kör-  Allgemeine 
pers,  auf  den  äussere  Kräfte  wirken,  zu  untersuchen,  be-  Bewegung  des 
stimmt  man  zunächst  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  •^''^^.  starren 
mit  Hülfe  des  in  §  113  entwickelten  Satzes.  Der  Schwer-  ^'^^'^' 
punkt  bewegt  sich  wie  ein  materieller  Punkt,  dessen  Masse 
gleich  der  Gesamtmasse  des  Körpers  ist,  und  auf  den  mit 
den  gegebenen  äusseren  Kräften  gleich  grosse  und  gleich 
gerichtete  Kräfte  wirken.  Verschwindet  die  Resultirende 
der  gegebenen  Kräfte,  so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt 
geradlinig  und  gleichförmig;  wirkt  nur  die  Schwerkraft, 
so  ist  die  Bewegung  die  bekannte  parabolische  u.  s.  w. 
Dann  untersucht  man  die  relative  Drehung  des  Körpers 
um  den  Schwerpunkt  innerhalb  eines  Raumes,  der  eine 
mit  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  übereinstimmende 
translatorische  Bewegung  besitzt.  Diese  relative  Drehung 
geschieht  unter  dem  Einfluss  der  geget)enen  Kräfte  und 
einer  im  Schwerpunkt  angebrachten  Kraft,  welche  entge- 
gengesetzt gleich  der  Resultirenden  ist  (oder  w.  d.  i.  so, 
als  ob  der  Schwerpunkt  fest  wäre  und  die  gegebenen 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken  würden).  Dieses  Kräftesy- 
stem ist  einem  Kräftepaare  äquivalent.  Im  allgemeinen 
ändert  sich  die  Axe  der  Drehung  mit  der  Zeit;  nur  in 
dem  Falle,  wo  sie  eine  freie  Axe  des  Körpers  ist 
und  die  Ebene  des  Kräftepaares  senkrecht  zu  ihr  steht,, 
verbleibt  sie  Drehaxe  zu  jeder  Zeit,  wenn  sie  es  ur- 
sprünglich war. 

Wenn  der  Oeschwindigkeitszustand  des  starren  Kör- 
pers in  einem  Augenblicke  bekannt  ist,  d.  h.  wenn  man 
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die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes,  die  Axe  der  au- 
genblicklichen Drehung  um  den  Schwerpunkt  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehung  kennt,  so  kann  die 
kinetische  Energie  des  Körpers  in  diesem  Augenblicke 
berechnet  werden. 


Anwendungen. 

Am  Umfange  eines  homogenen  Umdrehungskörpers  vom  Gewichte 
G  ist  ein  gewichtsloser  Faden  befestigt  und  in  einer  durch  den 
Schwerpunkt  normal  zur  Axe  geführten  Ebene 
um  den  Körper  gewickelt.  (Fig.  455).  An 
dem  freien  Ende  des  Fadens  wirkt  eine  un- 
veränderliche Kraft  P.  Welche  Bewegung 
nimmt  der  Körper  an,  wenn  er  ursprüng- 
lich in  Ruhe  war? 

Der  Schwerpunkt  bewegt  sich  längs  der 
Verticalen  mit  einer  constanten,  nach  unten 
gerichteten  Beschleunigung  von  der  Grösse 


G-P      G 


M 


g- 


Fig.  455. 


Bezeichnet    man   mit  5  die    Fallhöhe    des 
Schwerpunktes  und  wählt  5  =  0  für  /  =  0, 
so  ist  die  Gleichung  der  Bewegimg  des  Schwerpunktes  / 

Für  G> Perfolgt  die  Bewegung  nach  unten,  für  G<iP  nach  oben; 
ist  G  =  P,  so  bleibt  der  Schwerpunkt  in  Ruhe. 

Die  Axe  des  Umdrehungskörpers  ist  eine  freie  Axe;  sie  bleibt 
Drehaxe  und  verschiebt  sich  zu  sich  selbst  parallel  in  der  Verti- 
calebene.  Die  Winkelbeschleunigung  e  der  Drehung  hat  den  unver- 
änderlichen Wert 

^~  K~~ fir' 

die  Tangentialbeschleunigung  eines  Punktes  in  dem  Abstände  r  von 
der  Axe  beträgt 
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Die  Drehung  ist  gleichförmig  beschleunigt  und  besitzt  die  Winkel- 
geschwindigkeit 

fir 

Die  Beschleunigung  eines  Punktes  auf  dem  geraden  Teile  des  Fa- 
dens ist 

P      Q  —  P 

re  —  a^-^ AT- 

und  wird  positiv  nach  oben  gerechnet.  Würde  man  das  freie  Ende 
des  Fadens  befestigen,  so  müsste  diese  Beschleunigung  Null  sein  und 
man  erhielte  als  Spannung  des  Fadens 

In  diesem  Falle  ist  die  Beschleunigung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes 

P         M 

fl  =  A*  ^  —  =  ■ 


-^-M  +  ii' 


Wäre  der  Körper  dn  Cylinder,  das  Ende  des  Fadens  frei  und 
P=G,  so  würde  sich  fl  =  0  ergeben,  d.  h.  der  Schwerpunkt  würde 
in  Ruhe  bleiben;  ausserdem  hätte  man 

d.  h.  die  Tangentialbeschleunigung  in  dem  Abstände  r  wäre  doppelt 
so  gross  als  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

Wäre  dagegen  das  Ende  des  Fadens  fest,  so  erhielte  man 


12 
und  als  Spannung  des  Fadens 


n=-^e 


P=\o. 


Damit  sich  die  Bewegung  des  starren  Körpers  auf 
eine  translatorische  Bewegung  ohne  Drehung  beschränke, 
darf  keine  ursprüngliche  Drehung  vorhanden  sein  und 
müssen  die  äusseren  Kräfte  in  jedem  Augenblick  eine  Re- 
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sultirende  liefern,  welche   durch  den   Schwerpunkt  geht, 
dagegen  kein  resultirendes  Kräftepaar. 

Als  Beispiel  soll  die  gleitende  Bewegung  eines  pa- 
rallelepipedischen  Blockes  längs  einer  horizontalen  Unter- 
lage unter  dem  Einfluss  der  horizontalen  Kraft  H  unter- 
sucht werden  (Fig.  456  a  und  b).  Man  verlangt  beson- 
ders die  Bedingungen  zu  finden,  die  erfüllt  sein  müssen, 
damit  der  Block  nicht  umkippt.  Die  Unterlage  übt  auf 
den  Block  einen  Druck  A^  aus,  der  gleich  dem  Gewichte 
Mg  des  Blockes  ist.  Wenn  keine  Reibung  vorhanden 
ist,  so  wirken  Mg  und  A^  längs  der  Verticalen  durch  den 
Schwerpunkt;  die  Kraft  H  muss  dann  durch  den  Schwer- 


Fig.  456  a. 


Fig.  456  b. 


punkt  S  gehen.  Kommt  dagegen  Reibung  vor,  so  giebt 
es  ein  gewisses  Gebiet,  innerhalb  dessen  die  Kraft  H  in 
der  Verticalebene  verschoben  werden  kann,  ohne  dass 
die  Bewegung  aufhört  translatorisch  zu  sein.  In  der  ei- 
nen Grenzlage  wirkt  der  Druck  A^  in  dem  Punkte  B, 
die  Kraft  H  schneidet  dann  die  Verticale  des  Schwer- 
punktes in  einem  Punkte  fj;  in  der  anderen  Grenzlage 
wirkt  A^  in  dem  Punkte  A)  H  schneidet  die  Verticale 
von  S  in  einem  Punkte  fg-  Man  erhält  die  Lagen  von 
fi  und  E2,  indem  man  die  Momentensumme  der  Kräfte 
^Si  ^}  f^  und  H  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  S 
gleich  Null  setzt.  Mit  den  Bezeichnungen  der  Figur 
ergiebt  sich  dabei 
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Hx^  —  Nb-{'fNh  =  0, 


somit 


Die  Grösse  x^  ist  immer  negativ,  d.  h.  E^  liegt  unterhalb 
des  Schwerpunktes;  Xi  kann  positiv  oder  negativ  sein, 
d.  h.  El  kann  oberhalb  oder  unterhalb  des  Schwerpunktes 
liegen. 

Schneidet  die  Richtungslinie  der  Kraft  fi  die  Verticale 
des  Schwerpunktes  in  einem  Abstände  x  von  S,  welcher 
die  Bedingungen 

erfüllt,  so  ist  die  Bewegung  stabil  und  hat  die  Beschleu- 
nigung 

ff  -/Mg 
^==— Äf-- 

Mit  Anwendung  eines  durch  die  Gleichung 

fi  =  Mg  tg  a 

bestimmten  Winkels  a  findet  man 

/i.  X       X  sin  (a  —  q)) 

a  =  ltga  —  tz<p)g=  — ^ ^p^. 

\  &  s  Y  /  s       cos  a  cos  9?  ^ 

Die  Bewegung  ist  beschleunigt  für  a  >  93  oder  fi  >/yV, 
verzögert  für  a  <  9?  oder  fi<i/N. 

§  122. 

Bewegung  eines  Umdrehungskörpers  auf  der  schiefen  Ebene. 

Ein  interessantes  Beispiel  der  gleichzeitigen  transla- 
torischen und  drehenden  Bewegung  eines  starren  Kör- 
pers    bietet    ein    homogener    Umdrehungskörper,   der 
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unter  dem  Einfluss  seiner  Schwere  sich  so  auf  einer 
schiefen  Ebene  bewegt,  dass  die  horizontal  li^ende  Um- 
drehungsaxe  sich  translatorisch  parallel  der  Ebene  ver- 
schiebt. Es  werde  angenommen,  dass  der  Umdrehungs- 
körper symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  Parallel- 
kreises ist,  die  den  Schwerpunkt  enthält  Bei  der  Bewe- 
gung wird  die  Ebene  entweder  von  diesem  Kreise  oder 
von  einer  Anzahl  von  Kreisen  berührt,  welche  denselben 
Radius  r  besitzen  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  den 
Parallelkreis  des  Schwerpunktes  liegen.  Die  Spuren  auf 
der  schiefen  Ebene  sind  Falllinien  (Fig.  457). 

Weil   der  Abstand  des 
Schwerpunktes     von     der 
schiefen    Ebene     unverän- 
derlich bleibt,  so  besitzt  der 
Schwerpunkt  keine  Beschleu- 
nigung   senkrecht    zu   die- 
ser    Ebene;    der    normale 
Druck  A^  der  Ebene  gegen 
den     Körper     ist    deshalb 
gleich  der  zur  Ebene  senk- 
rechten    Componente 
Mg  cos  a  der  Schwere. 
Würde  kein  tangentialer  Widerstand  längs  der  Ebene 
wirken  und  wäre  der  Körper  ursprünglich  in  Ruhe  oder 
hätte  er  eine  translatorische  Bewegung,  so  würde  er  eine 
translatorische  oder  gleitende  Bewegung  ausführen  ohne 
zu  rollen,  und  zwar  bestimmt  man  diese  Bewegung  mit 
Hülfe  des  Satzes  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes. 
Das  Gleiten  ist  gleichförmig  beschleunigt  mit  der  zu  den 
Falllinien  der  schiefen  Ebene  parallelen   Beschleunigung 
^sina  in  der  Richtung  abwärts. 

Wenn  es  dagegen  einen  tangentialen  Widerstand  giebt, 
wie  angenommen  werden  soll,  so  besteht  die  Bewegung 
in  einem  Rollen,  das  mit  einem  Gleiten  verbunden  ist, 
oder  in  einem  Rollen  ohne  Gleiten. 


Fig.  457. 
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Zunächst  soll  das  Rollen  ohne  Gleiten  untersucht  RoUen  ohne 
werden.  Die  notwendige  Bedingung  dafür  ist,  dass  der  ö/«/(?/i. 
tangentiale  Widerstand  eine  genügende  Stärke  besitze. 
Man  kann  diesen  Fall  auch  so  herbeiführen,  dass  man  einen 
Faden  um  den  Körper  wickelt,  das  eine  Ende  am  Körper 
und  das  andere  an  der  schiefen  Ebene  befestigt,  wie  die 
Figur  zeigt.  Der  Widerstand  ist  dann  die  noch  unbe- 
kannte Spannung  P  des  Fadens.  Um  P  im  berechnen, 
beachte  man,  dass  der  Schwerpunkt  die  Beschleunigung 

Mg  sin  a  —  P 

parallel  der  schiefen  Ebene  besitzt.  Die  Tangentialbe- 
schleunigung £  der  Drehung  um  die  Schwerpunktaxe  ist 

_Pr_P_ 

somit  die  Peripheriebeschleunigung 

P 
n=^  — 

Beim  Rollen  ohne  Gleiten  muss  die  Beschleunigung  des 
Berührungspunktes  des  Körpers  und  der  Ebene  parallel 
der  Ebene  gleich  Null  sein.    Man  erhält  folglich 

Mf[  sin  a  —  P     P      ^ 
M  fi 

und  berechnet  daraus 

Die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  ist  dann 

/-^oi\  Af^^sin  a  —  P         M 

(621)  a=  —^  — ^.-i =  T,-^   .e  sm  a 
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und    die   Winkelbeschleunigung   der   Drehung   um  die 
Schwerpunktaxe 

(622)  €  =  —  =  taI-v  V  -  i?  sm  a. 

Beide  bleiben  unverändert  während  der  Bewegung. 

Gewöhnlich  rührt  der  tangentiale  Widerstand  P,  der 
bei  der  obigen  Ableitung  die  Spannung  eines  Fadens 
war,  von  einer  gleitenden  Reibung  her,  welche  unvoll- 
ständig entwickelt  sein  kann.  Die  vollständig  entwickelte 
Reibung  hat  die  Grösse 

F^=fN  ^=^fMg  cos  a, 

und  eine  notwendige  Bedingung  des  Rollens  ohne  Glei- 
ten ist  also 

Setzt  man   hier  die  Werte  von  P  und  F  ein,   so   findet 
man 

<623)  tgas(l+^-tg.r). 

Die  Neigung  der  Ebene   darf  also   eine   gewisse  Grösse 
nicht  überschreiten.    Beim   Rollen  ohne  Gleiten  ist   die 
Bewegung  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  eine  Drehung 
um  eine  der  Axe  des    Körpers   parallele  Axe  durch  die 
Berührungspunkte  mit  der  Ebene;  sämtliche  Punkte  die- 
ser Axe  besitzen  keine  Geschwindigkeit.     Damit  ein  Rol- 
len ohne  Gleiten  zu  stände  komme,  muss  nicht  nur  die 
Bedingung  (623)  erfüllt  sein,  sondern  es  dürfen  die  Punkte 
der  genannten  Axe  auch  ursprünglich  keine  Geschwin- 
digkeit besitzen.    Die  Werte  der  Beschleunigung  a  und 
der  Winkelbeschleunigung  e  sind  in  den   Formeln    (621) 
und  (622)  enthalten. 

Der  directe,  von  einer  rollenden  Reibung  (§  104) 
herrührende  Widerstand  der  Bewegung  ist  oben  ausser 
Acht  gelassen  worden.    Näheres  hierüber  folgt  in  §   123. 
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Anwendung. 
Beim  Rollen  ohne  Gleiten  ist 
für  einen  dünnen I  | 

cylindrischen    ,  einen  Cylinder  i     eine  Kugel 
Ring  '  ! 


einen  materiellen 
Punkt 


tg«^2tgy         tga^3tg97     ,     tga^itg«r  tgo^oj 

a=z\gsma    \    a--}^sina        fl  =  4^sina    I      a=:^sina. 
"Wenn  der  Ring,  der  Cylinder  und  die  Kugel  gleichzeitig  längs  einer 
^schiefen  Ebene  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  zu  rollen  beginnen,    so 
bewegt  sich  die  Kugel  am  schnellsten,  dann  folgt  der  Cylinder  und 
zuletzt  der  Ring. 

Die  Bewegung  des  Umdrehungskörpers  längs  der  Rolien  mit 
:schiefen  Ebene  ist  wenigstens  während  einer  gewissen  Gleiten, 
Zeit  ein  mit  Gleiten  verbundenes  Rollen,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Berührungspunkte  des  Körpers  mit 
-der  schiefen  Ebene  anfänglich  nicht  gleich  Null  sind.  Das 
Oleiten  kann  entweder  während  der  ganzen  Bewegung 
fortdauern  oder  es  kann  in  einem  bestimmten  Augen- 
blicke aufhören  und  nachher  in  ein  Rollen  ohne  Gleiten 
übergehen.  Im  letzteren  Falle  muss  die  Bedingung  (623) 
erfüllt  sein.  Während  des  mit  einem  Gleiten  verbundenen 
Rollens  wirkt  die  Reibung  als  eine  Reibung  der  Bewe- 
gung; während  des  Rollens  ohne  Gleiten  handelt  es  sich 
um  eine  im  allgemeinen  unvollständig  entwickelte  Reibung 
•der  Ruhe;  nur  in  dem  Grenzfalle  ist  sie  vollständig  ent- 
wickelt Der  Unterschied  zwischen  der  vollständig  ent- 
wickelten Reibung  der  Ruhe  und  der  Reibung  der  Bewe- 
gung hat  in  einigen  Fällen  der  Praxis  eine  Bedeutung; 
bei  der  folgenden  Untersuchung  werde  jedoch  voraus- 
gesetzt, dass  der  Unterschied  Null  ist. 

Zu  der  Anfangszeit  ^  =  0  sei  die  translatorische  Ge- 
schwindigkeit der  Axe  des  Umdrehungskörpers  c^  positiv 
nach  unten  gerechnet,  ferner  sei  die  Peripheriegeschwin- 
digkeit in  der  Drehung  um  die  Axe  v  positiv  in  dem  in 
der  Figur  458  angegebenen  Sinne;  zur  Zeit  t  mögen  die 
Werte  dieser  Geschwindigkeiten  bez.  u  und  w  sein.  Beim 


700  Vierter  Teil. 


Beginn  der  Bewegung  sei  die  Geschwindigkeit  c-\-v6t^ 
Berührungspunktes  von  Null  verschieden. 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  hat  eine  unveränder- 
liche Beschleunigung 


Fig.  458 

Afjp^sii 
a  =  -^^ — 

(Ö24) 


Mg  sin  a  — fMg  cos  a 

M 


/  •           X        \         sin  (a  —  (f) 
(sm  a  —  /cos  a)gz=  — ^ ^—g 

^  -^  '^  COS(p        ^ 

parallel  der  schiefen  Ebene  und  abwärts  gerichtet.  Die 
Winkelverzögerung  bei  der  Drehung  um  die  ^  Schwer- 
punktaxe ist 

/MK\                      ^^S  cos  a     fMg  cos  a 
(625)  .  = ^ =  -  -^^— , 

die  Peripherieverzögerung  ist 

fM 
re=:-^ — p-cosa; 

dieser  Wert  ändert  sich  nicht,  so  lange  ein  Gleiten  statt- 
findet. 

In  den  obigen  Gleichungen  wird  vorausgesetzt,  dass 
der  Berührungspunkt  abwärts  gleite  und  der  Rei- 
bungswiderstand nach  oben  gerichtet  sei;  wenn  der  Be- 
rührungspunkt nach  oben  gleitet,  so  muss  man  die  Zeichen 
von  /  und  q)  umkehren.    Es  soll  nun  die  Zeit  bestimmt 
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werden,   nach   welcher  die  Geschwindigkeit  u-^-w  das 
Vorzeichen  ändert. 

Zur  Zeit  /  haben  die  Geschwindigkeiten  u  und  w  die 
Werte 

Die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  ist  gleich 
Null,  wenn 

d.  h. 

C'\-v-{-(a  —  re)t  =  0. 

Wird  der  zugehörige  Zeitpunkt  mit  T  bezeichnet,  so 
ist  also 

<626)      T=^^-^- ^+^ 


re-a~  \[,  ,  AfV  ,      ) 

^cosam  +  — jtg(^  — tga 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  r4-i/>0,  d.  h.  die  An- 
fangsgeschwindigkeit des  Berührungspunktes  abwärts  ge- 
richtet ist,  erkennt  man,  dass 


tg«<(l  +  ^)tg9; 


sein  muss.  Dies  ist  die  Bedingung  (623)  für  die  Mög- 
lichkeit eines  Rollens  ohne  Gleiten.  Ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  beginnt  das  Rollen  ohne  Gleiten  in  der  Rich- 
tung abwärts  zur  Zeit  T,  zu  welcher  die  Geschwindigkeit 
den  Wert 
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besitzt. 
Ist 


tga  =  (l+-^jtg9', 


SO  erhält  man  T  =  ^^  und  die  Bewegung  nähert  sich 
mehr  und  mehr  einem  Rollen  ohne  Gleiten,  das  jedoch  in 
Wirklichkeit  nie  eintritt. 

Wenn  c-\-v<iO  ist,  wenn  also  der  Berührungspunkt 
zur  Zeit  t=zO  aufwärts  gleitet,  so  erlangt  er  die  Ge- 
schwindigkeit Null  zu  einer  Zeit  T,  welche  aus  der  Glei- 
chung 

U'\'W=zc-\-V']-ia  —  n)  T=  0 

berechnet  wird.    Man  findet  daraus 
(627)  T=  "(^+^) 


^cosa  n+     jtg9)  +  tg 


«1  =  -  H'i 


Die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  hat  zur  Zeit  T 
den  Wert 

Erfüllt  der  Neigungswinkel  a  die  Bedingung 

tga^(l  +  ^)tgy, 

so  ist  die  Bewegung  nach  der  Zeit  T  ein  Rollen  ohne 
Gleiten.  Ist  dagegen  a  grösser  als  der  obige  Grenzwert,, 
so  fängt  nach  der  Zeit  T  ein  mit  Gleiten  verbundenes. 
Rollen  in  entgegengesetzter  Richtung  an. 

Anwendungen. 

Wenn  die  Bewegung  des  Umdrehungskörpers  längs  einer  horizon- 
talen Ebene  vor  sich  geht,  so  bleibt  sie  ein  Rollen  ohne  Gleiten,  wenn 
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sie  es  ursprünglich  war,  d.  h.  wenn  £:+k  =  0  ist.  Es  werde  aber 
zunächst  angenommen,  dass  r  +  i' >  0  sei.  Mit  den  Bezeichnungen 
der  Figur  458  erhält  man  dann 

ß  ==  —fg. 

u  =  c+at  =  c^fgt, 
w=v  —  nt=  v—f—gt, 
das  Rollen  ohne  Gleiten  beginnt  zur  Zeit 
(628)  -r—        ^+^ 


/(■+") 


Während  der  ersten  Periode  der  Bewegung  ist  die  Gleichung  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes 

Bis  zur  Zeit  T  hat  der  Schwerpunkt  den  Weg 


(.+  .){.(. +2*!)-.} 


y(,+«J 


zurückgelegt,  und  besitzt  dann  die  Geschwindigkeit 

M 

—  c—v 

(629)  U=^—    ^. 

1+- 

Es  ist  bemerkenswert,  dass  nur  T  und  L,  nicht  aber  U  von  dem  Rei- 
bungscoefficienten  /  abhängen. 

Das  nach  dem  Ende  der  ersten  Zeitperiode  beginnende  Rollen 
ohne  Gleiten  verläuft  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  U  und 
geschieht  in  derselben  Richtung  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  zu 
der  Bewegung  in  der  ersten  Zeitperiode,  je  nachdem  U  positiv  oder 
negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem 

v<C  -  c  oder  r>      c 
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ist.  Im  letzteren  Falle  giebt  es  einen  Umkehrpunkt  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes,  und  zwar  zur  Zeit 


T.-j,<T. 

Wäre  speciell 

M 

so 

kommt  der  Körper 

nach  der  Zeit 

im 

Abstände 

-4 

vom  Ausgangspunkte  zur  Ruhe. 

Es  werde  jetzt  angenommen,  dass  f  + 1'<0  sei.   In  diesem  Falle 
muss  man  das  Zeichen  von  /  umkehren,  und  erhält 

n  =  —f—g. 

W  =  V+/-gt. 

Das  Rollen  ohne  Gleiten  beginnt,   wenn  u  +  w  Null  ist;  dies  tritt 
zur  Zeit 

(c+v) 


(630)  ^=--7        Af\ 


ein,  im  Abstände 


vom   Anfangspunkte.    Nachdem   das   Gleiten   aufgehört  hat,   ist  die 
Geschwindigkeit  der  rollenden  Bewegung 
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M 

—  c — V 

(631)  U=^ ', 

1+^- 

man  erkennt,  dass  U  unabhängig  von  der  Zeit  ist. 

2)  Eine  Kreissäge  springt  aus  den  Lagern  und  setzt  ihre  Bewe- 
gung längs  eines  horizontalen  Brettes  fort;  wie  geht  die  Bew^ung 
vor  sich? 

In  diesem  Falle  ist 

f=0 
und  annähernd 

Die  Gleichung  (629)  liefert  für  die  Geschwindigkeit  U  des  vollständigen 
Rollens 

also  den  dritten  Teil  der  Peripheriegeschwindigkeit  der  Drehung.  Das 
Rollen  geschieht  in  der  Richtung,  welche  durch  die  Geschwindigkeit 
des  höchsten  Punktes  der  Kreissäge  angegeben  wird. 

3)  Es  soll  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  Bewegung 
eines  Umdrehungskörpers  angewandt  werden,  der  ohne  zu  gleiten 
längs  einer  schiefen  Ebene  rollt.  Mit  Hülfe  des  auf  p.  645  aufgestellten 
Ausdruckes  für  die  kinetische  Energie  eines  rollenden  Körpers  findet 
man 

i  (Af  +  //)  (u^—(^=^A  =  Mgs  sin  a, 

und  also 


M 


«  =  ±p  +  2^^^sin«. 


wo  der  Weg  5  und  die  Geschwindigkeit  u  positiv  in  der  Richtung 
abwärts  gerechnet  sind. 

Beispielweise  ergiebt  sich  für  die  auf  p.  683  betrachteten  Umdreh- 
ungskörper, nachdem  sie  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  gleich 
langen  Wegen  längs  derselben  schiefen   Ebene  abwärts  gerollt  sind, 

für  den  Ring  '       für  den  Cylinder  für  die  Kugel 

u  =  )  gssma         1        u=-.\  \gssma         I        u  =  fKf'gss\x\~ä. 

45 
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§  123. 

Bewegung  der  Fohrwerke.    Zapfenreibung. 
Rollende  Reibung. 

Bewegung         Bei   einem   Fuhrwerk,  das  sich   auf  einer  geneigten 

der  Fuhr-    Bahn   bergan  oder  bergab  bewegt,  hat  die  Hauptmasse 

werke,  ohne  j^g   Fuhrwerkes  eine  translatorische  Bewegung  und  ein 

apfenrei'    i^iej^g^gr  Teil,  bestehend  aus  den  Rädern  oder  den  Rädern 
bung  und  rol- 
lende  Rei-    "^^^^  ^^"  Axen,  eine  rollende  Bewegung.    Es  sei  m  die 

bung. 


1 


►it..^^--_ 


ms 


Fig.  459. 

Masse,  welche  sich  translatorisch  bewegt,  M  die  Masse 
derjenigen  Teile,  welche  rollen.  Vernachlässigt  man  zu- 
nächst die  Zapfenreibung  und  die  rollende  Reibung  an 
der  Unterlage,  so  ist  die  Berechnung  der  Beschleunigung 
der  Bewegung  die  gleiche  wie  bei  der  rollenden  Bewegung 
eines  Umdrehungskörpers  von  der  Masse  Af,  an  dessen  Axe 
eine  Masse  m  z.  B.  vermittelst  eines  Seiles  so  aufgehängt 
oder  aufgelagert  ist,  dass  sie  nur  an  der  translatorischen 
Bewegung  teilnimmt  (Fig.  459).  Das  Seil  schliesst  mit 
der  Verticalen  einen  Winkel  /?  ein;  in  demselben  findet 
eine  gewisse  Spannung  T  statt.  Die  Beschleunigung  der 
Bewegung  der  Axe  sei  a.    Beim  Rollen  wirkt  eine  un- 
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vollständig  oder  vollständig  entwickelte  gleitende  Rei- 
bung von  der  Grösse  ^a  (vergl.  p.  681)  aufwärts,  wo 
^  die  auf  den  Umfang  des  Berührungskreises  redu- 
cirte  Masse  des  Umdrehungskörpers  ist.  Der  Schwer- 
punkt des  als  frei  gedachten  gesamten  Systems  bewegt 
sich  so,  als  ob  die  Masse  M-\-m  \m  ihm  concentrirt 
wäre,  die  Schwerkraft  {M-\-m)g^  der  normale  Druck  N 
an  der  Unterlage  und  der  Reibungswiderstand  fxa  auf  ihn 
wirken  würden.  Durch  Aufstellung  der  Projectionsglei- 
chungen  für  die  Richtungen  parallel  der  Ebene  und  senk- 
recht zu  ihr  findet  man  dann 

(Af  +  /w)  ^  sin  a  —  /ifl  —  (Af  +  /7z)  a  =  0, 

{M-^-ni^g  cos  a  —  N=  0. 

Die  letztere  Gleichung  liefert  den  normalen  Druck  A^, 
die  erstere  die  Beschleunigung 

(632)  ^^iM  +  m)gs\na^ 

M -{- m -{-  jbL 

Um  die  Spannung  T  des  Seiles  und  den  Winkel  ß 
zu  berechnen,  beachte  man,  dass  die  Masse  m  unter  dem 
Einfluss  ihres  Gewichtes  mg  und  der  nach  oben  gerich- 
teten Spannkraft  T  die  Beschleunigimg  a  parallel  der 
schiefen  Ebene  annimmt.  Aus  den  Projectionsglei- 
chungen  für  die  horizontale  und  die  verticale  Richtung 
ergiebt  sich 

Fcos  ß  —  mg=z  —  ma  sin  a, 
(633) 

Tsin  ß=zma  cosa, 

wo  der  Wert  von  a  noch  eingesetzt  werden  müsste. 

Die  Bewegung  ist  gleichförmig  beschleunigt.  Ist  a=iO, 
d.  h.  geschieht  die  Bewegung  in  einer  horizontalen  Ebene^ 
so  ist  sie  gleichförmig. 
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Einfluss  der        Wenn  der  Körper  vom  Gewichte  mg  auf  der  Axe  des 

Zapfenrä'    rollenden  Körpers  gelagert  ist  (Fig.  460)  und  in  den  La- 

'^'^'       gern   eine  Zapfenreibung  stattfindet,  so  ist  der  Wert  der 

Beschleunigung  a  etwas 
von  dem  Werte  (632) 
verschieden.  Wird  der 
Zapfendruck  mit  T  be- 
zeichnet, so  ist  das  Zap- 
fenreibungsmoment ge- 
nügend genau  gleich 

wo  Q  der   Zapfenradius 
und    /    der     Zapfenrei- 
bungscoefficient  ist.    Die 
Fig  460.  Winkelbeschleunigung 

der  Drehung  ist  bei  der 


Bewegung  abwärts 


_Fr-  fQT_Fr—fQT 


K 


fir^ 


wo  F  den  Reibungswiderstand  bezeichnet,  welcher  an  der 
Ebene  entwickelt  werden  muss.    Daraus  folgt 


und  als  Wert  von  F 


F—/^T 


F=^a+f^^T. 

Wendet  man  den  Satz  von  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes auf  das  ganze  System  an,  so  findet  man  die 
Gleichung 


(634)      (M-\-m)gs\r\a  —  ina—f^T={M-^m)a. 
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Für  T  und  ß  gelten  die  Gleichungen 

Tcos  ß=:mg—  ma  sin  a, 

Ts\nß=zmacosa 

wie  vorhin.  Für  die  Bestimmung  von  a  könnte  man 
eine  Gleichung  zweiten  Grades  ableiten,  deren  eine  Wur- 
zel den  gesuchten  Wert  liefern  würde.  In  Wirklichkeit 
ist  a  eine  kleine  Grösse;  man  erhält  den  Einfluss  der 
Zapfenreibung  genügend  genau,  wenn  man 

T=mg 
wählt,  und  findet  dann  aus  der  Gleichung  (634) 

{M  +  m)g  sin  a  —/mg  | 

(635)  a=: -vm  ,    — . 

Die  Formeln  gelten  noch,  wenn  die  Masse  M  meh- 
reren gleichen  Räderpaaren  angehört  und  mg  eine  auf  den 
Axen  dieser  Räder  verteilte  Totalbelastung  ist,  wie  z.  B. 
für  einen  Eisenbahnwagen,  ein  Fuhrwerk  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  (635)  zeigt,  dass  die  Beschleunigung  die 
gleiche  ist  wie  für  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse 
M-\-  m-\-  fij  auf  den  die  Componente  (M  -\-  m)gsm  a  des 
Gewichtes  des  Systems  parallel  der  Ebene  und  ausser- 
dem eine  von  der  Zapfenreibung  herrührende  Kraft 

(636)  X=fmg^^ 

entgegengesetzt  der  Richtung  der  Bewegung  wirken.  Man 
nennt  X  den  auf  den  Radumfang  reducirten 
Zapfenreibungswiderstand,  weil  sein  Mo- 
ment in  Bezug  auf  die  Radaxe,  d.  h. 

Xr=/Qmg 

gleich  dem  Momente  der  Zapfenreibung  ist. 
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Einfluss  der        Die  rollende  Bewegung  abwärts  ist  gleichförmig,  wenn 

rollenden     der  Neigungswinkel  den  durch  die  Gleichung 
Reibung, 


(637) 


sin  Ol 


f9  _J?__ 


bestimmten  Wert  hat. 

Bei  der  Bewegung  aufwärts  muss  das  Zeichen  der 
Grösse  /  in  der  Formel  (635)  durch  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  ersetzt  werden. 

Ausser  der  Zapfenreibung  in  den  Axenlagern  wirkt 
die  rollende  Reibung  als  ein  Hindernis  bei  der  Bewe- 
gung. Nach  §  104  liefert  dieser  Widerstand  in  Bezug 
auf  die  Axe  des  Körpers  das  Moment  e{M-\- m)gQOsa^ 
wo  der  Coefficient  /  des  §  104  zum  Vermeiden  einer 
Verwechselung  (iurch  e  ersetzt  worden  ist;  man  kann  also 
diesen  Widerstand  durch  eine  Kraft 


am    Radumfang   darstellen, 
auch  der  Näherungswert 


Da  a  klein   ist,   so   genügt 


(638) 


Y=^^(M^m)g, 


Allgemeine         Zieht  man  jetzt  sowohl  die  Zapfenreibung  als  auch 
Formeln,     die  rollende  Reibung  in  Betracht,  so  erhält  man  für  die 
Bewegung  abwärts  die  Beschleunigung 


(639) 


(M  -j  m)gs\na  —fmg^^  —^^{M  +  m)g 

M  -{- m-\- fi 

_(M~\-m)gs\x\a^~X—Y 


und  für  die  Bewegung  aufwärts  die  Beschleunigung 
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(640)  ,^(Af  +  />0^ina  +  X+K 

wo  a  fortwährend  positiv  abwärts  gerechnet  worden  ist. 
Die  Bewegung  abwärts  ist  gleichförmig  bei  einer  durch 
die  Gleichung 

<641)  sin  a,  =/-  -,  >-r \-  - 

^      ^  ^     -^  rM-\-m  '   r 

bestimmten  Neigung  a^. 

Mit  einer  genügenden  Annäherung  können  die  Sinusse 
der  kleinen  Winkel  a  und  a^  durch  die  Winkel  selbst 
ersetzt  werden.  Dabei  liefern  die  Gleichungen  (639) 
und  (640) 

wo  das  Zeichen  —  für  die  Bewegung  nach  unten,  das 
Zeichen  -f  ^r  die  Bewegung  nach  oben  gilt  und  a  po- 
sitiv abwärts  gerechnet  wird. 

Um  eine  gleichförmige  Bewegung  aufwärts  zu  er- 
halten, ist  eine  der  Bewegungsrichtung  parallele  Zugkraft 
von  der  Grösse 

P=(M+m)gsina  +  X-\-Y 
oder  einfacher 

(643)  p=(M  +  m){a-}-a^)g 

erforderlich. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  gross  ist, 
so  muss  man  ausser  den  jetzt  behandelten  Widerständen 
noch  den  Luftwiderstand  in  Betracht  ziehen. 

§  124. 
Übungsaufgaben  betreffend  die  Bewegung  der  starren  Korper. 

1)  Man  leite  die  für  das  Centrifugalpendel  geltenden  Formeln 
(578)  und  (579)  durch  directe  Anwendung  des  Princips  von  d'Alem- 
bert  ab. 
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2)  Die  Reactionen  an  der  festen  Axe  eines  sich  gleichförmig  dreh- 
enden Körpers  sollen  auf  drei  Kräfte  reducirt  werden,  von  welchen 
eine  längs  der  Axe  und  die  beiden  anderen  senkrecht  dazu  und  senk- 
recht zu  einander  wirken.  Ausserdem  sollen  die  Angriffspunkte  der 
beiden  letzteren  Kräfte  bestimmt  werden. 

3)  Ein  Faden  liegt  auf  einer  glatten  horizontalen  Scheibe,  welche 
sich  um  eine  verticale  Axe  dreht;  er  hat  die  Form  eines  Kreises  mit 
dem  Mittelpunkte  auf  der  Axe.  Man  berechne  die  Spannung  des 
Fadens. 

4)  Wie  viel  höher  muss  die  äussere  Schiene  einer  Eisenbahncur\^e 
mit  g^ebenem  Radius  liegen  als  die  innere,  damit  eine  Locomotive, 
welche  die  Curve  mit  bekannter  Geschwindigkeit  durchfährt,  keinen 
Seitendruck  auf  die  Schienen  ausübe? 

5)  Man  führe  die  im  Beispiel  2)  angezeigte  Reduction  der  Reac- 
tionen an  der  Axe  eines  starren  Körpers  aus,  der  sich  ungleichförmig 
um  die  Axe  dreht. 

6)  Mit  Hülfe  von  Fäden  befestigt  man  die  Gewichte  P  und  Q 
an  dem  Rade  und  an  der  Welle  des  Rades  an  der  Welle  (p.  372). 
Welcher  Art  ist  die  Bewegung  und  wie  gross  sind  die  Spannungen 
der  Fäden,  wenn  man  ihre  Gewichte  vernachlässigt? 

7)  Man  berechne  die  reducirte  Länge  eines  physischen  Pendels, 
das  aus  einem  homogenen  Stabe  besteht,  welcher  am  einen  Ende  eine 
homogene  Kugel  trägt  und  am  anderen  Ende  befestigt  ist. 

8)  Mit  welcher  Geschwindigkeit  muss  eine  Schaukel  sich  durch 
die  Gleichgewichtslage  bewegen,  damit  sie  rings  herum  schwinge? 
Die  Zapfenreibung  an  der  Aufhängeaxe  werde  vernachlässigt. 

9)  Wie  gross  muss  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Schaukel  in 
der  untersten  Lage  sein,  damit  eine  Person,  welche  sich  auf  der  Schau- 
kel befindet  ohne  sich  mit  den  Händen  fest  zu  halten,  nicht  herunter- 
falle, wenn  die  Schaukel  rings  herum  schwingt? 

10)  Eine  verticale  Schraube  dreht  sich  unter  dem  Einfluss  ihres 
eigenen  Gewichtes,  und  zwar  ohne  Reibung  in  der  Schraubenmutter. 
Wie  erfolgt  die  Bewegung  und  welches  ist  die  kinetische  Energie  der 
Schraube  in  einem  bestimmten  Augenblicke? 

11)  Man  leite  für  die  Schwingungszeit  des  Bifilarpendels  den 
Ausdruck 

unter  der  Annahme  kleiner  Schwingungen  ab.  (Vergl.  über  die  Bezeich- 
nungen p.  438). 

12)  Mit  welcher  Geschwindigkeit  muss  eine  Kugel  längs  der  ge- 
neigten  Rinne  einer   Kegelbahn   bergan   geworfen  werden,  damit  sie 
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bis  zum  anderen  Ende  der  Rinne  gelange,  wenn  sie  rollt  ohne  zu 
gleiten? 

13)  Ein  Umdrehungskörper  ist  homogen  und  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  die  Ebene  des  Breitenkreises,  der  seinen  Schwerpunkt  ent- 
hält. Der  Radius  r  dieses  Kreises  ist  kleiner  als  der  Radius  R  der 
Kreise,  welche  eine  schiefe  Ebene  berühren,  auf  der  der  Körper  sich  be- 
findet (Fig.  461).  Um  den  Kreis  vom  Radius  r  ist  ein  Seil  gelegt, 
dessen  freier  Teil  parallel  zur  schiefen  Ebene  gespannt  und  in  einem 
Punkte  A  befestigt  ist.  An  der  schiefen  Ebene  kommt  gleitende  Rei- 
bung vor.  Wann  verharrt  der  Körper  in  Ruhe  und  wann  kommt  er 
in  Bewegung?    Welches  ist  die  Spannung  des  Seiles  in  beiden  Fällen? 

14)  Das  Seil  im  Beispiele  13)  werde 
vom  Punkte  A  losgelöst  und  durch  eine 
Zugkraft  T  gespannt.  Unter  welchen 
Bedingungen  wird  der  Körper  bergan 
rollen  ohne  zu  gleiten? 

15)  Ein  Eisenbahnwagen,  für  wel- 
chen   mit   Anwendung  der  Bezeichnun- 

ge„des§123;;j=J,   ^^^Jist.  b^ 

wegt     sich     unter     dem    Einfluss    der 

Schwere  allein  gleichförmig  bergab  längs  einer  Neigung  von  O.ckös.  Der 
Wagen  möge  1  km  längs  einer  Neigung  von  O.oio  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit rollen.  Wie  weit  setzt  er  seine  Bewegung  längs  einer 
horizontalen  Bahnstrecke  fort? 

16)  Welche  Arbeit  ist  erforderlich  um  ein  gegebenes  Stück  einer 
schweren  Kette  hinauf  zu  winden,  wenn  keine  schädlichen  Wider- 
stände in  Betracht  gezogen  werden. 

17)  Eine  homogene  Kugel  dreht  sich  gleichförmig  mit  einer  gege- 
benen Winkelgeschwindigkeit  w  um  eine  feste  Axe.  Wie  verändert 
sich  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung,  wenn  die  Kugel  sich  so 

zusammenzieht,  dass  ihr  Radius  um  —  ihrer  Länge  vermindert  wird? 

18)  Eine  horizontale  kreisförmige  Platte  kann  sich  ohne  Wider- 
stand um  ihre  verticale  Axe,  welche  fest  ist,  drehen.  Während  die 
Platte  in  Ruhe  ist,  steht  eine  Person  auf  ihr  und  zwar  dicht  am  Um- 
fang. Um  wie  viel  dreht  sich  die  Platte,  wenn  die  Person  ein  Mal 
um  den  Umfang  herumgeht? 


Fünfzehnter  Abschnitt 

Die  Lehre  vom  Stosse. 

§  125. 
Gerader  centraler  Stoss. 

stossiinie.  Wenn  zwei  Körper,  von  denen  wenigstens  der  eine 
sich  bewegt,  zusammentreffen,  so  entsteht  ein  Stoss  zwi- 
schen ihnen.  Die  sog.  Stossiinie  oder  Stossrich- 
t  u  n  g  ist  die  Normale  im  Berührungspunkte  zur  ge- 
meinsamen Berührungsebene  der  Körper  am  Anfang  des 
Stosses. 
Centraler  und  Der  Stoss  heisst  central,  wenn  die  Schwerpunkte 
excentrischer  beider  Körper  auf  der  Stossiinie  liegen,  excentrisch, 

Stoss.       wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 
Gerader  und        Der  Stoss  wird  ferner  ein  gerader  genannt,  wenn 
schiefer  Stoss,  beide    Schwerpunkte   sich   unmittelbar  vor  dem   Stosse 
parallel    der  Stossiinie   bewegen;   anderenfalls   heisst  er 
schief. 

Wenn  zwei  homogene  Kugeln  zusammenstossen,  so 

ist  der  Stoss  immer  central;  dasselbe  ist  der  Fall,  wenn 

eine  Kugel  gegen  eine  feste  Wand  stösst. 

Gerader  Stoss       Zwei   homogene   Kugeln,   welche   sich   translatorisch 

zwischen  zwei  längs  der  gemeinsamen  Centrallinie  bewegen,  mögen  zu- 

homogenen    sammenstossen.    Der  Stoss  ist  ein  gerader  centraler  und 

"^^"      erzeugt   keine   Drehung;   die  Bewegung  der  Kugeln  ist 

also  auch   nach  dem  Stosse  translatorisch.    Die  Massen 

der  Kugeln  seien  M^  und  Afa,  ihre  Geschwindigkeiten  vor 
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dem  Stosse  c^  und  c^,  und  zwar  positiv  in  der  Richtung 
von  M^  nach  M^  (Fig.  462).  Durch  den  gegenseitigen 
Einfluss  der  Körper  auf  einander  während  des  Stosses 
ändern  sich  die  Geschwindigkeiten.  Da  die  Körper  nicht 
absolut  starr  sind,  derar-  ^  ^ 

tige  Körper  sind  in  Wirk- 
lichkeit nicht  vorhanden, 
^o  ändert  sie  ihre  Form 
ij^ährend  des  Stosses.  " 
Oemäss  dem  Satze  von 
•der  Wirkung  und  Oe- 
:genwirkung    treten    die  Fig.  462. 

Kräfte,  welche  die  Form- 
anderungen bewirken,  paarweise  gleich  gross  und  entge- 
gengesetzt gerichtet  auf.    Der  Satz  von  der  Bewegung  des  Oeschwindig- 
Schwerpunktes  (p.  64Q)  zeigt  dann,  dass  sie  keine  Ander-  ^^^       ^ 
ung  der  Geschwindigkeit  des  gemeinsamen  Schwerpunk-         ^^ 
tes  der  beiden  Körper  verursachen  können.    Bezeichnet 
man    die    Geschwindigkeit    des    Schwerpunktes    mit   r, 
<iie  Geschwindigkeiten  von  M^  und  Afg  in  einem  beliebigen 
Augenblicke  des  Stosses  mit  i\  und  r2,  so  erhält  man 

Daraus  folgt 

<645)  >Wi'i  +  >W2'o  =  ^^i^i  I  ^2^2- 

Sämtliche  Glieder  dieser  Gleichung  bezeichnen  nach  p.  646 
Bewegungsgrössen,  welche  hier  mit  denselben  Zeichen 
wie  die  Geschwindigkeiten  gerechnet  werden  sollen. 
Nach  der  Gleichung  (645)  erleidet  die  Summe  der  Bewe- 
gungsgrössen beider  Körper  keine  Veränderung  während 
des  Stosses, 

Um  die  Geschwindigkeitsähderungen  der  beiden  Ku- 
geln zu  berechnen,  teilt  man  die  ganze  Stosszeit  in  zwei 
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Perioden  von  den  Langen  7i  und  7^  ein.  Die  erste  Periode 
Ti  erstreckt  sich  bis  zu  dem  Augenblicke,  in  welchem 
die  beiden  Kugeln  keine  relative  Geschwindigkeit  zu  ein- 
ander besitzen,  sondern  beide  sich  mit  der  Geschwin- 
digkeit c  des  Schwerpunktes  bewegen;  die  zweite  Periode 
Tg  umfasst  den  übrigen  Teil  der  Stosszeit 

Geschwindig'        Während   der  Zeit  T^  ändern  sich  die  Geschwindig- 
keitsände-    keiten  um  folgende  Beträge: 

rangen  in  der 
Zeit  Tl.     för  den  Körper  M^  um 

und  für  den  Körper  Afg  um 

,6465)    .-^=^^^^-^  =  ^'~^. 

Die  eine  Geschwindigkeitsänderung  ist  positiv,  die  andere 
negativ,   so   dass   die   eine   Geschwindigkeit  wächst,  die 
andere  abnimmt 
Geschwindig'        Die   Vorgänge   während   der  zweiten  Zeitperiode  T^ 
keitsände-    des   Stosses   hängen   von    der  physischen  Beschaffenheit 
rangen  in  der  ^^^   Körper   und   gewöhnlich    auch   in  geringem  Grade 
"'      von   der   Heftigkeit   des   Stosses  ab.    Die  Geschwindig- 
keitsänderungen in  der  Zeit  T^  können  deshalb  nur  an- 
nähernd  berechnet  werden.    Eine  Ausnahme  bilden  zwei 
Grenzfälle,   welche   aber   in   der  Natur  nie  vollkommen 
ausgeprägt  vorkommen. 

Am  Ende  des  Stosses  seien  u^  und  %  die  Geschwin- 
digkeiten von  Afi  und  Afg.  Vermittelst  des  Satzes  von 
den  Bewegungsgrössen  findet  man 

Af  1  «1  -{-M^U2  =  (Af  1  +  Afg)  c 

Für  den  Quotienten  der  Geschwindigkeitsänderungen  ih 
der  Zeit  T^  ergiebt  sich  hieraus 

//i  —  c Af 2 

^2  —  c  Af  1 
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Während   der   Zeit  7i  hat  dieser    Quotient  gemäss  der 
Oleichung  (644)  den  Wert 

c—c^  Ml 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 


cient. 


I  <647)  «i-^^?2-^^,^ 

C       C-^        c       c^ 

wo  das  beiden  Körpern  gemeimsame  Verhältnis  aus  den 
Geschwindigkeitsänderungen  in  den  Perioden  T^  und  7i 
mit  €  bezeichnet  worden  ist.  Die  Grösse  e,  welche  von  Stosselastici- 
der  physischen  Beschaffenheit  der  Körper  und  auch  etwas  tätscoeffi- 
von  der  Heftigkeit  des  Stosses  abhängt,  nennt  man 
Stosselasticitätscoefficient.  Wenn  er  be- 
kannt ist,  so  kann  die  Aufgabe  der  Berechnung  der  Ge- 
schwindigkeiten der  zusammenstossenden  Kugeln  nach 
dem  Stosse  vollständig  gelöst  werden. 

Die  Gleichungen  (647)  und  (646)  liefern  für  die  Ge- 
schwindigkeitsänderungen der  Körper  M^  und  M^  in  der 
zweiten  Zeitperiode 

i  X  ^1  (^1  —  ^2) 

Während  der  ganzen  Stosszeit  T^  +  T^  sind  die  Geschwin- 
digkeilsänderungen 


<648) 


Die   Geschwindigkeiten  u^  und  u^  nach  dem  Stosse  ha-  Geschwindig- 
ben  die  Werte  keilen  nach 

dem  Stosse, 
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yMj  ^1  +  Afa  Cj  +  f  Af2  (Cj  —  f  i) 


«1  = 


(649) 


Ml  4-  yWg 


«2—--  'yMi'+iWa 


Kinetische         Vor  dem   Stosse   besitzt  das  System   die   kinetische 

Energie  der  Energie 

zusammn-  i  (^^  ci"  -|-  Af^  Ca^) 

ACwp«r.      und  nach  dem  Stosse  die  Energie 

\{MiUi^-\-M^u^% 

Während   des  Stosses  nimmt  die  kinetische  Energie  um 
einen  Betrag  *  ab,  für  den  man  mit  Hülfe  der  Ausdrücke 

(649)  den  Wert 

(650)  *  =  {  Wi'fM,  ^'^  -  ''^'  (^  -  '"^ 

berechnet. 
Unelastischer       Unter   den  Werten    des   Stosselasticitätscoefficienten  e 
und  elastl-    ^\^^  jjg  beiden  Grenzwerte  e^=0  und  e  =  1  bemerkens- 
sc  er    oss.  ^^^     ^^^  S\oss  heisst  in  dem  ersten  Falle  vollkom- 
men   unelastisch,    in    dem    zweiten    Falle    voll- 
kommen   elastisch.    Wenn   e  keinen   von   diesen 
Grenzwerten  hat,  so  ist  der  Stoss  unvollkommen  elastisch. 

Beim  Zusammendrücken  der  beiden  Körper  während 
der  Zeitperiode  7^  entstehen  elastische  Spannkräfte,  welche 
während  der  Zeit  T^  in  entgegengesetzter  Richtung  wir- 
ken und  die  Schwerpunkte  der  beiden  Körper  von  ein- 
ander entfernen.  Die  Körper  suchen  dabei  ihre  ursprüng- 
liche Form  wiederanzunehmen;  dieser  Rückgang  der 
Formänderung  kann  mehr  oder  weniger  vollständig  sein. 

Wenn  der  Stoss  vollkommen  unelastisch  ist,  so  bleibt 
der  am  Ende  der  Zeit  T^  erreichte  Deformationszustand 
unverändert;  die  Körper  setzen  ihre  Bewegung  mit  der 
gemeinsamen   Geschwindigkeit  c  fort,  gerade   so   als  ob 
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sie  einen  einzigen  KöqDer  bilden  würden.  Die  Zeit  Tg 
ist  dann  gleich  Null;  eine  weitere  Oeschwindigkeitsän- 
derung  tritt  nicht  ein  und  der  Stosselasticitätscoefficient 
e  hat  den  Wert  Null.  Die  Gleichung  (650)  zeigt,  dass  der 
Stoss  mit  einem  Verlust  von  kinetischer  Energie  ver- 
bunden ist.  Diese  Energie  ist  in  eine  andere  Form  um- 
gesetzt worden,  indem  sie  teils  zur  Formänderung  selbst, 
teils  zur  Erwärmung  der  Körper  und  zur  Erzeugung  von 
Schallwellen  im  umgebenden  Mittel  u.  s.  w.  verbraucht 
wurde.  Wie  die  Naturanschauung  unserer  Zeit  lehrt, 
geht  in  der  Wirklichkeit  keine  Energie  verloren,  es  wech- 
selt nur  ihre  Form. 

Man  kann  sich  andererseits  vorstellen,  dass  dieselben 
Lagen  der  Körper  relativ  zu  einander  in  der  Periode  T^  ein- 
treten wie  in  der  Periode  7i ,  aber  in  umgekehrter  Reihen- 
folge. Dann  ist  T2=Tif  und  die  Oeschwindigkeitsände- 
rungen  in  der  Zeit  T2  sind  die  gleichen  wie  in  der  Zeit 
Tl.  Für  den  vollkommen  elastischen  Stoss,  um  den  es 
sich  hier  handelt,  hat  man  somit  €=\.  Nach  dem  Stosse 
haben  die  Körper  ihre  ursprüngliche  Form  zurückerlangt; 
die  Gleichung  (650)  zeigt,  dass  keine  Änderung  der  kine- 
tischen Energie  eingetreten  ist.  Bei  dem  vollkommen 
elastischen  Stosse  kann  also  keine  Erwärmung  der  Kör- 
per oder  Fortpflanzung  von  Schwingungen  nach  dem 
umgebenden  Mittel  stattfinden. 

Wie  schon  hervorgehoben  wurde,  ist  kein  Stoss  in 
der  Wirklichkeit  vollkommen  unelastisch  oder  vollkom- 
men elastisch;  doch  giebt  es  Fälle,  in  denen  ohne  merk- 
baren Fehler  vorausgesetzt  werden  kann,  dass  das  eine 
oder  das  andere  stattfindet. 

Der  Stosselasticitätscoefficient  zweier  Körper  aus  dem-  Bestimmung 
selben  Material   kann  in  folgender  Weise  bestimmt  wer-  des  stosseia- 
den.    Eine  Kugel  von  dem  zu   prüfenden   Material  wird  sticitatscoef- 
von  einer  Höhe  h  auf  eine  horizontale  ebene  Unterlage    f^^^^^^^- 
aus  demselben  Material  fallen  gelassen.    Die  Kugel  wird 
dabei  zurückgeworfen   und   steigt  bis  zu   einer  gewissen 
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Höhe  Ai,  welche  beobachtet  wird.   Aus  den  Gleichungen 
(648)  findet  man  dabei,  wenn  man 

^1  =  -  Pgh\ 
einsetzt, 

«1  — ^1  =  — (l+c)fi, 

d.  h. 

(651)  .^^^J^.^'h, 

Bei  angestellten  Versuchen  hat  man  als  mittlere  Werte 

für  Elfenbein  .    .    .    «  =  f , 

für  Stahl  und  Kork    f  =  |, 

für  Olas f  =  fl 

gefunden. 

Wenn  eine  Explosion  gleichzeitig  mit  dem  Stosse 
stattfindet,  oder  wenn  eine  Explosion  innerhalb  eines 
Körpers  entsteht,  der  sich  in  Bewegung  befindet,  ohne 
dass  er  auf  einen  anderen  Körper  stösst,  so  kann  die  kine- 
tische Energie  auch  eine  Vermehrung  erfahren;  dabei  ist 
€  grösser  als  1.  Im  folgenden  werde  jedoch  vorausge- 
setzt, dass  ß  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liege  oder 
mit  einem  dieser  Grenzwerte  zusammenfalle. 


§126. 

Der  unelastische  Stoss. 

Beim  unelastischen  Stoss  ist  f=:0;  dann  ist  die  ge- 
meinsame Geschwindigkeit  beider  Körper  nach  dem 
Stosse 
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(052)  u^^U^-C---j^~^^^ 

Der  Verlust  an  kinetischer  Energie  beträgt  nach  der  For-    Kinetische 
mel  (650)  Energie. 

(653)  *  =  i;^^'^^^fe-<i)»; 

nach  dem  Stosse  bleibt  die  kinetische  Energie 

(654)  R=^(M,  +  M^d^  =  \^^'j^'^-^f-. 

Die  Oeschwindigkeitsänderungen  der  Körper  während    Carnots 
des  unelastischen  Stosses  sind  •^^^^• 

_  ^1  (^1  —  ^) 

Wenn  der  Zähler  und  Nenner  des  Ausdruckes  (653)  mit 
iWi  +  -^2  multiplicirt  wird,  so  kann  man  demselben  auch 
die  Form 

(655) 

geben.  Diese  Gleichung  enthält  den  Satz  von  Car- 
n  o  t:  Bei  dem  vollkommen  unelastischen  Stosse  findet  ein 
Verlust  von  kinetischer  Energie  statt,  welcher  gleich  der 
Summe  der  kinetischen  Energien  ist,  die  den  Oeschwin- 
digkeitsänderungen der  Körper  entsprechen. 

Wenn  der  Körper  M^  sich  vor  dem    Stosse   in  Ruhe    Der  Körper 
befindet,  so  erhält  man  M2  ruht  vor 

Ä^   dem  Stosse. 
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f2  =  0, 


Ui  =  U2  =  C  = 


(656) 


0: 


Ml- 


M. 


^1 1 


■M. 


':^^ 


'^ 


Fig.  463. 


M  2 

R  als  Nutz-        Wenn   die   Bewegung,  welche   der  Körper  Afg  nach 
arbeit.       dem  Stosse  besitzen  würde,  unmittelbar  durch  ein  Hin- 
dernis gehemmt  wird,  so  erleidet  auch   der  Rest  R  der 
kinetischen  Energie  eine  Verwandlung;  gewöhnlich  geht 

er  in    mechanische 
^'  Arbeit   über.    Dies 

ist  beispielsweise  der 
Fall    beim    Eintrei- 
ben   eines   Nagels, 
eines   Keiles,  beim 
Einrammen  eines 
Pfahles  in  den  Bo- 
den u.  s.  w. 
Wenn  der  Nagel   (Fig.  463)  durch   einen  Schlag  des 
Hammers  um  das  Stück  5  eindringt,  so  hat  man 

WO  W  die  mittlere  Grösse  des  Widerstandes  in  der 
Längsrichtung  des  Nagels  ist.  Um  den  grösst  möglichen 
nützlichen  Effect  zu  erzielen,  muss  der  Quotient  R.^M-^c-^ 
so  gross  als  möglich  gemacht  werden.     Dieser  Quotient 

M  M 

hat  den  Wert^^j   ,-^ ,  •  Es  muss  also  -.--  möglichst  klein, 

d.  h.  die  Masse  des  vom  Stosse  getroffenen  Körpers 
möglichst  klein  im  Verhältnis  zu  der  Masse  des  stossen- 
den  Körpers  sein. 
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Wenn  die   Massen   durch  die   Gewichte  Q^  und  O^ 
ersetzt  werden,  so  erhält  man 


R=Ws, 

Wenn   5  beobachtet  worden    ist,   so   kann  W  berechnet 
werden. 

Beispielsweise  seien  für  einen   Nagel,  der  in  eine  Wand  hinein- 
geschlagen wird, 

das  Gewicht  des  Hammers    .    .    Gi  =  2  kg. 
„    Nagels    .    .    .    02  =  0.2  kg, 

die  Geschwindigkeit  des  Hammers  ^i  =  5öp^' 

das  beobachtete  Eindringen    .    .    s  =  O.oi  m. 
Dann  ist  die  totale  angewandte  Arbeit 

A  =  \^h^  =  \~   5«  =  2.66kgm, 

g    ^  9.81  ^      ' 


die  Nutzarbeit 


'^  =  ÖT+  0/  =^  2T0.2  2-^  =  2.32  kg  m, 
und  die  schädliche  Arbeit 

^  Oo         .  0.2     ^  ^      , 

Von  der  totalen  Arbeit  kommt  somit  \\  als  Nutzarbeit  beim  Ein- 
treiben zur  Verwendung,  während  -^  verloren  geht  (zur  Erwärmung^ 
Formänderung  u.  s.  w.) 

Der  Widerstand  der  Wand  beträgt  im  Mittel 

ir.-^  =  ?;'^'r=232kg. 

In  Wirklichkeit  ändert  sich  diese  Grösse  während  des  Schlages. 

Bei  einem  Pfahl,  der  in  den  Boden  eingerammt  wird, 
verrichtet  auch  die  Schwerkraft  eine  Arbeit,  welche  jedoch 
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um  SO  kleiner  ist,  je  kleiner  die   Einsenkung   bei  einem 
Schlage  ist  (Fig.  464).  Ist  die  Fallhöhe  //,  so  erhält  man 

0^^jG^O,H+(G,  +  0,)s=Ws, 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  ist  der  nützliche  Teil  R 
der  kinetischen   Energie,   das  zweite   Glied   (Oj  +  ög)  ^ 
die  directe  Arbeit  der  Schwere  beim  Einsinken. 
Hat  man  beispielsweise 


so  erhält  man 


W 


Gi=\.2 Tonnen,  O2  =  O-^ Tonnen, 
//=3m,  s  =  0.im. 


=  i\    f !'"  1-2  X  3  +  1.8  X  O.il  =  25.8  t, 

0.1  U.8  '  ) 


*  als  Nutz- 
arbeit. 
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sowie 

die  totale  Arbeit  -=■  G^H  +  (Oi  +  O2)  s  =  3.78  tm, 

die  nützliche  Arbeit ~  2.58    „  , 

die  schädliche  Arbeit —  I.20    „  . 

Der  Widerstand  W  dient  als  Mass  der  Tragfähigkeit 
des  Baugrundes.  Man  betrachtet  eine  Belastung  jedes 
Pfahles  als  zulässig,  wenn  sie  ein  bestimmter  Bruchteil 
(etu'a  T^ö^  bis  \)  des  Wertes  von  W  ist. 

In  anderen  Fällen  ist  es  wünschenswert, 
dass  ein  möglichst  grosser  Teil  der  kine- 
tischen Energie  des  stossenden  Körpers  für 
die  Deformation  des  getroffenen  Körpers 
verwendet  werde.  In  diesem  Falle  stellt  <P 
die  nützliche,  R  die  schädliche  Arbeit  dar. 
Damit  0  ein  möglichst  grosser  Teil  der 
I  totalen  Arbeit  werde,  muss  die  Masse  des 

Fig.  464.  ^Qj^  Stosse  getroffenen  Körpers  möglichst 
gross  im  Verhältnis  zu  der  Masse  des  stossenden  Körpers 
sein.  Man  erreicht  dies,  wenn  man  den  gestossenen 
Körper  in  Verbindung  mit  einer  grossen  Masse  setzt,  die 
zugleich  vom  Stosse  getroffen  wird.    So  z.  B.  beim  Nie- 


1 

r 


^vJ 


r 


<w 
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ten,  bei  Dampfhämmern,   Pochwerken  u.  s.  w.  (Fig.  465 
und  466). 

Hätte   man    z.  B.  bei  einem  Dampf- 
hammer 

das  Gewicht  des  Hammers  Oj  =  10  t, 
*         »  »    Ambos      O2  =  60 1, 

die  Fallhöhe  //  =  2.o  m, 


so  würde  sich  eine  totale  Arbeit 

Oi//  =  20  tm 
ergeben.    Der  Teil 


Fig.  465. 


O1  +  O2    ^ 


17.1  tm 


stellt  die  Nutzarbeit  dar,  durch  welche  die  Deformation  des  Arbeits- 
stückes hervorgebracht  wird,  während  der  Teil 


n 


O1  +  O2 


:  2.9  tm 


*M^ 


JH^ 

V'     '/y 
y-  '  / 

9  -^ 

1 

f 

Fig.  466. 


die  schädliche  Arbeit  ist,  welche  eine 
eventuelle  Lagenänderung  des  Ambos, 
Erschütterungen  der  Unterlage  u.  s,  w. 
hervorbringt.  Wird  das  Arbeitsstück 
um  3  cm  zusammengedrückt,  so  wirkt 
bei  der  Deformation  im  Mittel  ein 
Druck  W  von  der  Grösse 


<?      17 1 

ir=:    -=^:=570t. 
S         0.03 


Bei  dieser  Berechnung  ist  das  eigene 
Gewicht  des  Arbeitsstückes,  das  meis- 
tens klein  im  Verhältnis  zum  Gewicht 
des  Ambos  ist,  vernachlässigt  worden. 


§  127. 
Elastischer  Stoss. 

Wählt  man  in  den  Gleichungen  (648)  und  (649)  f=l,  Geschwindig- 
so    erhält    man    als   totale    Oeschwindigkeitsänderungen   leiten  nach 
während  des  elastischen  Stosses  ^^"^  Stosse. 
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_2Af2(r2—  q) 


«1  — Ti 


2Afi(ri  — Ta) 


und   für  die   Geschwindigkeiten    nach   dem   Stosse   die 
Werte 

_(Afi— Af2)^i  +  2Afa^2 

(657) 

''a-    -        yW.  +  iWa"  ' 

Wie  die  Formel  (650)  zeigt,  geht  keine  kinetische  Energie 
durch  den  Stoss  verloren.    Es  ist  somit 

wie    übrigens    auch    die    Gleichungen    (657)    erkennen 
lassen. 
Gleiche  Mas-       Hätte  man  speciell  M^  =z:  M^,  so  würde  man 


sen. 


U^  —  C^ 

finden,  d.  h.  die  Körper  vertauschen  beim  Stosse  ihre 
Geschwindigkeiten.  Befindet  sich  der  eine  Körper  vor 
dem  Stosse  in  Ruhe,  so  bleibt  der  andere  Körper  nach 
dem  Stosse  unbeweglich. 

Wenn  der  gemeinsame  Schwerpunkt  beider  Körper 
vor  dem  Stosse  ruht,  d.  h.  wenn 

ist,  so  findet  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (657) 

^1  =  —  ^1, 

U2  =  —  ^2, 

d.  h.  die  Körper  ändern  beim  Stosse  die  Richtungen  ihrer 
Geschwindigkeiten,  während  die  Grösse  derselben  unver- 
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ändert  bleibt.    Der  gemeinsame  Schwerpunkt  verharrt  in 
Ruhe. 

Man   nehme  an,  dass  beide  Körper  entgegengesetzt     Der  eine 
gerichtete  gleich  grosse  Geschwindigkeiten  besitzen ;  und  Körper  bleibt 
untersuche,  wann   der  eine  Körper  nach  dem  Stosse  in     ^^  ^^ 
Ruhe  bleibt   Wählt  man  dazu  in  den  Gleichungen  (657)       ^^''^ 
^:2  =  —  ^1,  so  erhält  man 


_Afi  — 3Af2 


^-i—    ÄA~  \~ÄA~^if 


_3Afi— Afg 

''^-lit.  +  M^'''' 

Damit  einer  der  beiden  Körper  nach  dem  Stosse  die 
Geschwindigkeit  Null  habe,  muss  seine  Masse  drei  Mal 
so  gross  als  die  Masse  des  anderen  Körpers  sein. 

Wenn   der  Körper  iWg  unbewegHch,  z.  B.  eine  feste      Der  eine 
Ebene  ist,  welche  senkrecht  von  dem  Körper  M^  getroffen  Kö/per  ruht, 
wird,  so  hat  man 

^2  =  0,  Mo  =  ^'-> 

und  erhält 

«1  =  "  Ci, 

d.  h.  der  Körper  wird  von  der  festen  Ebene  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  mit  gleich  grosser  Geschwindigkeit 
zurückgeworfen. 

Anwendung. 

Drei  vollkommen  elastische  Kugeln  von  den  Massen  M^,  M^  und 
M^  liegen  mit  ihren  Mittelpunkten  in  gerader  Linie.  Man  teilt  dem 
Körper  My  eine  gewisse  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  nach  M^ 
mit;  Afj  stösst  gegen  M^  und  Mg  nachher  gegen  M^.  Welche  Grösse 
muss  die  Masse  M^  besitzen,  damit  Afg  die  grösst  mögliche  Geschwin- 
digkeit nach  dem  Stosse  erlange? 

Es  sei  q  die  Geschwindigkeit]  von  M^]  die  Geschwindigkeiten 
von  Afg  und  ^^  sind  vor  dem  Stosse  Null;  ihre  Geschwindigkeiten 
nach  dem  Stosse  mögen  mit  u^  und  u^  bezeichnet  werden.  Man 
findet  dann 
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_      2Af2Ö2 
«3  — 


Eliminirt  man  «2  zwischen  diesen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 
_  _     4%Af2  Ci 

Damit  1/3  ein  Maximum  werde,  muss  M2  so  gewählt  werden,  dass 

MM    .   w  -Äi    T-*^-  ein  Maximum  erreicht.    Bildet  man  die  Ableitung 

dieses  Ausdruckes  in  Bezug  auf  M2  und  setzt  sie  gleich  Null,  so  erhält 
man  als  Lösung  der  Aufgabe 

Afp  —  }^i^S' 

Man   überzeugt  sich  leicht,  dass  es  sich  wirklich  um  ein  Maximum 
handelt. 


§  128. 

Schiefer  centraler  Stoss. 

Beim  geraden  Stosse  findet  keine  Lagenänderung  des 
einen  Körpers  hinsichtlich  des  anderen  in  der  Richtung 
senkrecht  zur  Stosslinie  statt.    Beim  schiefen  Stosse  tritt 
aber  im  allgemeinen   eine  solche  relative  seitliche  Ver- 
schiebung ein;   eine  Ausnahme  macht  nur  der  Fall,  in 
welchem  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  beider 
Körper  senkrecht  zur  Stosslinie  die  gleichen  sind.    Die 
Beschaffenheit  des  Stosses  ist  deshalb   davon  abhängig^ 
ob  es  einen  tangentialen  Widerstand,  z.  B.  eine  Reibung, 
in  der  Berührungsebene  giebt  oder  nicht. 
Schiefer  Stoss       Zunächst  werde  angenommen,  dass  kein  tangentialer 
ohne  tangen-  Widerstand  vorhanden  sei,  ferner  dass  die  Oeschwindig- 
tialen  Wider-  leiten  der  Schwerpunkte  beider  Körper  in  einer  Ebene 
liegen,  welche  auch  die  Stosslinie  enthält  (Fig.  467).   Man 
wähle  die  Stosslinie  in  der  Richtung  von  5i  nach  S^  als 
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jc-Axe  und  eine  zu  ihr  Senkrechte  als  j^-Axe.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Körper  vor  dem  Stosse  seien  c^  und 
C21  ihre  Winkel  mit  der  positiven  ;c-Axe  a^  und  a^.  Da 
die  Körper  keinen  Einfluss  in  tangentialer  Richtung  auf 
einander  ausüben,  so 
bleiben   die  der  j-Axe  • 

parallelen  Oeschwindig- 

keitscomponenten 
fi  sin  Ol    und     c^  sin  02 
während  des  Stosses  un- 
verändert. Dagegen  än- 
dern sich  die  der  Stoss- 

linie    parallelen    Oe-  Fig  467. 

schwindigkeitscompo- 

nenten  Ci  cos  a^  und  c^  cos  a^  in  derselben  Weise  wie  bei 
dem  geraden  centralen  Stosse.  Die  Geschwindigkeit  eines 
Körpers  nach  dem  Stosse  ergiebt  sich  durch  Zusammenset- 
zung der  zur  ^-Axe  parallelen  unveränderten  Componente 
und  der  durch  den  Stoss  veränderten  Componente  nach 
der  jc-Axe.  Nennt  man  die  beiden  Geschwindigkeiten  u^ 
und  ^2;  ihre  Winkel  mit  der  x-Axe  ßi  und  ß^j  so  findet 
man  vermittelst  der  Gleichungen  (649) 

/^i  sin  ßi  =  Ci  sin  a^, 
«2  sin  ß2  =  ^2  sin  a^^ 

^   MiCi  cos  ai-\-M2  C2  cos  a2-\-tM2(C2  cos  OUj — q  cos  tti) 

u,cosß,  —  -  -M^-'-ümV    "  ' 

(658) 

^  MiCi cosai-}-Af2r2COSa24-^Afi(ri cosa^ — ^cosog) 

^2COS^2-  M^-fM2 

Diese  Gleichungen  bestimmen  vollständig  die  Geschwin- 
digkeiten Ui  und  «2  sowie  die  Winkel  ßi  und  ß2. 

Ein  specieller  Fall  des  schiefen  Stosses  ist  der  Stoss    stoss  einer 
einer  Kugel  gegen  eine  feste  Wand  (Fig.  468).    Voraus-  Kugeigegen 

gesetzt  dass  keine  Reibung  stattfindet,  gelten  die  Formeln     ^^^f^^ 

wand. 
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(659)        Ui  sin  ßi  =  c^  sin  a^, 

Ui  cos  ßi  =  —  £Ci  cos  «1. 
Man  berechnet  daraus 


Ui  =  Ti  y sin^  a^  +  ^^  cos^  ai, 


(660) 


Fig.  468. 


tgÄ  =  —  ^tgai. 


Schiefer 

Sioss,  mit 

Reibung. 


Wenn  der  Stoss  vollkommen  unelastisch  ist,  so  bewegt 
sich  die  Kugel  nach  dem  Stosse  parallel  der  festen  Wand 
mit  der  Geschwindigkeit  ^isinai;  die  zur  Wand  normale 
Oeschwindigkeitscomponente  ist  durch  den  Stoss  ver- 
nichtet worden.  Beim  vollkommen  elastischen  Stosse  än- 
dert die  normale  Componente  ihre  Richtung,  nicht  aber 
ihre  Grösse.  Die  Geschwindigkeit  u^  nach  dem  Stosse 
ist  dann  gleich  der  Geschwindigkeit  Ci  vor  dem  Stosse 
und  schliesst  mit  der  Normalen  zur  Wand  denselben 
Winkel  a^  ein  wie  vor  dem  Stosse,  aber  nach  der  anderen 
Seite  (die  Gleichungen  (659)  liefern  in  der  That  ß^  =  n — a^). 
Die  Geschwindigkeiten  c^  und  %  liegen  in  einer  Nor- 
malebene zur  Wand.  Dieses  Gesetz  der  Zurückwer- 
fung ist  das  aus  der  Physik  bekannte,  welches  auf  Licht- 
und  Wärmestrahlen,  Schallwellen,  elektrische  Wellen  u.  s.  w. 
Anwendung  findet. 

Es  werde  jetzt  vorausgesetzt,  dass  ein  Reibungswider- 
stand während  des  Stosses  wirke.  Wir  beschränken  uns 
auf  den  Fall,  dass  ein  homogener  Umdrehungskörper 
mit  einer  zur  Axe  senkrechten  Symmetrieebene  durch  den 
Schwerpunkt  gegen  eine  feste  Wand  in  solcher  Weise 
stösst,  dass  die  Axe  während  der  Bewegung  parallel  der 
Wandfläche  ist  und  ihre  Lage  translatorisch  ändert,  wäh- 
rend der  Schwerpunkt  des  Körpers  sich  in  einer  zur  Wand 
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und  zur  Axe  senkrechten  Ebene  bewegt  (Fig.  469);  der 

Körper  kann  auch  eine  ursprüngliche  Drehung  um  seine 

Axe  besitzen.    Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung 

des   Körpers   sei   o>o  vor  dem   Stosse  und  a  nach  dem 

Stosse,   und    zwar   rechne    man    sie 

positiv,   wenn  die  Berührungspunkte 

mit   der  Wand   durch  die  Drehung 

und  durch  die  Translation  der  Axe 

nach     derselben     Richtung    bewegt 

werden. 

Für  die  zur  Wand  senkrechten 
Componenten  der  Geschwindigkeit 
•des  Schwerpunktes  gilt  die  zweite 
Formel  (659).  Mit  den  Bezeichnungen 
der  Figur  (469)  findet  man  somit 


<661) 


UCOSß: 


ec  COS  a. 


Fig.  469. 


Was  die  der  Wand  parallelen  Com- 
ponenten betrifft,  so  sind  sie  verschie- 
den, je   nachdem   ein   Gleiten    längs 
der  Wand  während  der  ganzen  Stosszeit  stattfindet  oder 
die  Bewegung  längs  der  Wand  während  eines  Teiles  der 
Stosszeit  oder  vielleicht  während  der  ganzen  Stosszeit  in 
einem   Rollen   ohne  Gleiten  besteht.    Es  soll  zuerst  an-  Gleiten  wäh- 
genommen   werden,  dass  ein  Gleiten  während  der  gan-      '^^'^^  ^^^ 
zen  Zeit  vorkommt.   Dabei  wirkt  ein  Reibungswiderstand,  S^^^^^^J^^^^' 
dessen  Grösse  in  jedem  Augenblicke  gleich  dem  Product 
aus  dem  normalen  Drucke  und  dem  Reibungscoefficienten 
/  ist.   Weil  das  Verhältnis  aus  dem  Tangentialwiderstande 
und  dem  normalen   Drucke  unverändert  gleich  /  bleibt, 
so   muss  auch  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeitsände- 
rungen der  Axe  des  Umdrehungskörpers  parallel  der  Wand 
und   senkrecht   dazu   constant  und  gleich  /  sein.    Man 
erhält  also 

u%\nß  ~  csxna 


zeit. 


ucosß  —  rcosa 


=/ 
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und  mit  Hülfe  der  Gleichung  (661) 

(662)  tf  sin  /?  =  r sin  a  — /(l  -f-  f)  r cos  a. 

Die   Gleichungen    (661)   und   (662)   bestimmen   die  Ge- 
schwindigkeit der  Axe  des  Körpers  nach  dem  Stosse. 

Durch  die  Reibung  an  der  Wand  wird  auch  die  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Drehung  des  Körpers  um  seine 
Axe  geändert.  Den  Winkelgeschwindigkeiten  m^  und  o> 
entsprechen  die  Peripheriegeschwindigkeiten  noQ  und  /vw. 
Die  Änderung  r{(o  —  (o^  der  Peripheriegeschwindigkeit 
muss  sich  zu  der  Änderung  der  Geschwindigkeitscompo- 
nente  des  Schwerpunktes  parallel  der  Wand  wie  die  Masse 
M  des  Körpers  zu  der  auf  den  Abstand  r  reducirten 
Masse  //  verhalten,  da  ja  das  Verhältnis  der  entsprechen- 

M 
den  Beschleunigungen  den  constanten  Wert     -  beibehält. 

Somit  findet  man 

r  (u)  —  f^o)      ^ 

us\n  ß  —  rsin  a       /« 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (662)  ergiebt  sich  hieraus 

(663)  o)  =  if)Q — -^—^    - — -    -  c  cos  a. 

Der  Geschwindigkeitszustand  des  Umdrehungskörpers  nach 
dem  Stosse  ist  also  durch  die  Gleichungen  (661),  (662> 
und  (663)  völlig  bestimmt,  vorausgesetzt  dass  ein  Gleiten 
längs  der  Wand  während  der  ganzen  Stosszeit  stattfindet. 
Die  Bedingung  für  dieses  Gleiten  kann  jetzt  ohne 
Schwierigkeit  aufgestellt  werden.  Die  Geschwindigkeit 
des  Berührungspunktes  parallel  der  Wand  ist  f  sin  a  -)-  rco^y 
am  Anfang  des  Stosses  und  us\x\ß-\-ro}  am  Ende  des 
Stosses.  Sie  darf  nicht  gleich  Null  werden  und  darf  auch 
ihre  Richtung  nicht  ändern.  Da  cs\na-\-  roj^  als  positiv 
vorausgesetzt  werden  kann,  so  ist  die  Bedingung  dafür 
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oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (662)  und  (663) 


<664) 


rsin 


a  +  A-a>o  ^/(l  +  6)  ( 1  +  -\  C  cos  a. 


Da  der  Oeschwindigkeitszustand  beim  Beginn  des  Stosses 
bekannt  ist,  so  lässt  sich  stets  erkennen,  ob  diese  Bedin- 
gung erfüllt  ist  oder  nicht. 

Es  werde  jetzt  angenommen,  dass  die  Bedingung  (664)   RoUen  ohne 
nicht  erfüllt  sei,  sondern  dass 


«(665)         r  sin  a  -j-  rco^  <  /  (1  -f-  e^ 


>('+") 


rcosa 


Gleiten  wäh- 
rend eines 
Teiles  der 
Stosszeit, 


sei.  Dann  entsteht  während  der  Stossperiode  früher  oder 
später  ein  Rollen  des  Umdrehungskörpers  ohne  Gleiten. 
Der  Widerstand  der  gleitenden  Reibung  wirkt  nur  wäh- 
rend der  ersten  Periode  des  Stosses;  während  der  zweiten 
Periode  ist  die  Bewegung  ein  gleichförmiges  Rollen  längs 
der  Wand.  Die  von  der  Reibung  verursachten  Ände- 
rungen der  Geschwindigkeit  der  Axe  des  Körpers  und 
der  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  um  diese  Axe 
bilden  jetzt  nur  einen  Teil,  den  nXtn  Teil  der  entspre- 
chenden Änderungen  in  dem  vorhin  betrachteten  Falle. 
Die  zur  Wand  senkrechte  Geschwindigkeitscomponente 
ist  dieselbe  wie  vorhin.    Man  erhält  also 

ucosß=:  —  sc  cos  a, 
<666)  usinß^zcsina /(l  -f-  f)  r  cos  a, 

l/(l-i-t)yVf 

w  =  ft>o —  -  - — -    -  C  cos  a. 

^      n        r        fi 

Um  die  unbekannte  Grösse  zu  finden,  beachte  man, 
dass   das   vollkommene   Rollen   anfängt,  wenn   die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Berührungspunktes  Null  geworden  isL 
Daraus  ergiebt  sich 

(667)   ^sin  a  +  rw^  —  ^/(l  +  f)  fl  +  — ) rcosa=:0. 

Setzt  man  den  so  bestimmten  Wert  von      in   den   Glei- 

n 

chungen  (666)  ein,  so  erhält  man  schliesslich  zur  Berech- 
nung des  Oeschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse  die 
Gleichungen 

w  cos  /ß  :=  —  c  r  cos  a, 

M     . 

C%\na  —  /icOft 
.     ^        // 

1-!-^ 


F 


(668) 


M 


noct  —      f  sin  a 


■h~1) 


Dabei  ist  us\nß=i  —  reo,  wie  das  Rollen  ohne  Gleiten: 
verlangt. 

§  129. 

Excentrischer  Stoss. 

Stossmitteipunkt. 

Es  soll  nur  der  specielle  Fall  betrachtet  werden,  dass 
die  Stosslinie  durch  den  Schwerpunkt  Si  des  Körpers  M^ 
geht  und  in  einer  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  Sg  des 
Körpers  M2  liegt,  die  eine  centrale  Hauptträgheitsebene 
ist  (§  107).  Die  durch  Sg  geführte  Senkrechte  zu  dieser 
Ebene  ist  also  eine  freie  Axe  des  Körpers  (siehe  §  115). 
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Ausserdem  werde  noch  angenommen,  dass  der  Stoss  ein 
gerader  sei  (Fig.  470). 

Der  Körper  M^,  der  sich  translatorisch  bewegt,  habe 
vor  dem  Stosse  die  Geschwindigkeit  q ;  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  M2  besitze  die  Geschwindigkeit  c^]  ausserdem 
möge  sich  dieser  Körper  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
o)q  in  dem  in  der  Figur  angegebenen  Sinne  um  seine 
Axe  drehen.  Dieselben  Grössen  seien  am  Ende  der  ersten 
Stossperiode  7^,  d.  h.  in  dem  Augenblicke,  in  dem  die 
Formänderungen  ihr  Maximum  erreicht  haben,  der  Reihe 
nach  gleich  i^i,  v^  und  w,  sowie  am  Ende  der  zweiten 
Periode  T^  des  Stosses  bez.  w^,  ^  und 
OK    Femer    werde    der  Abstand   des  ' 

Punktes  S^  von  der  Stosslinie  mit  «, 
die  auf  den  Abstand  a  reducirte  Masse 


Q%- 


des    Körpers    M^  mit  11^ 


(-5) 


be- 


^ 
<* 


zeichnet. 

Die  Geschwindigkeiten  der  Schwer- 
punkte beider  Körper  folgen  denselben 
Gesetzen  wie  beim  centralen  Stosse.  Man 
findet  somit  am  Ende  der  Zeit  T^ 
(siehe  p.  717) 

(669)  ^^—c^  Mo 


j^3-4' 


Fig.  470. 


Geschwindig' 

keitsänderun- 

gen  in  der 

Zeit  7;. 


1^2  —  ^2 


^1 


Es  sei  N  der  Wert  des  Stossdruckes  in  einem  Augen- 

N 
blicke;  er  veranlasst  eine  Beschleunigung —  ..  inderBe- 

A^ 
wegung  von  M^  und  eine  Tangentialbeschleunigung  — 

des  Stosspunktes   in  der  Drehung  des  Körpers  Mc^  um 
die  freie  Axe  durch  Sg.   Das  Verhältnis  dieser  Beschleuni- 


gungen, d.  h. 


/'2 


bleibt    unverändert    während   des 


Stosses  und  ist  somit  gleich  dem  Verhältnis  der  entspre- 
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chenden  Oeschwindigkeitsänderungen.   Am  Ende  der  Zeit 
7\  ergiebt  sich  somit 


(670) 


aw  —  flf/jft 


Drückt  man  noch  die  Bedingung  aus,  dass  der  Körper 
Ml  und  der  Stosspunkt  des  Körpers  M^  am  Ende  der 
Zeit  7i  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzen,  so  findet  man 
die  Gleichung 

(671)  i/j  =  i/g -j- fliv. 

Aus  den  Gleichungen  (669),  (670)  und  (671)  leitet  man 
für  die  Geschwindigkeitsänderungen  während  der  Zeit  T^ 
die  Werte  ab: 


i'i  —  Tt  = 


c^  +  ao)Q 


1  4_  ^1  _L  ^ 


(672) 


^^  —  (^ 


Ci  —  {C2 


flo>o) 
M' 


1      I     ^1\     '"2 


a(w- 


o^o)  =  ~' 


(^  +  acoo) 


1      I     /^2     I     ^\ 


Geschwin- 
digkeiten 
nach  dem 
Stosse, 


Die  Grösse  ^-j-awo  ist  die  Geschwindigkeit  des  Stoss- 
punktes  von  M^  vor  dem  Stosse. 

Die  Geschwindigkeitsänderungen  während  der  ganzen 
Stosszeit  Ti  -{-  T2  sind  1  +  ^  Mal  so  gross  wie  die  Aus- 
drücke (672)  (vergl.  p.  717).    Also  ergiebt  sich 


Ui  —  (\ 


_{\_±e)(c^-\-aa)Q  —  Ci) 


M^ 


1+^  + 


^1 

/^2 
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(673)  «,_^  =  (i+A(^^+J?^)}, 

a  («,  -  0.0)  =  -<i±^)i£i_-:ii%±  '^.'"ol}. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  berechnet  man  u^,  u^  und 
ö>,  d.  h.  den  Qeschwindigkeitszustand  nach  dem  Stosse. 

Man  kann  jetzt  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen     Von  dem 
Punktes  des  Körpers  iWg  leicht  bestimmen.    Der  Körper  ^^osse  unbe- 
hat  eine  ebene  Bewegung,  parallel  der  Ebene  durch  den  ^^ftf^steAxe. 
Schwerpunkt  und  die  Stosslinie.   Es  werde  eine  zu  dieser 
Et)ene  senkrechte  Axe  in's  Auge  gefasst,  die  in  der  Nor- 
malebene durch  52  zur  Stosslinie  liegt  und  den  Abstand 
X  von  52  hat;  der  Punkt  52  liege  zwischen  dieser  Axe 
und  der  Stosslinie.    Die  Punkte  dieser  Axe  besitzen  vor 
dem  Stosse  die  Geschwindigkeit  ^2  —  ^^o  und  nach  dem 
Stosse-  die  Geschwindigkeit  u^  —  xo).    Damit  die  betrach- 
tete Axe  keinen  Einfluss  durch  den  Stoss  erleide,  muss 

^  —  X(Oq  =  U2 XO) 

sein.    Man  erhält  daraus  zur  Bestimmung  der  Lage  einer 
solchen  Axe 

V  —  ^  — ^ 

X ; 

ft>  —   (Oq 

und  wenn  man  von   den  Gleichungen  (673)  Gebrauch 
macht, 

(674)  «=Ä«. 

♦':  Die  Lage  der  Axe  ist  folglich  unabhängig  von  dem  Stoss- 

i  elasticitätscoefficienten  s.    Wäre  die  Axe  fest,  so  würde 

1  durch  den  Stoss  keine  Reaction  an  ihr  fühlbar  werden. 

I  47 


1 
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Stossmittel'  In  der  Figur  470  stellt  O'  die  betreffende  Axe  dar, 
punkt,  während  O  der  Schnittpunkt  der  Stossliniemit  einer  zu 
ihr  senkrechten  Ebene  durch  S^  ist  Der  Punkt  O  heisst 
Stossmittelpunkt  in  Bezug  auf  die  Axe  0\  Würde 
man  die  reducirte  Pendellänge  (p.  687)  des  Körpers  für 
O'  als  Aufhängeaxe  berechnen,  so  erhielte  man 

d.  h.  O  ist  der  entsprechende  Schwingungsmittelpunkt. 

Anwendungen. 

1)  Es  sei  ein  homogener  parallelepipedischer  Stab  von  der  Länge 
L  und  einem  zur  Längsrichtung  senkrechten  rechteckigen  Querschnitt 
mit  den  Seiten  a  und  b  gegeben;  man  wähle  die  den  Kanten  a  pa- 
rallele Symmetrieaxe  der  einen  Endfläche  und  berechne  die  Lage  des 
entsprechenden  Stossmittelpunktes. 

Für  den  Abstand  /  dieses  Punktes  von  der  betrachteten  Endfläche 
erhält  man 

^-2+Af22~2r+-3/>    i-*^  +  *I 

2)  Wenn  ein  homogener  cylindrischer  Stab  von  der  Länge  L  und 
Dicke  2r,  der  eine  horizontale  Lage  einnimmt,  einen  zur  Längsrichtung 
senkrechten  horizontalen  Stoss  erfährt,  so  ist  die  Bewegung  des  Stabes 
im  ersten  Augenblicke  eine  Drehung  um  eine  verticale  Axe,  welche 
sich  auf  der  anderen  Seite  in  Bezug  auf  die  Mitte  des  Stabes  in  der 
Entfernung 

befindet. 

§  130. 

Stoss  sich  drehender  Körper. 

Der  eine  Wenn   ein   Körper,   der  sich  um  eine  feste  Axe  mit 

Körper  hat   einer   Winkelgeschwindigkeit   iv^  dreht   (Fig.   471),   von 
eine  feste     einem  Körper  M^  getroffen  wird,  so  ändert  sich  die  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Drehung  um  die  feste  Axe.    Es 
werde  angenommen,  dass  die  Stosslinie  in  einer  Normal- 
ebene zur  festen  Axe  liege,  und  dass  M  sich  vor  dem 
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Stosse  parallel  der  Stosslinie  mit  der  Geschwindigkeit  q 
bewege.   Der  Abstand  OJ^2  der  Stosslinie  von  der  festen 

Axe  sei  a^]  die  auf  den  Abstand 
a^  reducirte  Masse  des  Körpers 
M^  sei  gleich  /<2-  Man  erkennt, 
-  dass  die  Geschwindigkeiten  nach 
dem  Stosse,  nämlich  u^  für  M^ 
und  02^2  für  den  Punkt  N^  des 
Körpers  M<^  dieselben  sind,  wie 
bei  einem  geraden  centralen  Stosse 
zwischen  den  Massen  M^  und  //2,  die  sich  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten q  und  a2U'2  bewegen.  Mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (649)  ergiebt  sich  somit  für  die  Geschwin- 
digkeiten nach  dem  Stosse 


(675) 


„    _  ^ifl  +  /^  ^2'^'2  +  ^/^  (Ö2'^"2  —  ^l) 


Im  allgemeinen  wird  die  feste  Axe  durch  den  Stoss  be- 
einflusst.  In  §  131  wird  gezeigt,  wie  man  diesen  Ein- 
fluss  bestimmt;  zugleich  werden  die  Bedingungen  auf- 
gestellt, dass  die  Axe  keine  Stosswirkung  erleide. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Körper  Afg  vor 
dem  Stosse  in  Ruhe  ist,  findet  man  für  seine  Winkelge- 
schwindigkeit nach  dem  Stosse  den  Wert 


(Ö76) 


COo  : 


«2  (^1  +  ."2) 


Anwendungen. 

1)  Man  wünscht  zu  ^t-issen,  wie  der  Körper  Mi  mit  einer  gege- 
benen Geschwindigkeit  c^  den  ruhenden  Körper  Af2  treffen  muss,  damit 
die  dem   Körper  AI2  erteilte  kinetische  Energie  ein  Maximum  werde. 


740 


Vierter  Teil. 


Nach  dem  Stosse  ist  die  kinetische  Energ^ie  von  M^ 

wo  Kt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  feste  Axe  bezeichnet 
und  «2  den  Wert  (676)  hat.  Damit  f^  ein  Maximum  werde,  muss 
<«>2  seinen  grössten  Wert  annehmen.    Ersetzt  man  a^  durch  x,  so  ist 

Gl2— g.  • 

M,x  +  ^ 

*        '      X 


Dieser  Ausdruck  wird  für 


=A 


am  grössten.    Der  Maximalwert  der  Winkelgeschwindigkeit  beträgt 


1  -f-fii  TW, 

max«2  =  -    2~~(  "Fl' 
und  das  Maximum  der  kinetischen  Energie  ist 


max£i  =  Ü_±J^.^;lfjfj2. 

Wären  die  Körper  vollkommen  elastisch,  d.  h.  «  =  1,  so  erhielte  man 

max  £2  =  iAfiq2^ 

d.  h.  die  totale  kinetische  Energie  des  Körpers   M^  würde  auf  M^ 

übertragen  werden.  Der  Körper 
M^  würde  dann  nach  dem 
Stosse  in  Ruhe  bleiben. 

2)  Das  ballistische 
Pendel.  Wenn  das  Pendel 
(Fig.  472)  durch  ein  Geschoss 
getroffen  wird,  das  in  ihm 
stecken  bleibt,  so  macht  es 
einen  Ausschlag  a,  den  man 
beobachten  kann.  Kennt  man 
die  Masse  des  Pendels  und 
sein  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  die  Aufhängeaxe,  so  lässt 
sich  die  Geschwindigkeit  des 
Geschosses  in  folgender  Weise 
Fig.  472.  berechnen. 


O 
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Der  Stoss  ist  unelastisch.  Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  Ge- 
schosses c,  seine  Masse  m,  die  Masse  des  Pendels  M  und  sein  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  die  feste  Axe  AT.  Ferner  bezeichne  man 
mit  a  und  /  die  Abstände  der  festen  Axe  von  der  Stosslinie  und  von 
dem  gemeinsamen  Schwerpunkte  des  Pendels  und  des  Geschosses. 
Die  Formel  (676)  liefert  dann  für  die  Winkelgeschwindigkeit  oj  des 
Pendels  nach  dem  Stosse  den  Wert 

mc 


«(-+5) 


Daraus  folgt 


'""■"  +  mA 


Die  Grösse  K  wird  durch  einen  vorher  angestellten  Pendelversuch  er- 
mittelt (vergl.  p.  689).  Nach  dem  Eindringen  des  Geschosses  ist  Ki 
das  Trägheitsmoment,  und  zwar  ergiebt  sich  mit  Hülfe  eines  neuen 
Pendelversuchs 

Da  a  der  Ausschlag  ist,  den  das  Pendel  mit  der  anfänglichen  Winkel- 
geschwindigkeit io  macht,  erhält  man  vermittelst  des  Princips  der  le- 
bendigen Kraft 

\  /Ci  w2  =  (Af  +  m)gl(\  —  cos  «)  = 

=  2(iW  +  m)^/sin«|- 

Eliminirt  man  /Ci  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt 

2.T  .    a 

Die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  ergiebt  sich  also  aus  der  Formel 
2a;r/,    .      K\    .      a 


:  =  -(,+ 


»..-)™2 


Um  äas  Pendel  haltbar  zu  machen,  muss  man  es  so  construiren, 
dass  die  feste  Axe  fast  keine  Wirkung  durch  den  Stoss  erleide. 

Zwei  um  feste  parallele  Axen  Oi  und  O2  (Fig.  473)  Beide  Körper 

sich  drehende  Körper  mögen  so  gegen  einander  stossen,    drehen  sich 

dass  die  Stosslinie  in  einer  Normalebene  zu  den  beiden  '^  parallele 

feste  Axen. 


742  Vierter  Teil. 

Axen  liegt.  Zur  Berechnung  der  Geschwindigkeiten  be- 
trachtet man  die  beiden  reducirten 
Massen  fi^  und  /ig  i"  den  Fuss- 
punkten  der  Senkrechten  von  den 
festen  Axen  auf  die  Stosslinie,  und 
lässt  sie  einen  geraden  centralen 
Stoss  erleiden.  Sind  die  Winkelge- 
schwindigkeiten vor  dem  Stosse 
it\  und   ?/o,   nach  dem  Stosse  oy.  _,.     ,,^ 

und  0)2,  wobei  sie  positiv  in  der 
in  der  Figur  angezeigten  Richtung  gerechnet  werden,  so 
ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (649)  zur  Bestim- 
mung des  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse 

^  , ,  _  fh  fli  '^'1  +  /^2  «2  '^'2  H   «/^2  {(h  ^''2  -  «1  '^'1) 

/^l  +  /^2 

(677) 

n    ,  .    _  /'l  ^1  ''1  +  /"2  ^2  '^'2  M  -  ^y"l  («1  '^'1  —  «2  «'2) 

Ih  +  ,"2 

§  131. 
Momentankräfte  an  einem  starren  Körper. 

Momentan-  Die  Wirkung  eines  Stosses  auf  einen  materiellen  Punkt 
krafl.  besteht  darin,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  sich 
in  einer  sehr  kurzen  Zeit  um  einen  endlichen  Betrag  än- 
dert. Als  Mass  der  Wirkung  des  Stosses  wird  deshalb 
das  Product  mu  aus  der  Masse  m  des  Punktes  und  sei- 
ner Geschwindigkeitsänderung  u  gewählt.  Diese  Bewe- 
gungsgrösse  wird  als  das  Resultat  einer  beim  Stosse  er- 
zeugten Stosskraft  oder  Momentankraft  von 
der  Grösse  mu  und  der  der  Geschwindigkeitsahderung 
angehörenden  Richtung  betrachtet,  in  derselben  Weise  wie 
die  Beschleunigung  a  eines  freien  Punktes  von  der  Masse 
m  durch  die  Kraft  ma  in  der  Richtung  von  a  entsteht. 
Die  Momentankraft  werde  mit  P  bezeichnet,  ihre  Compo- 
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nenten  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Axen  seien 
Px,  Py  und  Pz,  der  veränderliche  Stossdruck  sei  N,  seine 
Componenten  nach  denselben  Axen  seien  X,  Y  und  Z, 
die  Coordinaten  des  Punktes  mit  der  Masse  m  seien  jc, 
y  und  z.    Es  ergiebt  sich  dann 

d:^z     ^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dt  und  führt  die 
Integration  in  Bezug  auf  t  für  die  Zeit  des  Stosses  aus, 
so  erhält  man 

(678)  m{^^-Cyy=fYdt, 

WO  Cx,  Cy  und  Cz  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

des  Punktes  vor  dem  Stosse,    ,^  =  Ux,  -j.  =  u«.   -,.  =  Uz 

'  dt         '  dt        ^'  dt 

die  nämlichen  Grössen  nach  dem  Stosse  sind.  Die  rech- 
ten Seiten  stellen  somit  die  Componenten  der  Änderung 
der  Bewegungsgrösse  oder  der  Momentankraft  dar,  man 
erhält  also 

P,=fXdt, 

(679)  Py=fYdt, 
Pz=fZdt. 
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D'AUmberts        Die  Momentankräfte  werden  in  derselben  Weise  wie 
Princip  für  die  Bewegungsgrössen  reducirt  (siehe  §  113).    An  einem 
Momentan-   starren   Körper  liefern  sie  also  eine  Resultirende  und  ein 
'^^^'      resultirendes  Paar. 

Wenn  ein  System  von  Momentankräften  auf  ein  un- 
veränderliches oder  veränderliches  Punktsystem  wirkt,  ^ 
ändert  sich  der  Oeschwindigkeitszustand  des  Systems. 
Das  System  kann  übrigens  wie  die  in  §  110  betrachte- 
ten Systeme  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sein. 
Bei  der  Bestimmung  der  Änderungen  der  Geschwindig- 
keiten der  Systempunkte  benützt  man  das  auf  ein  System 
von  Momentankräften  angewandte  d'Alembertsche  Prin- 
cip.   Man  gelangt  dazu,  wenn  man  die  Gleichung 

mit  dt  multiplicirt  und  eine  Integration  für  die  ganze 
Stosszeit  ausführt.  Wegen  der  Kürze  dieser  Zeit  können 
6x,  6y  und  dz  als  constant  angesehen  werden,  d.  h.  die- 
selben virtuellen  Verschiebungen  sind  für  jeden  Augen- 
blick der  Stosszeit  möglich.  Mit  Anwendung  der  Glei- 
chungen (679)  findet  man 

(680)    2'{((Pv  -  m  {u...  —  Cr))  öx  J^{Py  —  m  (Uy  —  Cy))  dy  + 
+  (P,-/n(i/,-f,))te}  =  0, 

wo  die  Bedeutung  der  Grössen  c^j  Cy^  Cz,  u,f  Uy  und  «, 
die  vorhin  angegebene  ist.  A,  Py  und  Pz  sind  die  Com- 
ponenten  einer  bestimmten,  auf  das  System  wirkenden 
äusseren  Momentan  kraft;  m{Ur  —  r^),  m{Uy—Cy), 
m(Uz  —  Cz)  sind  die  Componenten  der  Änderung  der  Be- 
wegungsgrösse  eines  Punktes,  d.  h.  der  sog.  effecti- 
ven  Momentankraft.  Nach  der  Gleichung  (680) 
halten  die  äusseren  Momentankräfte  den  den  effectiven 
Momentankräften  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  das 
Oleichgewicht  mit  Rucksicht  auf  die  Bedingungen  des 
Systems. 
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In  der  Gleichung  (680)  dürfen  nur  solche  virtuelle 
Verschiebungen  betrachtet  werden,  welche  mit  den  Be- 
dingungen verträglich  sind.  Wäre  das  System  ursprüng- 
lich in  Ruhe,  so  hätte  man 

(681)  l\^P^—mu,)bx--  (Py—mUy)dy\(P,—  mu,)dz}=0. 

Verschiebt  man  einen  freien  starren  Körper  translato-  Momentan- 
risch  parallel  den  Coordinatenaxen,  so  ergiebt  sich  mit  ^^ß^  ««  ^'- 
Hülfe  der  Gleichung  (681)  '^Kö^^eT'' 

IP,,  =  S(mu,), 

2Py  =  2(mUy), 

IP^  —  Z(mu^), 
Vermittelst  der  Formeln  (55)  liefern  sie  noch 

M^^  —  IP 

(682)  Mf^  =  IPy, 
M  —  —  HP 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Körpers  erlangt  die  gleiche  Ge- 
schwindigkeit, als  ob  die  ganze  Masse  in  ihm  concentrirt 
wäre  und  die  äusseren  Momentankräfte  unverändert  an 
ihm  angebracht  wären. 

Betrachtet  man  virtuelle  Drehungen  um  die  Coordina- 
tenaxen, so  erkennt  man,  dass  die  Momentensummen  der 
erzeugten  Bewegungsgrössen  gleich  den  Momentensummen 
der  gegebenen  Momentankräfte  in  Bezug  auf  dieselben 
Axen  sind. 

Schliesslich  soll  der  Stoss  berechnet  werden,  den  eine  Einfluss  des 
feste  Axe  eines  ursprünglich  ruhenden  starren  Körpers  Stosses  auf 
durch  die  Wirkung  eines  Systems  von  Momentankräften  ^if^fisteAxe. 
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erfährt.  Zu  diesem  Zwecke  muss  man  zunächst  die  Win- 
kelgeschwindigkeit o)  der  Drehung  des  Körpers  um  die 
feste  Axe  berechnen  und  nachher  die  äusseren  Momentan- 
kräfte und  die  den  effectiven  Momentankräften  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  für  einen  Punkt  der  Axe  redu- 
ciren.  Am  zweckmässigsten  wählt  man  wie  in  §  115  den 
Fusspunkt  der  Normalen  vom  Schwerpunkte  auf  die  Axe. 
Auch  die  Coordinatenaxen  sollen  in  derselben  Weise  wie 
in  §  115  gewählt  werden.  Zu  dem  bei  der  Reduction 
gefundenen  Systeme  von  Momentankräften  bilden  die 
Reactionen  an  der  festen  Axe  das  entgegengesetzte  Sy- 
stem. 

Es  seien  A-,  Pyt  Pz  die  Componenten  der  Resulti- 
renden  der  äusseren  Momentankräfte,  O.,,  Oy  und  Oz  die 
Componenten  ihres  resultirenden  Paares.  Man  erhält  die 
Winkelgeschwindigkeit  m,  wenn  man  die  Bedingung  aus- 
drückt, dass  die  Momentensumme  der  Bewegungsgrössen 
in  Bezug  auf  die  feste  Axe  gleich  O.v  sein  muss.  Be- 
zeichnet r  den  Abstand  eines  Punktes  mit  der  Masse  m 
von  der  Axe,  so  ergiebt  sich 

(683)  G.  =:  2'(/wwr2)  =  Kio , 

wo  K  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Axe  ist  Ohne  Schwierigkeit  berechnet  man  ferner 
für  die  Resultirende  der  Bewegungsgrössen 

und  für  ihr  resultirendes  Paar 

®y  =  —  o)2:{mxy) , 
©2  =  —  o)Z(mxz) . 
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Der  Stoss  gegen  die  Axe  hat  also  eine  Resultirende  mit 
den  Componenten 

<684)  Py   —  %^y  —  Py  +  oM'Q  , 

p^-%  =  p^  —  coMiu 
und  ein  resultirendes  Paar  mit  den  Componenten 

<685)  Oy^&y  =  Oy  ^  co2(mxy) , 

O,  —  öz  =  Oz  H- w2'(/7iA:z), 

wo  der  Wert  (683)  der  Grösse  m  überall  eingesetzt  wer- 
den muss. 

Es  werde  jetzt  der  specielle  Fall  betrachtet,  in  wel- 
<:hem  der  Stoss  von  einer  einzelnen  Momentankraft  oder 
von  einem  System  von  Momentankräften  herrührt,  das 
auf  eine  einzelne  Resultirende  reducirt  werden  kann.  Man 
wünscht  die  Bedingungen  kennen  zu  lernen,  unter  denen 
die  feste  Axe  keine  Stosswirkung  erleidet.  Zweckmässi- 
gerweise wählt  man  jetzt  das  Coordinatensystem  ein  we- 
nig anders  wie  vorhin,  und  zwar  so,  dass  die  feste  Axe 
die  jc-Axe  ist,  die  j^-Ebene  durch  den  Angriffspunkt  (0,  b,  c) 
der  gegebenen  Momentankraft  geht  und  die  jcz-Ebene 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  enthält.  Bei  der  Reduc- 
tion  für  den  Angriffspunkt  ergiebt  sich  dabei  das  momen- 
tane Kräftesystem 

P„  Py  ^r  o^^C,  A, 

0;  cPx  -{-  o)2:(mxy)]  —  bP,  -\-  o)2{mxz) , 

wo 

if.9ifs\  bP,  —  cPy 

(680)  oj  =         ^ 

ist.    Damit  die  Axe  keinen  Stoss  erleide,  müssen  folgende 
Gleichungen  erfüllt  sein: 
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Pv  =  0, 

Py    f  ^/>yW;=0, 

(687)  A  =  0, 

cP,  —  ioI(mxy)  =  0, 
—  bP,  -}-  a>:S{mxz)  =  0 . 

Die  drei  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  äussere 
Momentankraft  der  y-Axe  parallel  sein  muss,  also  senk- 
recht  zu  einer  durch  den  Schwerpunkt  und  die  feste  Axe 
geführten  Ebene.  Da  P,  =  0  ist,  liefern  die  beiden  letz- 
ten Gleichungen 

^Xmxy)  =  0  und  2(mxz)  =  0, 

d.  h.  die  feste  Axe  muss  eine  Hauptträgheitsaxe  in  Be- 
zug auf  den  Coordinatenanfangspunkt  sein,  der  ja  mit 
dem  Fusspunkte  der  Senkrechten  vom  Angriffspunkte  der 
Momentankraft  auf  die  feste  Axe  zusammenfällt.  Setzt 
man  den  Wert  von  w  in  die  zweite  Gleichung  (687)  ein^ 
so  ergiebt  sich 

(688)  K=ctM. 

Bezeichnet  k  den  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  der 
festen  Axe  parallele  Schwerpunktaxe,  so  ist  also 

(689)  /C:=yif(Ä2+r^ 
und  die  Gleichung  (688)  liefert 

(690)  c  —  l-^r^l' 

Um  zu  untersuchen,  ob  ein  Körper  mit  einer  festen 
Axe  so  gestossen  werden  könne,  dass  die  Axe  keine  Ein- 
wirkung erfährt,  untersucht  man  zuerst,  ob  die  feste  Axe 
in  Bezug  auf  irgend  einen  ihrer  Punkte  eine  Hauptträg- 
heitsaxe ist.  Vorausgesetzt,  dass  dies  für  einen  Punkt 
eintritt,  führt   man   durch   den   Punkt  eine  Normalebene 
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zur  Axe;  in  dieser  Ebene  muss  die  Stosskraft  liegen  und 
senkrecht  auf  der  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  und  die 
feste  Axe  stehen;  ihr  Abstand  von  der  Axe  wird  durch 
die  Gleichung  (690)  bestimmt.  Der  Punkt,  in  dem  die 
Richtungslinie  der  Stosskraft  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene 
durch  den  Schwerpunkt  schneidet,  heisst  dann  Stossmit- 
telpunkt  in  Bezug  auf  die  feste  Axe  (vergl.  p.  738). 

§  132. 
Übungsaufgaben  zur  Lehre  vom  Stosse. 

1)  Man  vergleiche  mit  einander  die  Geschwindigkeiten  einer  Ka- 
nonenkugel, weiche  in  horizontaler  Richtung  abgeschossen  wird,  wenn 
die  Kanone  in  der  Horizontalebene  frei  beweglich  ist  und  wenn  die 
Kanone  fest  ist.  Es  wird  angenommen,  dass  die  Arbeit  der  Schiess- 
pulvergase nur  von  dem  Räume  abhängt,  den  sie  einnehmen. 

2)  Man  berechne  den  Verlust  der  kinetischen  Energie  für  drei 
Kugeln,  deren  Mittelpunkte  sich  längs  einer  Geraden  bewegen,  wenn 
alle  drei  Kugeln  zusammenstossen  und  der  Stoss  unelastisch  ist. 

3)  Wann  bleibt  der  eine  Körper  nach  einem  vollkommen  elasti- 
schen geraden  centralen  Stosse  in  Ruhe? 

6)  Eine  homogene  Kugel  stösst  schief  gegen  eine  feste  ebene  Wand. 
Man  untersuche  den  Vorgang,  vorausgesetzt  dass  der  Stoss  vollkom- 
men elastisch  ist. 

5)  Eine  Keule  besteht  aus  einem  Cylinder  mit  einem  cylindrischen 
Stiel,  beide  aus  demselben  Material.  Wo  muss  man  den  Stiel  fassen 
um  die  kleinste  Einwirkung  auf  die  Hand  bei  einem  Schlage  mit  der 
Keule  zu  fühlen? 

6)  Man  berechne  den  Verlust  der  kinetischen  Energie  bei  einem 
unelastischen  geraden  Stosse  zwischen  zwei  Körpern,  von  welchen  der 
eine  sich  um  eine  feste  Axe  drehen  kann. 

7)  Man  berechne  den  Verlust  der  kinetischen  Energie  bei  dem 
auf  p.  742  untersuchten  Stosse  zweier  sich  um  parallele  Axen  drehen- 
der Körper. 

8)  Eine  offene  rechteckige  Thür  erfärht  an  ihrer  äusseren  Kante 
einen  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  unelastischen  Stoss  durch  einen  Kör- 
per, dessen  Masse  ein  Drittel  von  derjenigen  der  Thür  ist  und  dessen 
Geschwindigkeit  bekannt  ist.  Welche  Geschwindigkeit  erlangt  die 
äussere  Kante  der  Thür,  wenn  der  Widerstand  der  Chamiere  vernach- 
lässigt werden  kann? 
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9)  Ein  homogener  Cylinder  ruht  auf  einer  glatten  horizontalen 
Unterlage.  In  welchem  Punkte  muss  ein  horizontaler  Stoss  gegen 
den  Cylinder  geführt  werden,  damit  er  ohne  zu  gleiten  in  Bewegung 
gerate? 

10)  Wie  muss  man  einem  dünnen  Stabe  einen  zu  ihm  senicrech- 
ten  Stoss  erteilen,  damit  der  Stab  sich  um  einen  bestimmten  Punkt 
mit  einer  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  drehe? 


aiOAOMMmi*!       f 


j         wnlHIHIIUIIIUIIIIIHIIIIIIIIIII 
B89080441439A 


T^ 


'i 


